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AVERTISSEMENT. 



Les procédés, souvent fort ingénieux, par lesquels les Tailleurs de pierre et le& 
Charpentiers construisent leurs épures, étaient connus depuis longtenaps, il est 
vrai; mais ils ne présentaient ordinairement que des méthodes isolées, particu- 
lières à chaque problème , et que le génie des artistes avait dû inventer à mesure 
qu'ils hasardaient de nouvelles combinaisons de voûtes. C'est vers la fin du siècle 
dernier que le célèbre Monge a rattaché ces procédés divers à un corps de doc- 
trine, dont il a exposé les principes généraux sous le nom de Géométrie descriptive, 
et par là , il en a fait une science également propre à représenter les corps avec 
exactitude, et à fournir des moyens de recherche pour les propriétés générales de 
retendue considérée d'une manière abstraite. Uouvrage que cet illustre Géomètre 
a écrit sur cette matière, est sans doute un modèle de clarté; mais il laisse des 
lacunes dans plusieurs théories importantes, et n'offre pas des exemples assez nom- 
breux et assez variés pour que le lecteur puisse acquérir l'habitude des méthodes 
de projection. En outre, il est bien essentiel ici que les épures soient toujours 
tracées d'après un mode de ponctuation soumis à des règles constantes , afin de 
manifester sans ambiguïté, et par une sorte de langage sensible aux yeux du spec- 
tateur, la position respective des diverses parties de Tobjet défini. 

C'est dans ce double but qu'a été écrit cet ouvrage, où j'ai suivi Tordre adopté 
pour le programme de l'ËcoIe Polytechnique; du moins, autant que le permettent 
les différences qui se trouvent nécessairement entre un Traité écrit et un Cours 
oral, où la distribution des matières doit être subordonnée au temps dont les 
élèves ont besoin pour exécuter, dans Tiniervalle des leçons , les travaux gra- 
phiques qui s'y rapportent. Toutefois, en multipliant les exemples relatifs aux 
problèmes des plans tangents et des intersections de surfaces, ce qui permettra 
aux élèves de varier entre eux les données d'une même question , je n'ai pas cru 
devoir me renfermer dans les limites de ce programme, que la courte durée deâ 
études à l'École Polytechnique a forcé de restreindre beaucoup; mais j'ai eu le 
dessein d'offrir aux Ingénieurs et aux personnes qui, par état ou par goût, vou- 
dront approfondir cette science susceptible de tant d'applications diverses, les 
moyens d'étudier toutes les ressources de la Géométrie descriptive. En consé- 
quence, je me suis étendu sur les surfaces développables et les enveloppes, sur 
les hélicoïdes développables ou gauches, sur la courbure et les développées des 
courbes gauches, sur la courbure des surfaces et sur leurs lignes de courbure dont 

5* édit. a 
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j'ai établi la théorie par des considérations synthétiques, en les accompagnant 
d'exeoQples divers. Quaii|-yrx£|ij^aae6.spii|^^ si ioipartantes par leur emploi 
fréquent dans les arts, Dife idiigdfe'cxf)èrîeii(feinV cdnvamcu qu'il valait mieux ne 
citer d'abord que quelques cas fort simples de ces surfaces, pour empêcher les 
élèves de les confondre avec celles qui sont développables; puis, dans un livre 
séparé, réunir toutes les parties de la théorie complète de cette classe de surfaces, 
que fai eu soin d'appuyer encore par de nombreux exemples où je réalise les 
constructions indiquées dans rexpositîon générale. D'aîlleurs, cet ordre s'accorde 
bien avec la marche cki cours â TÉcole Polytechnique, où les propriétés générales 
des surfaces gauches nfe sont présentées qu'à une époque qui les rapproche de leurs 
applications à la Stéréotomie, et en Taîl mieorx ressortir tonte fimpoTtance. Enfin, 
fai réuni, dans des Additions ^ quelques théorèmes utiles pour les Ombres et k 
Perspective, là Méthode des Plans cotés qui sert pour les dessins de la Fortification, 
et la Théorie des Engrenages cylindriques et coniques. 

Dans cette cinquième édition ^ où se trouvent deux nouvelles planches, j'ai re- 
touché la rédaction, pour la rendre plus daire et plus méthodique sur plusieurs 
points ; entre autres, sur le principe des engrenages qui avait besoin d'être établi 
avec plus de précision, louant à l'ouvrage que f avais annoncé sur les Ombres, la 
Perspective, la Coupe des pierres et la Charpente, il est entièrement publié, et 
présenta ainsi la réunion des principales applications de la Géométrie descriptive. 
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CHAPITRE PREMIER- 
NOTIONS PRéUMlNAIABS. 

1. A chaque pas que ron fait dans les sciences ou dans les arls, on éprouve le 
besoin de transmettre aux autres hommes la connaissance exacte des formes 
qu'affectent les corps, soit pour manifester les rapports géométriques que Ton y a 
découverts, soit pour guider Tartiste chargé de reproduire ces objets dans des 
dimensions assignées d'avance. Or, de tous les moyens, le plus efficace et quelque- 
fois le seul capable d'atteindre complètement ce but, c'est la description graphique 
des corps; et tel est aussi le premier objet de la Géométrie descriptive, dont les 
méthodes gjénérales deviendront ensuite , par leur fécondité , des moyens de re- 
cherche propres à découvrir de nouvelles propriétés de l'étendue, et fourniront 
d'ailleurs les procédés nécessaires pour résoudre les divers problèmes de perspec- 
tive, de stéréotomie, de fortification, etc. 

2. Mais ici se présentent deux genres de difficultés* En premier lieu, les corps 
offrent toujours trois dimensions non comprises dans un même plan; ce qui semble 
devoir entraîner des opérations graphiques à effectuer dans l'espace, chose fort 
incommode, sinon impraticable. Par conséquent, il faut trouver des méthodes qui 
permettent de rapporter tous les points de l'espace à un seul et même plan , ou 
du moins qui ramènent toutes les opérations graphiques à s'exécuter dans ce plan 
unique. 

3. En second lieu , ces méthodes devant servir, non à établir des théories pure- 
ment spéculatives , mais bien à effectuer des opérations réelles, il faut qu'elles 
offrent une précision complète dans la manière d'exprimer les données et les résul- 

6* édii. 1 
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lais graphiques de chaque queslion ; et c'est en cela surtout qu'elles différeront 
essentiellement des procédés employés dans la géométrie ordinaire, du moins quand 
on considère les trois dimensions de l'espace. Là, en effet, les figures n'étant des- 
tinées (tu?a fuidep k'asprit dans la soitO' des naiionemcirtt p^k^^isivtirfsrp^ur dé- 
montrer la vérité d'un théorème, ne sont tracées qne d'uBe-naBÎepe'vii^ue, ou 
d'après certaines conventions tacites qui renferment toujours beaucoup d'arbi- 
traire. Pour s'en convaincre, il suffira de se rappeler comment on résout le pro- 
blème de la plus courte distance de deux droites non situées dans le même plan; 
ou bien encore celui où il s^agit de trouver le centre et le rayon d'une sphère qui 
doit passer par quatre f)CMaiê âovraés. On verra aifiémeot {fae^ dans ces (Questions ^ 
la géométrie ordinaire indique bien la série d'opérations qu'il faudrait exécuter 
pour arriver à la solution du problème; màià etté'në^Honne pas les moyens d'ef- 
fectuer réellement ces constructions, et d'obtenir un résultat déterminé pour la 
grandeur et la position de la plus courte distance, non plus que pour la longueur 
du rayon et la position du centre de la sphère (voyez n'^bO et 500). Il est donc 
indispensable d'adopter, eo Géométrie descriplive^ int mode de construction qui 
ne laisse rien d'arbitraire dans la représentation des données et des résultats, et 
qui permette aussi d'effectuer toates tes opérations graphiques sur un seul et même 
plan : or ces deux avantages nous seront fournis par la Méthode des projections dont 
nous alions exposeriez principes. i 

&. {Fig. i). Sid^^an'jpoînt a situé dans l'espace, on abaisse sor fin plan fixeYXT 
txxie pelrpeiïdiculàîrô aA, le pied A de celte droite est dit laprojecûan do point lo 
sur le pian eh qa'esstitm. De même, en abaissant des perpendiculàfres de tous l'es 
pôhits àe la airoitéit6*dL.;,là8uit© des points A, B, D,..., forme ce qu'on* appelle 
WptojédiàH de là dVôite abd sur te plan fixe; et cette projection est nécessairemefrt 
rectilîgne, ptiibquë toutes ces perpendiculaires étant évidemment contenues dans 
le plan inenê par l'iiné d*ëntre eHes a A et par la droite ad y c'est rintersection tlu 
ptahprtijetant Aarf avec le plan de projection YXT, qui fournit la projection ABD. 
^ îÊfénéralement , la projection d'une conrbe quelconque mnp est la suite des pieés 
des perpendiculaires mM, nN, pP,..., abaissées de ces divers pohtts sur le plan 
ififke, et cette projection MNP... est une ligne dont la courbure diffère ordinaire- 
tnënt de celle dé la courbe donnée dans Tespace. D^aiHeurs, rensemble de ces 
perpendiculaires compose une surface cylindrique dans le sens générât de ce mot, 
ei on Ta nomme Te cytindre projetant de la courbé mnpi 

5. Cela posé, je dis qu^un point, une droite, ou une courbe, sont compiélMient 
déterminés de position, quand on assigne Teurs projections sur deux plans fixes 
dont la situation est connue, et qui ne sont pas parallèles. Soient, en effet, VXT 
et XYZ deux plians de ce genre» A et A' les projeetfons» données d%iii' eertain point 
' dans Tespace. Si par le point A tous élevez une perpendiculaire indéfinie Aa au 
plan YXTy cette droite passera nécessaireiDeot par le p<NBt demandé : ce point 
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4wn aussi se trouver sur la droite A'a élevée perpendiculairement au plan XYZ; 
donc il ne pourra occuper dans Tespace qu'une posUian unique ^ déterminée par 
l'intersection de ces deux perpendiculaires. A la vérité, si les deux, droites Aa 
et A' a wè se rencontraient pas, il n^existerait aucun point de Tespace qui eût pour 
projection A et A' ; mais cela prouve seulement que les deux prqjections d'un 
point ne doivent pas être prises d'une manière tout à fait arbitraire, et qu'il y a 
entra elles «ne dépendance que nous expliquerons bientôt (n* 10)* 

6. (Fig. i). Soient maintenant AD et A'D' les projections d'une droite incon*- 
nue, sur les deux plans fixes YXY et XYZ. En imaginant par la première un plan 
indéfini DAa perpendiculaire à YXY, ce plan renfermera évidemment la droite 
demandée : elle sera aussi dons le plan D'A'a mené par D'A', perpendiculairement 
à XYZ; donc la ligne inconnue se trouvera nécessairement à Tintersection de ces 
deux plans, qui est une droite unique et déterminée. D n'y aurait d'exception que 
dans le cas où les deux plans projetants DÂa et D'A'a se confondraient en un seul, 
ee qui supposerait que la droite dans l'espace, ainsi que ses deux projections, se 
trouveraient précisément perpendiculaireê à Cinterseciion XY des deux plans fixes : 
alors deux projections de ce genre ne suffiraient plus pour définir la droite en 
question, et il faudrait demander une troisième projection faite sur un a^itre plan 
fixe, non parallèle à l'intersection des deux premiers. 

7. Enfin, si Ton donne les projections MNP et M'N'P' d'une courbe inconmie, 
on imaginera par la première un cylindre perpendiculaire au plan YXY, et par la 
seconde un autre cylindre perpendiculaire au plan XYZ ; la courbe demandée 
devra évidemment se trouver située sur chacune de ses surfaces, et, par consé- 
quent, sa position et sa forme seront déterminées par leur intersection imip, qui 
pourra bien être une courbe gauche ou courbe à double courbure (*), c'est-à-dire 
telle, que tous ses points ne soient pas compris dans un même plan. 

Ce sera donc dorénavant par ses deux projections que nous définirons gra- 
phiquement un point ou une ligne ; et quand nous dirons que tel point on telle 
ligne est donné, il faudra entendre que ce sont les projections qui sont connues. 
Quant aux isurfaces, nous verrons plus loin (n** 93) comment il faut modifier 
l'emploi des projections pour les représenter commodément. 

8. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que les projections s'exécu- 



n Cette dénomination ne vient pas, comme on l^a dit faussement, de ce qu*une telle courbe par- 
ticipe à la courbure des deux surfaces dont elle est rintersectiou; car, d*abord, une surface n^admet 
pas une courbure unique; et ensuite une même courbe peut être Tintersection d'une infinité de sur- 
ffacea très-diflërentes. Mais cette expression reut dire qu'une courbe qui n^est point plane, préseate 
4eia sortes decourbures, Tone par rapport à sa tangente, Tautre par rapport à son plan osculateur, 
comme nous l'expliquerons plus loin (n* 0o4). La première est proprement la seule et véritable cour- 
bure do la courbe; la seconde est une espèce de torsion ou de cambrure : c'est pourquoi la dénomi- 
nirtfôn de amrbe gauche t)neimrbip.cambr^e serait à la fols plus exacte et plus simple. 
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taientau moyen de droites abaissées perpendiculairement sar le plan fixe. Quel- 
quefois, il est vrai, on emploie des droites obHques an plan, quoique toujours 
parallèles à une direction donnée , et les conséquences que nous avons établies 
dans les n~5, 6 et7 subsistent également; mais il faut de graves motifs pour 
faire adopter ce genre de projectiouë, parce qu'en général il est moins simple 
et offre moins d'exactitude dans les résultats graphiques, attendu que des droites 
qui se coupent obliquement, laissent plus d'incertitude sur la position précise de 
leur point de rencontre. Ainsi, à moins que nous n'avertissions expressément du 
contraire, les projections seront toujours orf/to^^o/e^. 

Par des motifs semblables , on choisit ordinairement les plans de projection 
YXY, XYZ, perpendiculaires entre eux; et pour se les représenter plus aisément, 
on suppose que le premier est horizontal et l'autre vertical. Leur intersection XY, 
qui est une ligne importante à remarquer, se nomme la ligne de terre. 

9. Voilà donc une méthode suffisante pour exprimer graphiquement les don- 
nées ^'un problème sans aucune indétermination; il reste à la modifier de manière 
que les constructions puissent toutes s'exécuter sur un plan unique. Pour atteindre 
oe but, on imagine, après avoir projeté les points et les lignes dont il est question 
sur les plans rectangulaires YXY et XYZ, que ce dernier a tourné autour de la 
ligne de terre XY pour se rabattre sur le plan horizontal , et ne former avec lui 
qu*uu seul et même plan VZ'; et c*est sur ce dernier que l'on trace effectivement 
toutes les constructions que Ton aurait dû faire sur les deux plans primitifs. Néan- 
moins, il ne faut pas perdre de vue que ce rabattement n'est admis que comme 
moyen d'exécution : et toutes les fois qu'on veut se rendre compte d'une opération 
par des considérations géométriques ^ on doit , par la pensée, relever le plan vertical , 
et se le figurer toujours dans une situation perpendiculaire au plan horizontal. 

10. {Fig. 1 .) Après le rabattement des plans fixes, il existe entre les deux pro- 
jeictions d'un même point de l'espace une dépendance très-importante à observer. 
En effet, les deux droites Ka et A'a, qui projettent le point a en A et en A^ sont 
perpendiculaires, l'une au plan horizontal, Tautre au plan vertical.: ainsi le plan 
An A', mené par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire aux deux plans de 
projection , et, par suite, à leur intersection XY; donc le plan A a A' coupera ceux-ci 
suivant des droites AF, A'F, perpendiculaires sur XY, et aboutissant au même 
point F de celte ligne déterre. Cela posé, quand le plan vertical XYZ tourne autour 
de XY, il entraîne avec lui la droite A' F qui, pendant ce mouvement, demeure 
perpendiculaire à la charnière XY; par conséquent, après le rabattement du plan 
vertical , la droite FA' prendra une position FA" qui sera évidemment le prolonge- 
ment de FA. Ainsi les deux projections A et A" d^un même point de l'espace doivent 
toujours se trouver sur une même droite perpendiculaire à la ligne de terre XY, lorsque 
les plans de projection sont rabattus l'un sur l'autre : de sorte que, si l'on prend 
à volonté une de ces projections^ A par exemple, il faudra mener la droite iodé- 
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finie AF perpendiculaire à XY, et placer quelque part sur ie prolongement de ÀF, 
la deuxième projection A'^ 

il. Quant à la droite arf, %i Ton rabat semblablemont le point D' en D'^, la pro-^ 
jection verticale A^D' deviendra en rabattement A^'D'^ ; mais celle-ci n'aura, avec la 
projection horizontale AD, aucune dépendance nécessaire, de sorte que Ton peut 
tracer arbitrairement les lignes AD et Â^^D'^ pour représenter les deux projcctioQf^ 
d*une même droite dans Tespace. Il faut toutefois excepter le seul cas où AD serait 
perpendiculaire à la ligne de terre XY : alors la projection verticale devrait aussi être 
le prolongement de AD ; mais nous avons déjà dit (n*" 6) que, dans ce cas tout parti- 
culier, deux projections de ce genre laisseraient la droite indéterminée de position. 

12. Dorénavant nous placerons les plans de projection rabattus, de manière que 
la ligne de terre XY ait la position indiquée {fig. 2);ei comme alors la partie YXY 
de la feuille de dessin représentera en même temps la portion antérieure du plao 
horizontal et la portion inférieure du plan vertical qui est venue se confondre avec 
la première, tandis que la partie XYZ comprendra la portion supérieure du plan 
vertical et la portion postérieure du plan horizontal, il ne suffira pas, pour déter-^ 
miner graphiquement un point de Tespace, de donner indistinctement ses deux 
projections A et A^ Il faudra encore énoncer si le point A est la projection hori* 
zontale, ou bien s'il est la projection verticale; car Tune et l'autre de ces hypo- 
thèses peuvent être admises, et elles produiraient une très-grande différence quant 
à la position réelle du point dans l'espace. Afin donc de rappeler aux yeux le plan 
auquel est relative chacune des projections, nous conviendrons de noter ordinai- 
rement, par des lettres sans accent, les projections horizontales des points ou des 
droites, et par des lettres accentuées les projections verticales. Ainsi le point (A, A') 
(fig. 2) désignera le point de l'espace qui est projeté horizontalement en A et ver- 
ticalement en A' : le point (B,B') désignera celui qui a pour projection horizon- 
tale B et pour projection verticale B\ et il en sera de même du point (C, C) ou du 
point (D, D'); mais le lecteur fera bien d'exercer son imagination à se représenter 
les positions diverses de ces points-là, au-dessus et au-dessous, en avant ou en 
arrière du plan de projection , afin de. pouvoir dorénavant reconnaître avec facilité 
dan& lequel des quatre cingles dièdres, formés par ces deux plans, se trouve situé 
un point défini par ses projections. 

13. (Fig. 3. ) Les mêmes conventions devront être appliquées aux lignes ; ainsi 
la droite (AB, A'B') sera celle qui a pour projection horizontale AB, et pour pro- 
jection verticale A'B^ Mais comme d'ailleurs une droite est déterminée de position 
par la connaissance de deux de ses points , nous allons donner le moyen général 
de trouver les traces (tune droite^ c'est-à-dire les points où elle va rencontrer les 
deux plans de projection. 

La trace verticale de la droite ( AB, A^B') étant un point commun au plan vertical 
et à la droite , elle doit être projetée horizontalement sur la ligne de terre XY , et 
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/avùsî Mf ta li^re ÀB ibd^fiitDent prolongée ; donc cette trace a iiotir projeclifÉ 
horizontale le point G , et conséquemment elle sera placée qaetque part sut" te 
.Verticale CC\ Mais cette même trace doit être évidemment eitnée sur la praje(itlon 
térticale A'B' indéfinie ; donc eHe éstatt point G\ De^là résalte céttevègle géoét^ 
ébtftil faut se rendre rappKcacioA trto-lbittiltère : Prolongez At fifajiBeêion tmtuon^ 
«tte de la drdtëjusqn^à In ligne de mrtê^ et à ce pobti éleeêx une mrûeale indéfinie ifta, 
pur m rèneontre Q^ùec ta projeùOoh têrêettle^ donnera ta trace verUcate de te dmlte 
ffropoêee» 

ta trace hcfrizontùfe dé)» mèmedr*oite étant un point situé à la fois dans le plas 
hwitontél et ânr la (rgne pnoposée, s^ trouvwa projetée irerticalement sur la tigae 
de -terre XT et sur A^B^ indéfinie ; donc cette trace aura pour projeotion vertSsoble 
16 point jy, et conséquemment elle sera placée quelque part sûr la perpenditu^ 
lèire IVD à ta ligne de terre. Mais d'ailleurs cette trace doit nécessairement se 
tfOilver sur la projection horizontale AB indéfinie ; donc elle est an point D. Ainsi, 
M général y prolongez la projection veriicale de la droite jusq^ à la ligne de terre} eij 
à ce point , élevez iûr cette dernière ligne une perpendicuUdre imléfinie qui %^par sa ten^ 
contre avec la projection horizontale , déterminera la trace horizontale de ta droite en 
tftLèetion» 

IJk. Réciproquement, si Ton donnait les deuic traces D et C d'une droite, it 
sefait facile d'en conclure les projections ; car, comme le point G appartient à la 
droite même, la perpendiculaire C'€ abaissée sur la ligne de terre donnera un 
point G de la projection horizontale, et ceNenci sera évidemment DC. De même, la 
pe4nt D qui appartient à la droite , étant projelé verticalement sur la ligne de 
terre, donnera un point Hf de la projection verticale qui sera HfG. 
' On fera bien de s'exercer à résoudre ces detix questkms réciproques Tune de 
Vautre, sur des droites' diversement situées ; tdlies que sont, dans la/^. 3, la ligne 
(ÉF, E'F')j dont la trace horizontale est en F et la trace verticale en G^; et la 
lï^e (HK, H'K') , dont K' est la trace verticale et L la trace horizontale. 

15. En terminant ces notions préliminaires , nous établirons quelques règles 
essentielles à observer dans le tracé de toutes les épures. Ces dessins, en effet, 
devant servir à représenter exactement la forme des objets , il faut que Icfs divers 
modes de ponctuation qu'on y emploiera offrent une sorte de langage inteltigible 
aux yeux; c'est-à-dire qu'ils manifestent clairement la situation Relative (tes diffé- 
retitès parties, distinguent celles qui sont cachées de celles quisont visibles pour 
Pbbservateur, et fassent discerner tes résultats d'tii! problème d'avec les lignes qui 
D'ont servi que de moyens auxiliaires pour y arriver; c'est pourquoi nous adopte- 
rons constamment les règles suivantes r 

i"*. Les lignes principales, c'est-à-dire celles qui représentent tes données ùb les 
résuhats d'un problèmp, seront marquées par im trait plein et continu , ^o^squ^^ïles 
Seront vîti^fe^; mais si ces lignes principales sont invisibles, elles seront ponctuées. 
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c'esfr-à-dire tracêeB en points ronds. On voit des exemples de ces deux modes de 
tracé dans les lignes ABCD et EFGH de la /gr. 3 K$. 

a\ Les lignes auxiliaires, c'est-à-dire toutes celles qui ne rentreront pas dans 
la classe précédente, et qui ne seront employées que comme des moyens d'arriver 
à la solution du problème, seront pointiltées ou composées de pétSts ' traits inter- 
rompus ; telle est la ligne P dans là/^. 3 bis. Quant à ces lignes atixîtiaires, iT n^ 
aura jamais lieu de distinguer si elles sont visibles ou non , parce qu^ëlles sont 
censées n'exister que dans Timagination du géomètre qui les conçoit pour parvenir 
au résultat demandé. 

3". Lorsque , parmi ces lignes auxiliaires, il s'en trouvera quelqu'une qui offrira 
plus d'importance, et sur laquelle on voudra appeler l'attention d'une manière 
particulière , on pourra la représenter par une ligne mixte , composée de petits traits 
séparés par un ou deux points ronds, comme dans les droites M et N de \afig. 3 bis. 
Cependant on doit se garder de trop multiplier ce mode de popctuation , et con- 
sulter sur cela le bon goût et des modèles bien choisis; d'ailleurs il ne faut jamais 
employer ces lignes mixtes pour las droites qui réunissent , simptement |es4eux 
projections d'un même point. 

16. Il reste maintenant à expliquer comment » parmi les lignes principaleê de 
chaque question , on discernera celles qui sont visibles et que l'on doit marquer 
en trait plein, d'avec celles qui sont invisibles et que l'on doit ponctuer. Des règles 
complètes sur ce sujet ne pourront être données qu'après avoir p^rlé de^ surfaces 
courbes et de leurs plans taa^nts; mais comme dans les premiers problème» q|«i 
vont nous occuper il ne se rencontrera que des droites et des plans , il nouswflSira 
pour l'instant de poser les conventions suivantes ; 

On admet toujours que l'observateur, qui considère la projection d'un ob^ sur 
le plan horizontal f est placé au-dessus de ce plan €i à une disUmçe infinie sur la veni'^ 
cale qui passe par. un quelconque des points de cet objet, mais en avMi du plan 
vertical; et cette convention, qui simplifiera, comme nous le verrons plus loin:, le 
tracé du contour apparent des surfaces courbes, a été d'ailleurs suggérée par la 
manière dont ou projette les points de l'espace sur un plan. En effet, les rayons 
vi^els menés de l'œil de l'observateur à tous les points d'un corps, approchent 
d'aulanl plus d'être perpendiculaires au plan horizontal, qmeVmhêurvïaàeaf s'Ékèm 
•davantage en restant sur !a néme verticale; de sorte que quand le pomt de vue *t 
â une distance infinie, ces rayons deviennent parallèles^ et coïncident ^«ec les droites 
qm servent à projeter les points du corpsu D'où il suit qw la, fu^ctàm Iwsiaamt&le 
tfm téjetn^est antre chose qu^uwE vue ée cet eéjei , prise èwa point Infiniment éloigné 
sur ta verticale; résultat qui justifie suffisamment la convention énoncée jplus haut. 

Par une raison semblable, toute projection verticale est ceoaàs v«e par 4ui otiier- 
vateur placé à mie distance infinie sur une perpendktdaire au fâm ^enictà, élevée en 
avant de ce plan et au-dessus du pian horizontal. 
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D'après cela , toute ligne ou portion de ligne principale qui se trouvera au- 
dessous du plan horizontal, ou derrière le plan vertical, sera réputée invisible; et, 
comme telle, ponctuée en poinis ronds. Si, de plus, il se trouve dans la question 
quelque plan réellement existant, et qu'une portion de ligne principale soit située 
derrière ce plan ou au-dessous , par rapport à l'observateur, cette portion devra 
aussi être ponctuée; mais il faudra se souvenir que ces distinctions ne regardent 
nullement les lignes auxiliaires ^ par la raison citée (n* 15, 2^). On pourra recon- 
jialtre déjà l'application de ces règles dans lafg. 3, et nous aurons soin de les 
rappeler dans la plupart des problèmes que nous allons résoudre. 
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17. Construire ta droite guipasse pardeux points donnés (Â, A') et (M, M') 0?^. i); 
puis, trouver la véritable distance de ces deux points (^). ' 

Diaprés les définitions établies au u* &, il est évident que la projection hori- 
zontale de la droite cherchée paàderà^ar les points A et M , tandis que la projection 
verticale passera par A' et M' ; doric cette droite indéfinie est projetée suivant AMB 
et A'M'B', et par là elle « trouve complètement déterminée de position (ri* 6). 
jy ailleurs on pedt construire ses traces (n* 13), qui seront les points (B, B') et 

<c,co. ■ : ' 

Quant à la distance des deux poikits donnés , elle est mesurée dans l'espace par 

la itortiotide droite projetée sur AM et A'M'; mais i! est facile de voir qu'une 

droite fitfîe est toujours plus longue que sa projection sur un plan , excepté quand 

'fti 'prèitiière se trouve parallèle au plan sur lequel on la projette, car alors la droite 

V dans tenace est évidemment de même longueur que sa projection. D'après cette re- 

(*) Avant de construire une épure, il est essentiel d'observer les précautions suivantes. On trace 
d^abord, avec le crayon, une droite indéfinie vers le milieu de la feuille de dessin, et à peu près 
parallèle à sa longueur : puis, on trace une seconde droite exactement perpendiculaire sur la pre- 
mière, en se servant (Varcs de cercle; car l'équerre n*est pas un instrument dont la précision soit 
assez sûre pour qu'on remploie à mener des perpendiculaires qui doivent avoir une longueur un peu 
'considérable. Mals^, du knoilns, Téquerre peut servir à mener des parallèles par un procédé très-exact 
«t très-expéditif , lequel eimsiste à la faire glisser le long (Tune règle fixe; aussi c^est par ce moyen 
que Ton doit tracer, dans chaque épure, la ligne de terre et toutes les droites qui lui sont parallèles, 
ou perpendiculaires, en se dirigeant sur les deux droites rectangulaires que nous avons recommandé 
*de construire d*abord, et qui forîùeiit ce que les praticiens appellent le trait carré. 

Ajoutons en outre que; quelque importante que soit la ligne de terre, il faut se garder de la former 
avec un trait plus gros que les lignes principales; car il en résulterait souvent beaucoup d'inexac- 
titude dans la situation des points où elle serait rencontrée par les autres droites de Tépure. 



CHAPITHB ir. — PROBLÈMES SUH LES LIGNES DROITES, ETC. 9 

marque, imaginons qae la ligne (ÂM, A'M') tourne autour de la verticale projetée 
en A, sans changer d'inclinaison avec celte dernière; par là l'extrémité (A, A') 
demeurera immobile, tandis que l'autre extrémité (M, M') restera à une hauteur 
constante , en décrivant seulement un arc de cercle horizontal autour de l'axe de 
rotation. Or, si l'on continue ce mouvement jusqu'à ce que la droite mobile soit 
devenue parallèle au plan vertical , ce qui arrivera quand la projection AM aura pris 
la situation A*P parallèle à la ligne de terre XY , alors l'extrémité M venue en P se 
trouvera projetée verticalement (n* 10) quelque part sur PIF perpendiculaire 
à XY ; et comme elle doit être à la même hauteur que M', si Ton mène l'horizon- 
tale M'F, le point F sera la projection verticale de l'extrémité mobile de la droite 
en question. D'ailleurs, puisque l'autre extrémité (A, A') est demeurée invariable, 
il s'ensuit que la droite (AM, A'M') se trouve actuellement projetée suivant AP 
et A'F ; et sa véritable longueur est précisément la projection verticale A'F , d'après 
la remarque faite au commencement de cet article. De là on conclut la règle sui* 
vante, qu'il faut se rendre très-familière : 

Pour trouver la distance de deux points (A, A') et (M, M') {fig. ^)^ formez un 
triangle rectangle A'H'F , dont un côté A' H' soit la différence des hauteurs A'R et M'K 
de ces deux points au-dessus du plan horizontal , et dont l'autre côté WP' soit égal à 
r intervalle AM des deux projections Iwrizontales : C hypoténuse A' F sera la distance 
demandée. 

18. On arriverait au même but en construisant, sur le plan horizontal, un 
triangle rectangle ADQ dont un côté AD égalerait la différence des distances AR et MK 
des deux points donnés au plan vertical ^ et dont F autre côté DQ serait F intervalle 
A^Hâ! des deux projections verticales; C hypoténuse AQ exprimerait encore la distance des 
deux points dans C espace j et devrait se trouver identique avec A'P'. Pour se rendre 
compte de celte nouvelle construction, il suffira d'imaginer que la droite proposée 
a tourné autour de l'horizontale qui est projetée verticalement en A' , sans danger 
d'incliuaison par rapport à cette dernière, jusqu'à ce que cette droite mobile soit 
devenue parallèle au plan horizontal. 

19. On aurait pu aussi rabattre la droite (AM, A'M') sur le plan horizontal, en 
faisant tourner autour de AM , comme charnière , le trapèze invariable formé par 
la droite proposée et par les verticales qui projettent ses extrémités en A et en M. 
Par là ces deux verticales seraient demeurées perpendiculaires à la charnière AM , 
et auraient pris les positions AA"' = RA', MM" = KM'; de sorte qu'en traçant la 
droite A"M", on aurait encore obtenu la véritable distance des deux points (A, A') 
et (M, M'). D'ailleurs il se présente ici une de ces vérifications qu'il ne faut pas 
négliger dans les opérations graphiques; c'est que la ligne A" M" prolongée doit 
aller aboutir en B. En effet, ce dernier point étant la trace horizontale de la droite 
primitive, il se trouvait situé sur la charnière AMB; et, comme tel , il a dA rester 
immobile pendant la révolution de la droite. 

5* édit. 2 
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20. Récipwquemeni y si Con donnait la droite indéfinie (AB, A'B') avec un de Jie$ 
points (X y A'), et quon voulût trouver sur cette ligne un <iuire point (M, M') qui fut 
éloigné du premier d'une quantité donnée 5, on rabattrait comme précédemaxeoL la 
droite proposée sur le plan horizontal, en faisant AA'' = Ril\ et tirant A"B, En- 
suite, on prendrait sur cette dernière ligne un intervalle A^'M" égal à $ : puis, en 
relevant la droite rabattue A"B, le point M" se ramènerait en M par une perpendi- 
culaire sur la charnière AB ; et enfin , de la projection horizontale M , on conclurait 
(û*" 10 ) Tautre projection iVr, ce qui déterminerait complètement le point demandé, 

^ On aurait pu aussi résoudre cette question en opérant d'une manière analogue 
sur le rabattement (AP, AT'), avec le soin de chercher ce que devenait la .trace 
horizontale (B, B') après la rotation imprimée à la droite primitive. 

21. {Fig. 5.) Par un point donné (D, D') mener une droite qui soit parallèle à une^ 
droite connue (AB, A'B'), 

Lorsque deux droites sont parallèles, les plans qui les projettent sont évidem- 
ment parallèles entre eux; et, par conséquent, les intersections de ceux-ci av^c le 
plan de projection, c'est-à-dire les projections des droites, sont nécessairement 
parallèles l'une à l'autre. Réciproquement, lorsque les projections horizontales de 
deux droites sont parallèles , et qu'il en est de même de leurs projections verticales» 
les quatre plans projetants sont parallèles deux à deux ; d'où il suii que leurs inter- 
sections mutuelles, c'est-à-dire les droites dans l'espace, sont parallèles entre elles. 
D'après cela , si par le point D on mène une parallèle DE à AB, et par le poiafcD' 
une parallèle D'Ë' à A'B', la droite demandée aura pour projection DE et D'E^; 
elle sera donc ainsi complètement déterminée, et d'ailleurs les traces de celte 
droite, qui seront en F et en E', se construiroQt comme on Ta dit au n"" iâw 

22. (Fig. 6. ) Construire le plan qui passerait par irais point» donnés (A, A')^ 
(B,B')ee(C,C/). 

Observons d'abord que pour déterminer graphiquement la position d'un plan , 
il sufBt d'assigner ses deux traces, c'est-à-dire les intersections de ce plan avec les 
plans de projection. Ces deux traces devront toujours couper la ligne de terre au 
même point; mais l'angle qu'elles comprendront entre elles sur les plans de pro- 
jection rabattus» ne sera pas égal à celui qu'elles fprment dans l'espèce» En outre, 
il est bien évident que, quand une droite est située dans un plan, les traces de 
cette droite (n^^ 13) doiveut être situées quelque part sur les traces du plan. 

Cela posé, joignons les points donnés deux à deux par des droites (AB^ A'B') , 
(BC, B'C), (AC, A'C), lesquelles ayant chacune deux points dans le plan cher- 
ché , y seront contenues tout entières ; puis construisons, comme au n*" 13, les traces 
verticales E', F' et G' de ces droites. Alors ces trois points, qui doivent évidem- 
ment appartenir à l'intersection du plan inconnu avec le plan vertical de projec- 
tion, se trouveront nécessairement en ligne droite, et seront plus que su/fisaAts 
pour déterminer la trace verticale E'F'G' du plan demandé. De môme, la trace hoH- 
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zoniale DHK do ce plan s'obtiendra en construisant les traces horizontales D, H 
et K des trois droites auxiliaires ; d'ailleurs les deux lignes Ë'G' et DH ainsi obte- 
naes, devront aller rencontrer la ligne de terre XY en un même point Q, ce qui 
offrira une nouvelle vériBcation des constructions antérieures. - 

Si Ton voulait /aîr« passer un plan par une droite et un point donnés y on joindrait 
ce point avec on de ceux de la droite, ou bien on mènerait une parallèle à celle-ci 
par le point donné; alors on connaîtrait ainsi deux droites situées dans le plan 
cherché, et leurs traces suffiraient pour déterminer celles de ce plan. 

23. (Fig. 7.) Par un point donné (A, A') mener un plan qui soit parallèle à un autre 
plan dont la trace horizontale est ST et la trace verticale TV. 

Il est évident que deux plans parallèles doivent avoir leurs traces respectivement 
parallèles; ainsi il suffira de trouver un point de chacune des traces du plan de- 
mandé. Pour cela 9 imaginons par le point donné ( A, A^) une droite auxiliaire qui 
soit située dans le plan inconnu; le choix le plus simple sera de mener cette 
droite parallèlement à la trace horizontale de ce même plan, c'est-à-dire parallèle- 
ment à ST. Si donc on tire dans cette direction la ligne AB, et qu'on mène A'B' 
parallèle à la ligne de terre ^ ce seront là évidemment les deux projections de la 
droite auxiliaire renfermée dans le plan inconnu. Cela posé, en construisant {n° 13) 
Jo point B' où elle va percer le plan vertical , ce point appartiendra nécessairement 
à la trace du plan cherché, laquelle sera par conséquent la droite B'Q parallèle 
à V'T : l'autre trace devant passer par le point Q, sera la ligne PQ parallèle à TS. 

On peut aussi, comme vérification, construire directement un point de la trace 
horizontale du plan inconnu. Pour cela, on imaginera par le point (A, A') une 
droite auxiliaire qui soii parallèle à la trace verticale de ce plan; et elle aura évi- 
demment pour projections AC parallèle à la ligne de terre, et A'C parallèle à V'T. 
Si donc on cherche (n*" 13) le point C où celte auxiliaire va percer le plan hori- 
zontal, ce point appartiendra nécessairement à la trace du plan demandé; ainsi il 
faudra que la droite PQ , déjà construite , passe par le point C. 

24. Observons que, dans l'épure actuelle, on n'a pas regardé les deux plans 
STV et PQR' comme existant réellement; car alors le premier aurait rendu Tautœ 
invisible, et il eût fallu (n^ 15, i^) ponctuer en totalité les traces de ce dernier, ce 
qui aurait multiplié beaucoup les points ronds, et surtout aurait eu le grave in- 
convénient de ne plus laisser discerner les parties des traces situées en deçà des 
plans de projection d'avec celles qui sont au delà. C'est pourquoi l'on suppose ici 
qu'il s'agissait de trouver seulement les traces d'un plan parallèle à celui qui aurait 
lui-même pour traces ST et TV, sans construire effectivement aucun do ces deux 
pians. Cette restriction, dont le but est de répandre plus de clarté dans les dessins, 
a été aussi admise dans les épures 8, 9 et i G. 

25. (Fig. G.) I^s considérations employées dans les n~ 22 et 23 peuvent servir 
il résoudre I0 question suivante : Étant donnée la projection horizontale AB dl'une 
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droite que F on sait être située dans le plan connu PQR', trouver Vautre projection? La 
droite inconnue percera le plan vertical en un point qui doit être projeté hori- 
zontalement en E (n** 13); d*ailleurs cette trace ne pouvant être hors de la trace 
verticale QR' du flan qui renferme cette droite , sera nécessairement située en E\ 
et c'est là un des points de la projection demandée. Ensuite, par des motifs sem- 
blables, on voit que la droite en question va percer le plan horizontal en D; donc, 
si Ton projette D en IV sur la ligne de terre XY, D'E' sera la projection verticale 
de la droite proposée. On sent bien qu'il serait aussi aisé de trouver la projec- 
tion DE , en se donnant seulement la projection verticale D' E' avec le plan PQR' 
qui renferme la droite. 

Si la projection ÂB assignée sur le plan horizontal se trouvait, comme dans la 
fig. 7, parallèle à la trace PQ du plan donné, on obtiendrait d'abord, comme 
ci-dessus, fa trace verticale B' de la droite inconnue; mais ensuite la trace hori- 
zontale de cette droite n'existant plus, puisque ÂB ne rencontre pas PQ, il en 
faudrait conclure que la ligne demandée est parallèle au plan horizontal, et qu'ainsi 
sa projection verticale est la droite B' A' parallèle à la ligne de terre XY. 

On verra de même que si la projection horizontale donnée est la ligne AC pa- 
rallèle à XY, la droite dans l'espace est parallèle au plan vertical, et que sa pro- 
jection sur ce dernier plan est la ligne C'A' parallèle à la trace QR\ 

26. {Pig> 6.) Yoici encore une question analogue: Connaissant la projection hori^ 
zontale A d'un point que Con sait être situé sur un plan donné PQK\ trouver Cautre 
projection? On mènera par le point donné A une droite quelconque DAE, que l'on 
regardera comme la projection horizontale d'une ligne située dans le plan PQR'; 
il sera facile de construire, comme ci-dessus, la projection verticale D'E' de cette 
droite, et alors il n'y aura plus qu'à ramener le point A en A^ sur cette projection, 
au moyen d'une perpendiculaire à la ligne de terre (n**iO). On trouverait aussi 
aisément la projection A, si Ton avait donné A'. 

Parmi les diverses directions que l'on peut donner à cette droite auxiliaire DAE, 
la plus commode ordinairement est une parallèle à la trace horizontale PQ , comme 
la ligne AB dans la jîj^. 7. 

27. Trouver C intersection de deux plans qui auraient pour traces ^ Cun PQ cl QR', 
Vautre ST et TV'. 

{Fig. 8.) Si l'on prolonge les deux traces horizontales jusqu'à ce qu'elles se 
coupent en B, ce point, évidemment commun aux deux plans, appartiendra à leur 
intersection; et, puisqu'il est dans le plan horizontal, ce sera sur la trace horizontale 
de la droite cherchée. De même , le point A' où se couperont les traces verticales 
des plans donnés, sera la trace verticale de cette droite. Connaissant ain^iles deux 
traces de la commune section, on en déduira immédiatement {vl" ih) les projec- 
tions qui seront AB et A'B'. 

28. Si deux des traces se trouvaient parallèles, comme il arrive pour les plans 
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R'Qp et V'TSy le point B s'éloignerait indéfiniment , et, par suite, Tintersection des 
deux plans deviendrait une horizontale ayant pour projections A^b' parallèle à la 
ligne de terre, et A6 parallèle à TS : résultat qui était facile à prévoir, puisque alora 
les plans donnés passeraient par deux droites parallèles Qp et TS, et qu'ainsi ils 
devraient se couper suivant une droite parallèle à celles-là. 

29. {Fig. 9.) Lorsque les traces seront respectivement parallèles sur les deux 
plans de projection à la fois, les plans donnés seront évidemment parallèles entre 
eux, et il n'y aura pins d'intersection ; à moins que ces traces ne soient en même 
temps parallèles à la ligne de terre, comme PQ et P'Q' pour l'un des plans, TS et 
T'S' pour l'autre : car deux plans ainsi placés peuvent encore se couper suivant une 
droite parallèle à XY, mais îa méthode précédente ne suffit plus pour obtenir cette 
intersection. 

Dans ce cas, menons à volonté un plan sécant auxiliaire a&y^ Il coupera le plan 
[PQ, F(y] suivant la droite (CD, CD'), qui se construit par la méthode générale^ 
et le plan [TS,T'S'] suivant la droite (EF,ET'); alors ces deux lignes fourniront, 
par leur rencontre , un point (M, M') qui sera évidemment commun aux deux plans 
[PQ, P^Q'], [TS,T'S']; et, par conséquent, ceux-ci auront pour intersection la 
droite (AMB, A'iM'B') menée parallèlement à XY. 

On pourrait encore employer ici un plan de profil mené perpendiculairement 
à XY (Jifj. 9); ce plan couperait les plans de projection primitifs suivant les deux 
droites XY et XZ, dont la dernière prendra évidemment la position XZ", lorsque 
Ton rabattra le profil sur le plan horizontal, autour de VX comme charnière. Cela 
posé, le plan de profil rencontrait les traces verticales des plans proposés aux points 
F et T' qui deviennent en rabattement F' et T" ; donc PP" et TT" sont les traces de 
ces plans sur le profil rabattu suivant Z''XY ; et comme ces traces se coupent en A^\ 
c'est là un point de l'intersection demandée. Si donc on projette horizontalement 
ce point A'' en A , on en conclura que l'intersection cherchée a pour projection ho- 
rizontale la droite AB parallèle à XY. D'ailleurs , si l'on relève le profil, le point A'' 
se projettera verticalement en A'; et A'B' parallèle à XY sera la seconde projection 
de l'intersection des plans proposés. 

Si les traces de ces plans , sans être parallèles entrp elles , passaient toutes quatre 
par le même point de la ligne de terre, il faudrait encore recourir à l'un des plans 
auxiliaires que nous venons d'employer ; et nous engageons le lecteur à construire 
répure relative à ce cas particulier. 

30. (Fig. 10.) Construire le point d'intersection d'une droite (AB, A' B') avec un 
plan donné PQR'. 

Pour y parvenir, il faut mener par la droite donnée, et dans une direction quel- 
conque, jih plan sécant; Construire l'intersection de celui-ci avec le plan PQR'; 
et comme cette ligne passera nécessairement par le point cherché, ce point sera 
déterminé par Is^ rencontré de cetHe intersection avec la droite donnée. 
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Adoptons d'abord pour plan sécant, l6 plan vertical qui projette la droite donnée 
i^uivant AB : cette dernière ligne sera eUe-méme la trace horizontale de ce plan, et 
«a trace verticale sera la droite CC' perpendiculaire sur la ligne de terre. Cela posé, 
le plan ACC coupe le plan donné PQR' suivant une droite qui est projetée ( n* 27 ) 
sur CD' et CD; et comme celte intersection rencontre la droite donnée ( A' B', AB) 
au point M'i c'est là la projection verticale du point demandé. La seconde projec- 
iîoD de ce point n'est pas fournie immédiatement , parce qu'ici les deux droitesque 
nous combinons sont projetées Tune et l'autre suivant ADBC; mais on la déduira 
de M' en abaissant.( n"* 10) la perpendiculaire M' M sur la ligue de terre. Ainsi le 
point (M, M') est celui où la droite (AB, AB') perce le plan PQR'. 

On peut aussi employer pour plan sécant, le plan projetant de la droite sur le 
plan vertical, lequel aura pour traces A'B' et B'F perpendiculaire à XY. Ce plan 
auxiliaire A' B' F coupera PQR' suivant la droite (FG, B'G'), qui, par sa rencontre 
avec AB, devra donner le mâme point M déjà obtenu par la première construction ; 
ainsi, les deux procédés employés simultanément se serviront de vérification» 

Observons ici que le plan donné PQR' est une grandeur principale (n'^ld) qui 
existe réellement, et qui rend invisible la portion de la droite ( AB , A'B') située au- 
dessous du point de section; c'est pourquoi la partie (MB,M'B') a été ponctuée. 
Quant au prolongement BC , il n'est regardé que comme une ligne auxiliaire rela- 
tive au plan sécant qui sert de moyen de solution. 

31. Quoique les deux procédés employés n° 30 soient les plus commodes, il sera 
bon , pour nous exercer à la combinaison des plans avec les droites, de résoudre 
encore le môme problème en nous servant d'un plan sécant quelconque : toutefois, 
comme ce plan devra renfermer la droite donnée (AB, A'B') dont les-traces sont B 
et C {fig. Il), il faudra faire passer par ces points les traces du plan sécant que 
nous adopterons. Menons donc par le point B la droite arbitraire SBT, et par les 
points T et C la droite C'TV; ce seront là les traces d'un plan auxiliaire qui coii^ 
tiendra la ligne (AB, A'B'). Cela posé, les plans STV et PQR' se coupent (û-27) 
suivant la ligne (SV, S'Y'); et comme celle-ci rencontre (AB, A'B') en (M, M') , ce 
point est celui où la droite donnée perce le plan PQR' : mais il faudra s'assurer^ 
pour vérifier les constructions, que la droite MM' qui réunit ces deux projections 
est exactement perpendiculaire (n"" 10) sur la ligne de terre. 

32. Par un point donné conduire une droite qui rencontre deux droites données de 
position. 

Nous indiqu^t>ns seulement la solution de ce problème, que nous proposons 
ici au lecteur comme un exercice propre à le familiariser avec les méthodes pré* 
cédeates. Par le point donné a et la première droite cf,, on conduira un premier 
plan; puis un second par le même point a et la seconde droite t/,; alors, e&cher^ 
diant Tintensection de ces deux plans, on obtiendra une droite qui satisfera évw 
demment aux conditions^ énoncées* 
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On peut aussi n'employer que le premier des plans dont nous venons de parler, 
puis chercher (n** 30) le point où il coupe la seconde droite; alors, eo joignant 
ce dernier point avec le point donné , on obtiendra une droite qui résoudra le 
problème. 

Il n'y aura en général qu'une solution, à moins que les deux droHes proposées 
ne se trouvent dans un même plan avec le point donné. Si ces deux droites se 
coupaient ou étaient parallèles, il serait bien facile d'assigner d'avance le résultat 
des opérations. 

33. TiiÉORÈME. Lorsqu'une droite (AB,A'B') {fig. 12) est perpendiculaire à un plan 
PQR', les projections de cette ligne sont respectivement perpendiculaires sur les traces 
du plan. 

En effet, le plan qui projette la droite suivant AB est, par sa définition, perpeo* 
diculaire au plan horizontal : il l'est aussi au plan donné PQR', puisqu'il passe 
par une droite qui est supposée perpendiculaire à ce dernier; donc ce plan pro- 
jetantest perpendiculaire à la fois sur les deux autres, et par suite à leur intersection 
qui est la trace horizontale PQ; par conséquent, cette trace seraelle-môme perpen- 
diculaire sur la projection AB, qui se trouve dans le plan projetant. On démon- 
trerait, d'une manière toute semblable, que la trace verticale R'Q est perpendicu- 
laire sur la projection A'B'. 

Réciproquement, si les deux projections AB et A'W d'une droite sont respectivement 
perpendiculaires aux traces PQ et QR' d'un plan, ce plan et la droite sont perpendicU" 
laires l'un sur l'antre. En effet, le plan projetant qui a pour trace AB est évidemment 
perpendiculaire sur la droite PQ, et par suite au plan PQR' qui contient cette 
ligne : de même, le plan projetant qui a pour trace A'B' est perpendiculaire à la 
droite QR', et par suite au plan PQR'. Donc ce dernier se trouve perpendiculaire 
à la fois sur les deux plans projetants ; et dès lors il sera aussi perpendiculaire sur 
leur intersection qui n'est auti*e chose que la droite donnée dans l'espace. 

3/^. Observons toutefois que ce théorème ne serait plus vrai, s'il s'agissait de 
projections obliques (n"" 8) ; et d'ailleurs il faut se garder de croire qu'une relation 
semblable existe entre deux droites qui sont perpendiculaires entre elles; car leurs 
projections orthogonales, sur un même plan, ne formeront pas un angle droit, à 
moins que Tune des lignes proposées ne se trouve parallèle au plan de projection. 

.35. {Fig. i3L^) Trouver la plus courte distance d'un point (A, A^) à un pUm donné 
VQW. 

On abaissera d'abord du point (A, A') une perpendiculaire indéfinie sur le plan, 
en menant (n"" 33) les projections AB et A'B' respectivement perpendiculaires sur 
les traces PQ et QR'; puis on cherchera le point (M, M') où cette droite rencontre 
le plan, ce qui s'exécutera comme au n^ 30, dont tous les raisonnements s'appli- 
quent à la figure actuelle où nous avons d'ailleurs conservé les mêmes notations. 
Alors AM et A'M' seront évidemment les projections de la plus courte distance 
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demandée; et la grandeur absolue de celte distance s'obtiendra (n** 17) en menant 
rhorizontale HM'M'' égale à AM, et tirant la droite A'M" qui sera la vraie dislance 
du point au plan. 

36. (Fig. i3.) Trouver la plu$ courte distance d'un point (C, C) à une droite 
donnée (AB, A'B'). 

Menons d*abord par le pmnt (C,C') un plan perpendiculaire à la droite proposée; 
ses traces seront perpendiculaires (n* 33) aux projections AB et A'B'; et, pour 
déterminer un de leurs points, j'imaginerai dans ce plan une horizontale partant 
de (C, C). Cette droite y qui sera nécessairement parallèle à la trace horizontale 
cherchée, aura pour projections CD perpendiculaire à AB, et CD' parallèle à XY; 
ainsi, elle ira percer le plan vertical en (D, D') : si donc je mène D'Q perpendicu- 
laire sur A'B', etQP perpendrculaire sur AB, ce seront les traces du plan cherché 
PQD'. Cela posé, en construisant (n" 30) le point (M, M') oh ce plan rencontre la 
droite (AB, A'B'), et en le joignant avec (C, C), la ligne (CM, CM') sera évidem- 
ment contenue dans le plan D'QP, et dès lors elle se trouvera perpendiculaire sur 
(AB, A'B'); par conséquent celte droite (CM, CM') mesurera la plus courte distance 
demandée, dont la grandeur absolue CM'' se déduira des projections CM et CM' 
par la règle générale exposée n"* 17. 

Dans cette épure, le plan D'QP n'est ni une donnée, ni un résultat du problème 
primitir; c'est seulement un moyen de parvenir à la solution cherchée, et par con- 
séquent on devra marquer ses traces comme des lignes auxiliaires {u? 15). La 
même remarque s'applique à \Rfig. i4> dont nous allons donner l'explication. 

37. (Fig. i^.) Autre solution. Faisons passer un plan par le point (C, C) et par 
la droite donnée (AB, A'B') ; il suffira de joindre (C, C) avec (A, A'), et de cher- 
cher les traces Verticales des deux droites ( AB, A'B') et (AC, A'C) : alors B'D'Qet 
QA seront les traces du plan auxiliaire dont' nous venons de parler. Cela posé, 
rabattons ce plan B'QA autour de sa trace horizontale AQ, et supposons qu'il 
entraîne avec lui la droite et le point donnés. Dans ce mouvement de révolution, 
le point (B, B') ne sortira pas du plan vertical BF perpendiculaire à la charnière 
AQ; d'ailleurs la distance B'Q de ce point au point fixe Q restera invariable ; par 
conséquent, si l'on décrit avec le rayon QB' un arc de cercle qui coupe BF en B", 
ce point sera le rabattement de (B, B'), et la droite proposée ainsi que la trace QB' 
se trouveront rabattues suivant AB'' et QB". De même , en tirant les perpendicu- 
laires DD" et CC" sur la charnière AQ, on verra bien que la ligne (ACD, A'C'D') se 
rabat suivant AD", et que le point C se transporte en C". Alors, dans le plan hori- 
zontal où toutes les données sont maintenant rabattues, sans que leurs positions 
respectives aient changé, nous pourrons abaisser sur AB" la perpendiculaire C'M", 
et ce sera la plus courte distance cherchée dans sa véritable grandeur. Ce résultat 
est ordinairement le seul qui intéresse ; cependant, si l'on veut aussi ûxer la position 
de la plus courte distance , il n'y a qu'à relever tout le système : le point M'^ se 
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ramèDera en M par une perpendiculaire sur la charnière AQ, et la projection verti- 
cale M' 8*en dédjiira (n"" iO); de sorte qn'enûn la distance en question sera projetée 
sur CM et.C'M'. 

38. Ce mode de solution serait indispensable, si Ton avait voulu trouver êur la 
droite (ÂB, A'B') tin point qui fût distant de (C, G') dC une quantité donnée i. Car, après 
avoir rabattu comme ci-dessus la droite et le point donnés suivant AB'^ et G\ on 
décrirait avec un rayon C''N'' = d un arc de cercle qui couperait AB'^ en N^', et ce 
serait là le point demandé en rabattement : puis, en relevant tout le système au- 
tour de la charnière AQ, le point N^' se ramènerait en N, et aurait pour ses deux 
projections N et N^ On sent bien qu'il y aura généralement une seconde solution, 
puisque Tare décrit avec le rayon d coupera ordinairement la droite AB'' en deux 
points N" et n". 

Par des moyens semblables, on pourrait trouver le centre et le rayon d'un cercle 
passant par trois points donnés dans f espace. Il faudrait construire (n** 22) les traces 
du plan déterminé par ces trois points, et puis rabattre ce plan autour de sa trace 
horizontale, comme dans Isl fig. i4» en cherchant d'ailleurs les positions que 
prennent, après ce rabattement, les trois points primitifs, ainsi que nous Tavons 
fait dans cette figure pour le point (C, C). 

39. {Fig. i8.) Trouver l'angle de deux droites données (AB, A'B') et (BC,6'c'). 
On entend par Tangle de deux droites, qui souvent ne se rencontrent pas, Tangle 

que comprendraient entre elles deux droites respectivement parallèles aux pre- 
mières, et qui seraient menées par un même point de l'espace. Commençons donc 
par examiner si les lignes proposées se coupent réellement. Or, si elles ont un 
point commun, on voit bien qu'il devra être projeté horizontalement en B, et ver- 
ticalemeni en 6' : mais, pour que ces points-là fussent les projections d'un même 
point de l'espace, il faudrait (n*" 10) que la droite Bb' se trouvât perpendiculaire 
à la ligne de terre, condition qui n'est pas remplie ici; par conséquent, les droites 
proposées ne se coupent pas. Alors, nous allons mener une parallèle à la droite 
(BG, 6V) par un point quelconque de l'autre droite; et pour simplifier, nous choi- 
sirons le point qui est projeté en B et B'. Cette parallèle aura ainsi pour projec- 
tion horizontale la droite BC déjà donnée, et pour projection verticale la droite BX' 
parallèle à 6'c'; de sorte que le problème sera réduit à' trouver l'angle formé par 
lea deux droites (AB, A'B') et (BC, B'C) que nous regarderons comme les don- 
nées immédiates de la question. 

En construisant les traces horizontales A et C dfe ces droites, la ligne AC sera la 
base d'un triangle ayant pour sommet le point (B, B'), où se coupent les droites 
proposées, et dont l'angle situé ^ ce sommet sera celui que l'on cherche. Dès lors 
on pourrait construire ce triangle en cherchant les longueurs de ses trois côtés, qui 
sont connus par leurs projections; mais il vaut mieux employer la hauteur de ce 
triangle. Or cette hauteur est évidemment l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui 

6« édit. 3 



iS ... DTTKB t. — DBS DllOiTES ET DES PIANS. 

atirstH fQmr base la perpendiculaire BH abarssée sur AiC , et poxxr taïUeur fe vertî- 
cale qui projette le sommet en B, laquelle est égale à B'K; conséquemment, si 
l'on prend KH"=BH, et que l'on tire B'H'', celle ligne sera la hauteur dn triangîe 
primitif. Maintenant, si l'on rabat ce dernier sur le plan horizontal, aulotkr de sa 
base AC , le sommet ne sortira pas du plan vertical HB perpendiculaire à cette base^ 
donc, en portant la hauteur B'H" de H en B'', le triangle cherché se trouvera ra^ 
battu suivant AB"C , et Tangle de même nom sera celui que formaient dansTespace 
tes deux droites ( AB , A'B') et (BC , B'C). 

' 40. I^orsqu'une de ces droites, par exempte la seconde, sera parallèle au plan 
horizontal, le triangte dont nous nous sommes servis n'existera plus; mais la trace 
herizontale du plan des dem droites proposées, qui était AG dans te cas générât^ 
deviendra une parallèle à BC menée parle point A; de sorte qu'en rabattant, comme 
ei-dessus, ce plan autour de sa trace horiztetâte, on obtiendra encore Tangle 
.demandé. 

Nous no parlerons pas du cas où tes droites seraient toutes deux paraHèieè aà 
plan horizontal , puisque alors Tangte qu'elles^ formeraient dans Tespace , serait 
égal à celui que comprendraient leurs projections. 

ftl. Si Ton proposait de diviser en deux parties égales C angle de deux droites qui 
se coupent , on opérerait cette division après avoir rabattu cet angte sur le plan ho- 
rizontal , comfme ci-dessus ; puis , on relèverait l'angle AB^ C et la droite bissectrice, 
en observant que le point où cette dernière ligne va couper la trace horizontale 
A€ du plan des droites données, deateore immobile pendant ce mouvement de 
rotation. De même, étant donnée me droite située dans un plan connu, on pourra trû" 
cer dans ee pian une seconde droite qui fasse avec la première un angle donné. Noué 
conseillons au lecteur de s'exercer sur les opérations indiquées aux n^!iO et hf. 

42. {Fig. 19.) Trouver fùngle formé pat une droite ( AB, A^B') avec un plan PQfR'I 

L'angle d'une droite avec un plan serait une grandeur indéterminée, si Pon ne 
convenait pas d'entendre par là F angle que forme kt droite proposée avec sa projecHon 
orthogonale sur lé fhm; et ce choix est fondé sur ce que ce dernier angle est évi- 
demment le ptuê petit de tous ceux f{Xie fait la droite avec Tes diverses lignes tracées 
par son pied* dans le plan dont il s'agit. Il suit de là que^ si Ton abaisse d'un point 
4e ceWe droite une perpendiculaire sur te plan proposé, I^angle compris entre 
celte perpendiculaire et la droile primitive se trouvera leawip/Ancfni de wluiqu*ott 
veut obtenir, et suffira pour en déduire ce dernier. 

Menons donie par te point (B, B'), choisi arbitrairement sur la droite donnée, 
ane perpendiculaire (BC, BX^) au plan. PQR'; puis, construisons Tangle formé par 
tes deux droites (AB, A'B') et (BC, VG). En appliquant ici la méthode du n* 39^ 
on verra qu'il faut abaisser la perpendîcuiaîre BH sur AC, prendre KH"= BH, et 
porter l'hypoténuse B'ff' de H en B^; alors AB^C serai Tangte dès deux droites. 
Ensuite on construira son complément en traçant la droite B^D perpendiculaire 
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gur CB"'; et enfio AB^'D sera Tangle formé par la droite (AB, A'B') avec le ptaâ 
PQir. 

%& {Fig. iS bU.) Trouver ie$ angles que forme me droite avec les deux plam éé 
fm>jectUn» 

Ce problème pourrait élre traité comme un cas particniier da précédent; iêm 
il sera ptus coart de le résoudre directement , en observant qne, d'après ce que 
nous avons dit an n* (12^ Tangle de la droite (CD, C&) avec le plan horizontal 
n'esÉi antre chose qoe Tangle compris entre cette droite et sa projection CD» Or il 
est évident que ce dernier angle appartient au triangle rectangle qui aurait pour 
base CD, et pour hauteur CC; si donc on rabat ce triangle sur le plan vertical i 
fRDTMt df C, Tangiede même nom sera celui qu'on demandait. 

Semblablement , Tangle de la droite (CD , CD') avec le plan vertical fait partie 
d^un triangle rectangle qsi aérait pour côtés DD' et D'C; si donc on rabat ce 
triangle sor le ptan horizontal ^ suivant D'ND, Tangle de même nom sera Taagle 
de la droite avec le plan vertical de pro^eedon. 

Wl. Par tmpGètU donné p mener une droite qmk fasse F angle a mec le flan horizon^ 
talj et Fangte 6 avec le plan verîtcaL 

{Fig. i5 bis.) Prenons d'abord un point arbitraire (C, C') dans le plan vertical, 
et traçons-y la droite CM' qui fasse avec la ligne de terre un angle égal à a; puis, 
faisons tourner cette droite autour de la verticale C'C , de sorte que son pied dé* 
crive un cercle M' M du rayon CM. Dans toutes ces positions, la droite mobile for- 
cera toujours Tangle xx avec le plan horizontal ; mais il reste à choisir celle où die 
aura en même tempe Tinclinaison g sur le plan vertical. Or, êif après avoir constmit 
Tangle TA^Cd égal à 6, nous abaissons sur la droite indéfinie Gd la perpendicu^ 
laire M^d, le triangle rectangle M'C'i représent^a évidemment celui qm doit être 
formé par la droite inconnue avec sa projection verticale. Donc, en décrivant 
Tare dé cercle dD' avec le rayon C^d, et en élevant sur la ligne de terre la perpen- 
dicolaire D'D jusqu'à sa rencontre avec le cercle M' M, on déterminera les projec- 
tions CD' et CD d'une droite qui aura bien les inclinaisons a et g sur les deux plans 
de projection. 

Ensuite, il u'y aura plus qu'à conduire, par le point p donné primitivement dans 
Tespace, une droite qui soit parallèle à (CD, CD'). 

46. {Fig. 1 5.) Trouver les angles que forme un plan donné VQW avec teê deux plam 
de projection. 

On sait que, pour mesurer TincTinaison de deux plans, il suffit de les couper par 
un troisième plan qui soit perpendiculaire à lew intersection, et que les deux 
droites tracées par ce plan sécant forment entre elles un angle qui exprinoçte Tîndr- 
naison cherchée. D'après cela, coupons le plan PQR' et le plan horizontal par un 
plan qui soit perpendiculaire à la trace PQ. Ce plan sécant, qui sera verâcalj aura 
pour traces une ligne AD perpendiculaire à PQ, et la verticale Wlz par conséquent 
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il coupera le plan donné suivant une droite qui, dans Tespace, réunirait le point A 
avec D', et serait Thypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés AD et DIV. 
Si donc on fait tourner ce triangle autour de DD' pour le rabattre sur le plan verti- 
cal, il deviendra D'A^'D; et Tangle de même nom mesurera Tinclinaison du plan 
PQR' sur le plan horizontal. 

Pour obtenir Pangle du plan PQR' avec le plan vertical, on les coupera par un 
plan quelconque CDB' perpendiculaire à la trace verticale QR^ et cela Tournira un 
triangle rectangle ayant pour côtés CD et DB^; par conséquent ce triangle, après 
avoir été rabattu autour de CD, deviendra DB"C dans lequel Tangle B" exprimera 
rinclinaison demandée (*)• 

ft6. Par un point donnée mener un plan qui fasse un angle a avec le plan horisantalj 
et un angle ê avec le plan vertical. . 

Observons d'abord que, dans le problème précédent, les deux plans sécants D' DA 
et B'DC {fig. i5) devaient se couper eux-mêmes suivant une droite perpendicur" 
laire au plan PQR', et qui mesurait la plus courte distance de ce plan au point D 
de la ligne de terre. D'ailleurs, comme cette perpendiculaire, rabattue tour à tour 
avec les deux triangles, se trouve évidemment représentée par les droites DF et D/ 
menées à angle droit sur les hypoténuses, il s'ensuit que, quel que soit le plan PQR^ 
on doit avoir la relation DF= D/. Cela posé, si sans connaître le plan PQR^ que 
nous supposerons avoir sur les plans fixes les inclinaisons « et 6, on construit à 
volonté sur la ligne de terre un triangle rectangle D'DA'^ dans lequel l'angle A'^ soit 
égal à a; puis, qu'avec la perpendiculaire DF on décrive un arc de cercle, et qu'on 
lui mène une tangente B'^C qui fasse l'angle B^'égal à 6; cette tangente {**) déter^ 
minera, par sa rencontre avec le prolongement de la verticale IVD, un point C de 
la trace du plan PQR'. Alors, en tirant la droite CQ tangente à l'arc de cercle 
décrit avec le rayon DA'^ puis joignant les points Q et D^ on obtiendra les traces 
d'un plan CQD' qui aura sur les plans fixes les inclinaisons a et g; ensuite, pour 
résoudre le problème primitif, il restera à conduire par le point donné un pian 
parallèle à CQD'. 



(*) Dans certains arts, on définit souvent un plan par sa trace horizontale PQ et par son inclinai- 
son oc sur le plan horizontal. Avec ces données, il est toujours facile de trouver sa trace verticale au 
moyen du plan de profil AD perpendiculaire à PQ, et qui contient Tangle a; car, en rabattant DA 
suivant DA'^ et formant l'angle DA'^D' = a, le côté A"D' prolongé ira couper la verticale OD' au 
point D' par lequel on doit mener la trace QD'R'. Quelquefois même on évite d'employer le plan 
vertical de projection, et l'on rabat le profil autour de AD en formant l'angle DA8 =; a, ce qui repré- 
sente d'une manière sufllsamment claire la position du plan proposé, et permet d'en déduire les 
conséquences dont on a besoin. Au fond, le plan du profil DAd tient lieu du plan vertical de pro- 
jection. 

(♦♦) Comme il est évident que l'angle 00/"= B" = 6, on pourra, au lieu de mener cette tangente i 
construire le triangle rectangle CD /" sur la base DF ; puis, rapporter son hypoténuse de D en C sur le 
prolongement de la verticale D' D. 
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On pourrait anssî résoudre ce problème en menant d'abord, comme au n» 44, 
une droite qui fît avec les plans de projection des angles 

a'=90* — a, 6'= 90» — 6; 

et ensuite, on conduirait par le point donné un plan perpendiculaire à cette droite. 

47. {Fig. 16.) Construire C angle compris entre deux plans donnés PQR' et PSR'. 
Il faut, comme nous Tavons dit précédemment, couper ces deux plans par un 

troisième qui soit perpendiculaire à leur intersection. Or cette droite, projetée 
(n* 27) suivant PR et FR', est l'hypoténuso d*un triangle rectangle ayant pour 
côtés PR et RR', et qui, rabattu sur le plan horizontal, deviendra PRR'^ Si donc, 
par un point arbitraire A^' de cette hypoténuse, je lui mène une perpendiculaire 
A'^B, et qu'ensuite je relève le triangle R''RP dans la situation verticale PR, il est 
évident qu*alors la ligne A^^B se trouvera dans le plan sécant que je dois mener 
perpendiculairement à l'intersection par ce point A"; puis, comme A"B ira percer 
le plan horizontal en B, la droite CBD, perpendiculaire à la projection PR, sera 
(n"" 33) la trace horizontale de ce plant sécant. Maintenant, on doit voir que ce 
dernier plan coupera les plans proposés suivant deux droites partant du point A'' 
relevé, et qui , aboutissant en C et D, formeront un triangle dont la base sera CD, 
et dont Tangle au sommet A^' sera celui que Ton cherche; ainsi il ne s'agit plus 
que de construire ce triangle. Or sa hauteur est précisément A'^B, puisque cette 
droite relevée se trouve dans le plan vertical PR qui est perpendiculaire sur la 
base CD; d'ailleurs, si l'on rabat ce triangle autour de CD comme charnière, le 
sommet A'' ne sortira pas du plan vertical PR perpendiculaire à cette charnière : 
donc, en portant sur PR la distance BA=BA'', on obtiendra CAD pour le triangle 
demandé, et l'angle de même nom mesurera l'inclinaison des plans PQR' et PSR\ 
On aurait pu rabattre sur le plan vertical l'intersection des plans proposés; cette 
droite eût été représentée par R'F', et en lui menant une perpendiculaire A'B', 
dont le pied B' devrait être rapporté en B, on en aurait fait le même usage que 
ci-dessus. 

48. Lorsque les plans proposés ont leurs traces parallèles sur un seul des deux 
plans de projection, comme R'QP et R'ST {fig. 17), la construction précédente 
exige une légère modification qui rend même la solution plus simple; car on sait 
(n''28) qu'alors l'intersection est la droite horizontale (R'V, RV) parallèle aux 
traces horizontales. Par conséquent, si l'on mène un plan vertical R'RC perpendi- 
culaire à cette intersection, il coupera les plans proposés suivant deux droites qui 
formeront avec CD un triangle ayant pour sommet le point R^, et pour hauteur la 
verticale R^R : de sorte qu'en rabattant ce triangle sur le plan horizontal autour 
de sa base CD, le sommet R' viendra en R", et l'angle CR^'D sera la mesure de Tin- 
clinaison des plans proposés. 

Enfin , si les traces étaient toutes parallèles à la ligne de terre , comme dans la 
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fig* 9, 00 co«perait les plans (lorDnés par le pUm de profil ZXY ciQJà employé au 
n"* 29; et par le rabattement dont nous nous sommes servis dans ee numéro , oa 
obtiendrait Fangle PÂ'^T pour Tinclinaison des plans en question. 

En renversant les opérations du n* A?, il sera racitede résoudre le problème sui- 
vit : Par mte éroHe éomàée dam tut plan,€Qnmi par su traces, eaaduire un oiiliv pkm 
gui fasse avec te pnsMmr mm an§U déiermiaé ié» 

: &9t Crnisiruire la pwfiiàonei la ffrandmr de la ligne qui mesure la plus courte distance 
^enÊse deux dnskes non Minées dam le même plan. 

Obi SMt que, dans Tespace, deux droites peuvent ne pas se rencontrer» sansétce 
parall^es ; alhrt il y a im de cbefcber, paroû toutes les lignes^ qui récniaseiil denx 
<}tteloonquea de leurs peints , quelle est la plus courte; mais, afia de £Eiire meeoi 
sftîsir la série d'opérations à effectuer pour résoudre ce problème, noua allons 
d abord lea mdiquer sur une figure eo perspective, où AB et CD {fig. 30) repr^ 
seoteront les deux: droites proposées. Si , par un point quelconque B de* la fpre^ 
mère , aous menoBe une (koite B£ parallèle à CD, et que aous imi^inioiis le plan. 
ABB» ce plan se trouvera lui-^méme parallèle à la ligne CD; alasi, en abajasant 
d*ftn paÎBt de cette dernière une perpendiculaire DE sw le pUa ABE, la disiance 
cherchée ne saurait être moimire que DF. Mais pour faire voir qu'une droite égale à 
DF peut effecUvement réunir deux points des lignes proposées , menons par le 
pied F de cette perpendiculaire une parallèle F6 à CD; cette ligne F6 rencontrera 
néceesairement AB en un certain point G, safis quoi AB serait parallèle à CD, ce 
qui est coaAraire à rbypothèse admise* Or, si du point G nous élevons la perpendi* 
culaire GH sur le plan ABB, elle se trouvera évidemment contenue dans le plan 
GDFG déjà perpeudiculaire sur ABE , et par conséquent GH reacontrera CD. CeêSe 
lifflie GH, égale et parallèle à UF, meitirrra donc la plus courte distance des dittles 
AB et CD; et l'on voit qu'elle se trouvera perpendiculaire à toutes deux ea même 
temps , poisqii'elle Test sur le plan ABE parallèle à ces droites. 

Pour confirmer à pe^teriori la première de ces deux conséquences, il suffit 
d'observer qu'en joignant deux points quelconques m et n des lignes proposées , 
la droite nm sortira du pbm CDFG, toutes les fois que le point n sera àiWnml 
de G; dès lors mit sera uae oblique par rapport au plaa ABE, et ooneéquemoieDi 
elle sera plus longue que la perpendiculaire mp qui égale GH. Quaat aa cas où le 
point n couèciderait avec G, la droite mG serait oblique par rapport à CD, dt par 
coaséquent plus longue que la perpendiculaire GH^ qui demeure ainsi la pias 
courte de toutes les lignes qui peuvent réunir detoL points ^[iaeloonques de^dnatles 
proposées. 

M. Réalisons maùiteoant les constructioas que nous n'avons /ait qn^îaïUqQer 
ci-dessus, Si ïou reconiialtra (comma noqs Tavons annoaoé a"" 3) la difiérenoe 
essentielle qui existe entre les procédés vagues de la Géométrie ordiaaire et les 
méthodes précises par lesqueilœ la Géoraétiie descriptive obtieai des résultais oom- 
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plétement déierminéi , pour la solution des problèmes relatifs aux trofe dimensions 
de Téspace. 

SoJene donc (AB, A'B') et (CD, CV) [fig. 21) les denx droites dbiinées : on 
s'assure qu'elles ne se trouvent pas dans un même plan , en remarquant d* abord 
qu'elles ne sont point parallèles, et qu'ensuite les points où' leurs prqjiéctîons ver- 
ticales et horizontales se coupent, ne sont pas situés (n** 99) sur 1À métee perpen- 
diculaire à la ligne de terre. Cela posé , choisissons le point (B, V) de la première 
dt^ite pour mener une parallèle (BE , B'E') à la seconde, et construisons les traces 
AEQet QB^ du plan qui contiendrait les lignes (AB, A'B') et (BE, B'E')'; puis, 
abaissons d'un point (D, D') de la deuxième droite, une perpendiculairB (BfF, 
D'F) sur le plan AQB^ et cherchons (n* 80), au moyen dh plan projetant DRR', 
le point (F, F') où cette perpendiculaire rencontre le plan AQB'. BEaintenant il 
faudra mener par le pied (F, F), et parallèlement à (CD, CIV), une <!U*oite (P6, 
PC) qui devra nécessairement (n* 49) couper (AB, A'B'^);par conséquent fes dëtrt 
points G et G' devront être sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Eîh- 
suite, du point (6, G'), nous mènerons parallèlement à (BF, DT) la ligne (GH, 
G'H') ; et conameelle doit aussi rencontrer la droite (CD, CV), il faudra encore que 
H et H' se correspondent sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Alors 
GH et G'ff seront les projections de la plus courte distance demandée; puis, pouf 
en obtenir la grandeur absolue, on prendra (n^ 17) sur l'horizontale menée par le 
point Gf, une partie KG"=GH, et l'on tirera la droite C'H' qui sera enfin la irraie 
longueur de la distance efn question. 

Oh pourrait encore résoudre le même problème, en chertcbant Pitilergecttoû de 
d6uxplanspe^pendicu1aireBàAQB^ et passant l'un par la droite (AB, A'B'), Tauftie 
par la droite (CD, CD'). D'ailleurs ces plans se détermineraient en abaissant a»e 
perpendiculaire sur AQB' par un point dé chacune des droites proposées; maii 
nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter ces constructions. 

SI. Si les deux droites proposées étaient parallêles-enttre elles, lèor distance sewîl 
partout la même, et pour l'obtenir, il suffirait de chercher la pluscmtie dimncBik 
la première droite à un point de la deuxième ^ par exemple, à la trace horizontale de 
celle-ci; or c'esl là un problème dont nous avons donné la solution dftns les 
n* 36 et 37. 

• Les diverses questions que nous venons dé parcourir, renferment tous les éfi^ 
ments nécessaires pour résoudre les problèmes où il n*y aura à combiner que dés 
diroites avec des plans, et Ton en trouvera des applications utiles dans le chapitre 
suivant. Ici , nous ferons seulement observer qu'étant données les projections <fe 
tous les sommets d'un polyèdre, on saura déterminer la position et la longueur de 
chacune de ses arêtes, Finclinaison de chaque face sur le plan horizontal ou l'angle 
de deux faces entre elles; on pourra aussi construire en rabattement, et dana ses 
vraies dimensions, le polygone qui forme une quelconque db ces^ feces , puis litMi- 
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ver la section que produirait dans le polyèdre un plan dont la position serait assi- 
gnée. Réciproquement, si la situation du polyèdre est définie par d'autres condi- 
tions eti nombre suiBsant, on pourra en conclure ses deux projections : mais, comme 
les procédés varieront nécessairement avec le choix des données, nous ne citerons 
qu*un exemple qui suffira pour indiquer la marche à suivre dans d'autres cas. 

52. Un parallélipipède rectangle repose^ par sa base^ sur un plan qui est incliné à C ho- 
rizon (Cune quantité a> , et qui a pour trace horizontale PQ (Jig. 22 ) ; une des arêtes de 
cette base est projetée horizontalement suivant AB, tandis que les deux autres arêtes con^ 
tiguës avec celles-là, ont des longueurs données V et \" : on demande de construire les 
projections horizontale et verticale de ce corps. 

Par le sommet B, imaginons un plan de profil PRR' perpendiculaire à la trace 
PQ : il coupera le plan donné suivant une droite qui formera avec PR Tangle &>; 
par conséquent, si Ton rabat ce profil autour de PR, et que Ton construise Tangle 
RPR^^=: (0, puis que Ton ramène le point R^' sur la verticale RR^ la droite R^Q sera 
(tt'' ft5) la trace verticale du plan donné où repose la base du parallélipipède. 
D'ailleurs, si nous rabattons ce dernier plan autour de PQ, le point projeté en B, 
^t qui est situé en B'^ sur le profil, se transportera évidemment en 6; de sorte que 
A^ sera le rabattement et la vraie longueur de Taréte projetée en AB sur le plan 
horizontal. Alors, en tirant la droite A (/égale à l' et perpendiculaire sur A 6, on 
obtiendra deux des côtés de la base rabattue; puis, en relevant cette face, on verra 
aisément que ces deux côtés sont projetés suivant AB et AD, et le parallélogramme 
ABCD sera la projection horizontale de la base du parallélipipède. Cela posé, Tarète 
perpendiculaire à cette base et qui part de Tangle B , est projetée horizontalement 
(n'' 33) sur la droite indéfinie BP perpendiculaire à PQ, tandis que sur le profil, 
cette arête est représentée dans sa véritable grandeur par la ligne WY"j égale à l" et 
menée à angle droit sur PR'^; par conséquent, si Ton projette Textrémité F'' en F, 
BF sera la projection borizoutale de Tarète en question : puis, en formant le pa- 
rallélogramme ABFË, et achevant les autres faces par le moyen de diverses paral- 
lèles, on obtiendra aisément la projection complète ABGDHEFG de tout le corps 
sur le plan horizontal. 

QuQDt à l'autre projection, on observera que les côtés AD et CDse trouvent dans 
le plan PQR', et qu'ainsi (n° 25) leurs projections verticales sont A'K' et M'N' qui, 
par leur rencontre, déterminent le point D', projection verticale de TangleD (^). 
^i, de plus, on projette le sommet G. en G sur M'N', on pourra achever le paral- 
lélogramme A!DQ!V ; et après avoir mené par les quatre angles de cette base, des 
perpendiculaires à la trace QR', il suffira de projeter sur ces droites indéfinies les 



(*) On pourrait aussi trouver les points D', C^, B', d'après leurs projections horizontales et leurs 
hauteurs au-dessus de la ligne de terre ; car ces hauteurs seraient fournies par le profil où les points 
en question sont projetés tous sur la droite PR''. 
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points E, F, G, H, en E', F', G\H\ ce qui d'ailleurs devra fournir des droites res- 
pectivement parallèles aux côtés de la base inférieure A' S'CIV. 

Il restera enfin à discerner quelles sont les arêtes visibles sur chacun des plans 
de projection, en observant les règles établies n^ 15 et 16; et Ton devra se rappeler 
que le point de vue étant différent pour le plan vertical et pour le plan horizontal 
( n* 16 ) , une même aréte^ telle qu'ici ( AD, A' D') , peut être visible sur un des plans 
et invisible sur l'autre. 

Théorie du changement de plans de projection. 

52 {bis.) 11 arrive quelquefois, dans une épure de coupe de pierre ou de char- 
pente, que pour trouver certaines parties du problème, on a recours à des plans do 
projection auxiliaires, différents de ceux qui ont servi à exprimer les données de la 
question. Ce passage d'un système de plans à un autre système s'explique et se jus- 
tifie dans chaque exemple par des considérations fort simples, qui ne méritent pas 
qu'on les regarde comme formant une théorie nouvelle. Toutefois, pour satisfaire aux 
programmes des services publics, nous allons donner ici quelques règles générales. * 

I. Si les plans primitifs, que je désignerai, pour abréger, par P et F, ont pour 
ligne de terre xy^ et qu'on veuille substituer au plan P un autre plan horizontal P' 
qui ait pour ligne de terre x^y\ autour de laquelle le plan P' sera rabattu sur le 
plan F, suivant l'usage ordinaire, il est évident qu'un point de l'espace qui avait 
pour projection horizontale A et pour projection verticale A', devra conserver 
cette dernière projection A^^ et quant à sa nouvelle projection A' sur le plan hori- 
zontal P% on l'obtiendra manifestement en pre- 
nant sur la droite AA' une distance/A' égale à eA. 
De même, le point de l'espace (B, B') aura pour 

yi nouvelles projections B' et B'; et enfin la droite 

(AB, A'B') aura pour projection verticale A'B', 

^ el pour nouvelle projection horizontale la droite 
A' B' parallèle à AB. 

Pour un plan quelconque ir qui aurait été dé- 
fini sur les plans primitifs par ses traces a^ et ^y\ 
la trace verticale restera évidemment la même/Sy^; 
et quant à sa nouvelle trace horizontale sur le plan 
P', elle partira nécessairement du point 3 sur x^y\ et sera la droite de parallèle à «p. 
On agirait semblablement si l'on voulait déplacer le plan vertical F, en le lais- 
sant parallèle à sa première direction. 

II. Supposons maintenant que des deux plans primitifs P et F qui ont pour ligne 
de terre xy^ on veuille garder le plan horizontal P, et remplacer F par un plan F 
aussi vertical , mais ayant pour ligne de terre sur le plan P, la droite quelconque 
X y , autour de laquelle il faudra concevoir que le plan P' a tourné pour se ra- 

y édii. I 
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battre sur P. Alors, une droite qni avait pour projections primitives AB et A'B^, 

conservera nécessairement la même projec- 
tion horizontale AB. Quant à sa nouvelle 
projection verticale sur P', H suffira évi- 
demment d'abaisser des points A et B des 
perpendiculaires sur la nouvelle ligne de 
terre a^ y^ ; puis, en prenant les hauteurs 
D'A* = D'A',CB^=:C'B', on obtiendra 
la nouvelle projection A' B' sur le plan ra- 
battu F. 

Pour un plan quelconque tt dont les 
traces primitives étaient «p et Py', la trace 
horizontale ap restera nécessairement la même, et en la prolongeant jdsqu'à ce 
qu'elle coupe la nouvelle Ugne.de terre x^ \f en un point 3', ce dernier point ap- 
partiendra à la trace verticale du plan tt sur le plan P'. D'ailleurs ce plan P', re- 
levé dans sa position verticale, coupe le plan vertical primitif F suivant la verti- 
cale %z' qui allait rencontrer le plan 7: au point *'; donc, quand on rabattra le 
plan P' autour de x^ y% cette verticale 22/ deviendra la droite %z^ perpendiculaire à 
la charnière x^ y*, et le point 2' appartiendra à l'intersection des plans tt et P*; c'est- 
àrdire que 2* sera un point de la trace de tt sur le plan P\ et conséquemment cette 
trace cherchée sera d' 2' e\ 
m. Le cas qui précède est le seul vraiment ntfle; mais, pour montrer que la 

question est susceptible d'une solution tout 
à fait générale , nous allons résoudre encore 
le problème suivant. 

Les plans primitifs étant le plan hori- 
zontal P et le plan vertical F, rabattus au- 
tour de leur ligne de terre XY , et sur les- 
quels on donne les projections M et M' d'un 
certain point de Tespace : on veut trouver 
les projections de ce même point sur deux 
nouveaux plans P' et P*, perpendiculaires 
aussi entre eux, et dont le premier P' a pour 
traces primitives ap et py', tandis que leur 
ligne de terre ou leur intersection mutuelle , 
M" est une droite projetée horizontalement sur 

/ xy. Nous n'avons pas besoin d'assigner sa 

in* , projection verticale que Ton trouverait aisé- 

ment , puisque cette ligne de terre est dans le plan connti «py'. 

Par le point (M, M') menons un plan de profil perpendiculaire à ap, et coo- 
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séquemment vertical; il aura pour traces horizontale et verticale MCd et dd\ et 
coupera' le plan a^y' SAiivaBù une droite qni, rabattue avec le profil autour 
de êrf, deviendra évidemment Cd". Quant au point (M, M/) entraîné avec ce 
profil, il prendra une posiiîon M'- qni s^obtient en élevant sur la charnière Cd 
une perpendiculaire Ml\r = Hl\r. Alors, en abaissant la perpendiculaire M"q" 
sur Cd", et en relevant le profil, on doit bien voir que le point </" serak la 
projection du point (M, M') sur le plan «jBy' ou P'. Mais, comme, pour faine 
«sage du plan de projection P\ il faut nécessairement le rabattre sur notre feuille 
de dessin, faisons-le tourner autour de o^, et le point 9'' viendra se placer en m\ 
Il reste à trouver ce que deviendra la ligne de terre projetée sur xy , et située dans 
le plan a^y'. Or, en tirant du point y une perpendiculaire indéfinie sur la char* 
nière ap, et en décrivant un arc de cercle avec le rayon (By', on voit bien que j* 
sera le rabattement du point ( y, y') ; ainsi la nouvelle ligne de terre sera rabattue 
suivant xy\ Enfin , si 1 on conçoit le plan P"* rabattu aussi autour de xy\ il suffira de 
mener par rn une perpendiculaire indéfinie sur xy\ et de prendre la dislance Km' 
égale à Wq^\ pour obtenir les deux projections in et m' du point (M, M') sur les 
plans P" et P' rabattus autour de leur ligne de terre xy\ 

IV. On voit assez, par ces détails, qu'il n'y a pas là de théorie nouvelle; d'ail- 
leurs nous avions déjà maintes fois employé des procédés analogues dans les épures 
qui précèdent. Ainsi, dans la/gr. 9, le plan de profil qui nous a servi, est vraiment 
cm nouveau plan vertical ayant pour ligne de terre la droite VX. II en est de même 
dans \afig. 16, où le plan vertical PRR' rabattu suivant PRR'' peut être appelé un 
nouveau plan vertical sur lequel la trace du plan sécant est A'^B. Encore, dans 
\afig. i4, le plan AcjB' mené par la droite et le point donné, et que nous avons 
rabattu suivant AçB", peut être considéré comme un nouveau plan de projection, 
ayant pour Kgne de terre Aç , et sur lequel la solution CW du problème se trouve 
immédiatement , puis se ramène ensuite sur les deux plans primitifs. Voyez aussi 
ïa fig. 60, où la seconde solution équivaut à projeter les arêtes du cylindre sur un 
plan vertical auxiliaire BB'' parallèle à ces arêtes. 

Ajoutons enfin que, dans la fig. 12, la distance cherchée peut s'obtenir plus 
vite en regardant le plan vertical ACC'mené par le point (A, A') perpendiculaire- 
ment à PQ, comme un nouveau plan vertical que l'on rabattra autour de sa ligne 
de terre AC; afors , en cherchant la position A' que prendra le point (A , A') sur ce 
plan rabattu , et la nouvelle position DC' que prendra la droite d*intersection qui 
réunît les points de Tespace D et C, il suflSra d'abaisser du point A* une perpen- 
diculaire sur DC. Nous engageons le lecteur à exécuter cette construction, qui est 
fort simple. 
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- CHAPITRE III. 

RÉSOLUTION DE l' ANGLE TRIÈDRE. 

&3. Dans un augle solide à trois faces SÂBG {fig. 23), le sommet offre trois 
angles plans et trois angles dièdres : les premiers sont les angles rectil ignés formés 
par les arêtes entre elles , les autres sont les inclinaisons mutuelles des faces. De ces 
six angles 9 trois quelconques étant donnés, il s'agit de trouver les autres» ce qui 
offre six problèmes distincts; car, en désignant par A, B, G les angles dièdres qui 
ont respectivement pour arêtes SA, SB, SG, et par ce*, 6, y les angles plans on faces 
qui sont opposés à ces angles dièdres , on peut donner : 

i\ Les trois faces ou angles plans <x , 6, y 

2\ Deux faces et Tangle dièdre compris. a,6,C 

3% Deux faces et Tangle dièdre opposé à Tune d'elles. . «, 6, B 

4"". Deux angles dièdres et une des faces opposées. • . A, B, g 

5*. Deux angles dièdres et la face comprise A, B, y 

6% Les trois angles dièdres A,B, G 

Ge sont là évidemment les seules combinaisons vraiment distinctes ; et même les 
trois derniers cas peuvent se ramener aux trois autres par le secours d'un angle 
trièdre supplémentaire. 

5ft. D*un point quelconque S' pris dans Cintérieur de l'angle solide S, abaissons 
une perpendiculaire sur chacune de ses faces; et pour fixer les idées, regardons le 
plan BSG comme horizontal, et l'arête SA comme située au-dessus de ce plan. Nous 
formerons ainsi un second angle trièdre S^ ayant pour arêtes la verticale S' A', avec 
les deux droites S'B', S'C, respectivement perpendiculaires sur les faces ASG, ASB; 
et ce nouvel angle solide est dit supplémentaire du premier, parce que les faces et 
les angles dièdres de l'un sont les suppléments des angles dièdres et des faces de 
l'autre. Mais, avant de démontrer ces relations réciproques , observons qu'il n'est 
pas indifférent, pour former le nouvel angle solide, d'abaisser les perpendiculaires 
de tel ou tel point de l'espace ; car trois droites ou trois plans qui se coupent en 
un même points', et qui sont prolongés de part et d'autre de ce point, déterminent 
toujours huit angles trièdres différents, parmi lesquels il n'y en a que deux (sy- 
métriques l'un de l'autre et opposés par le sommet) qui soient vraiment supplémen- 
taires de l'angle donné SABG. Aussi, pour ne pas commettre d'erreur dans la ma: 
nière de prolonger les perpendiculaires, nous avons recommandé de les abaisser sur 
les faces , à partir d'un point pris dans l'intérieur de l'angle solide proposé ; ensuite 
on pourra transporter où l'on voudra dans l'espace l'angle S^ ainsi formé. 

55. Cela posé, en désignant par A', B', G' les angles dièdres compris entre les 
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faces qui se coupent suivant S'A^ S'B', S'C\ et par Jj &, y' les faces opposées à ces 
arêtes, on voit que le plan A^S'B', perpendiculaire aux deux faces BSC, ASG« les 
coupera suivant deux droites A'E, B'E, qui seront elles-mêmes perpendiculaires 
sur SG; et par conséquent Fangle A'EB^ sera la mesure de Tangle dièdre G. Or le 
quadrilatère plan S'A'EB^ a deux de ses angles qui sont évidemment droits, savoir : 
A^ et B^; donc les deux autres sont supplémentaires ^ et Ton a 

A'S'B' + A'EB' = 180% ou bien / + G=.<80*; 

on prouvera de même que 6' + B=<80', 

a' + A = 180*, 

en considérant les quadrilatères S'A'DG' et SXTB' formés par les sections que 
produisent les faces A'S'G' et B'S'G' dans Tangie solide S. Donc les faces de C angle 
solide S' sont bien les suppléments des angles dièdres de S. 

56. Maintenant, considérons les angles dièdres de S'; les deux faces B^S^A' et 
G' S' A' coupent leplanBSG auquel chacune est perpendiculaire, suivant les droites 
A'E et A'D; donc Fangle rectiligne DA'E est la mesure de fangle dièdre A'. Mais 
dans le quadrilatère SDA'E, les angles D etE sont évidemnient droits, puisque la 
face A'S'B' est perpendiculaire sur SG, et A' S' G' sur SB; par conséquent, les deux 
autres angles de ce quadrilatère sont supplémentaires, et Ton a 

DA'E+DSE=î180% ou bien A' + « = 1«0-; 

on prouvera de même que B' + 6 = 1 80' , 

C' + 7 = <80% 

au moyen des quadrilatères SEB^F et SDGT. Donc tes angles dièdres de S^sont les 
suppléments des faces de S; et Ton peut dire que ce dernier angle solide est à son 
tour supplémentaire de C angle S'. 

57. Remarquons ici qu'en décrivant, du point S comme centre, une sphère d'un 
rayon quelconque SA , elle serait coupée par les faces de Tanglesolide S , suivant trois 
arcs de grands cercles AB, BG, GA, lesquels formeraient un triangle sphériqucy dont les 
côtés mesureraient les angles plans a, £« y, et dont les angles ne seraient autre chose 
que les inclinaisons À, B, G des faces de Tangle solide. Par conséquent , la construc* 
tiou de ce dernier, d'après la connaissance de trois de ses éléments, revient à la 
solution graphique des problèmes que traite par le calcul la trigonométrie sphé- 
rique. D'ailleurs, si l'on transportait au centre S l'angle solide S', ses faces coupe- 
raient la même sphère suivant un autre triangle qui serait le triangle «tipp/émeitmire 
ou polaire de ABG, et dont on fait usage aussi dans la trigonométrie sphérique (*)• 



(*) A la rigueur, pour avoir le triangle polaire de ABG daos la situation où on remploie ordinaire- 
ment dans la trigonométrie, il faudrait adopter l'angle solide symétrique de S' A'B'C't lequel s^obtien- 
drait en prolongeant les trois arêtes au delà du point S'; c*est-è-dIrQ quMl eût fallu, dès le commeo- 
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manière, si la supposition qu'une des arêtes est ici verticale, ne permettait de don- 
ner à la figure une disposition plus commode. 

(Fig. 25.) Dans un plan quelconque, formons, avec la verticale SA, les angles 
ASB=7, âSC=6; puis, en laissant invariable la grandeur de ce dernier, fai- 
sons-le tourner autour de SA jusqu'à cequele côté mobile SC forme, dansTespace, 
un angle a avec le côté fixe SB : par là nous obtiendrons langle donné, exacte- 
ment dans la situation que lui assigne le problème, et ensuite il nous sera facile 
d'en déduire la projection horizontale. Or, dans ce mouvement de révolution 
autour de SA , le pied C du côté mobile décrira un arc de cercle CC\ dont le 
centre sera en A , et il s'arrêtera sur cet arc en un point C tel , que sa distance an 
point fixe B sera évidemment la base d'un triangle qui aura pour côtés des droites 
égales à SB et SC, tandis que Tangle compris égalera a. Si donc on construit sur le 
plan vertical un angle BSC" = «, et que Ton prenne SC"=SC, la droite BC" sera 
la distance dont nous parlions ; puis , en la rapportant par un arc de cercle de B 
en C, on connaîtra la position G o\x doit s'arrêter le pied du côté mobile SC, et, 
par suite, cette droite se trouvera projetée horizontalement suivant kC D'ailleurs, 
le côté fixe SB étant projeté sur AB, on en conclura que l'angle a, dans l'espace, 
a pour projection horizontale BAC; ainsi ce dernier angle, qui peut être plus 
grand ou plus petit que a, est celui qu'il faut employer sur une carte topogra- 
pbi(|ue où tous les objets doivent être représentés par leurs projections/ 

62. Deuxième cas. Étant données deux faces a, S d'un angle solide^ avec l'angle 
•dièdre compris C, trouver les autres parties. 

(Fig. 26.) Soient BSC = a, CSA^ = 6 les deux faces données rabattues sur le 
plan horizontal; en faisant tourner la seconde autour de SC jusqu'à ce qu'elle 
forme avec BSC l'angle dièdre C, on obtiendra deux faces de l'angle solide dans 
leur véritable situation. Or , pendant ce mouvement de rotation , un point D' pris 
à volonté sur l'arête mobile ne sortira pas du plan vertical DTM perpendiculaire 
à la charnière ; si donc , dans ce plan rabattu autour de FM , on construit l'angle 
filFK = C , et que l'on prenne la distance F6'==FD' , il est évident que le point D' 
viendra coïncider avecG\ et, par suite, qu'il sera projeté horizontalement en D, 
lorsque la face mobile ASC aura pris l'inclinaison assignée par la question. Main- 
tenant, le point de l'espace qui a pour projection D et G' appartient à la troisième 
face inconnue , et si on la conçoit rabattue autour de SB , le point ( D , 6') ne sortira 
pas du plan vertical DED'^ perpendiculaire à cette charnière; donc, comme ce* 
point doit aussi rester à une distance du sommet égale à SD', si l'on décrit avec 
cette distance un arc de cercle , il coupera la droite indéfinie DE au point D'^ qui 
déterminera l'angle D^'SB pour la troisième face inconnue. Alors les trois faces de 
l'angle solide étant trouvées, on rentrera dans le problème du n"" 59, qui a enseigné 
à construire les angles dièdres. 

On pouvait aussi employer la distance MG' qui égale évidemment MD^^ , pour dé- 
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crire un arc de cercle dont la rencontre avec le premier aurait déterminé le point D". 

63. Troisièhe cas. Eumt données deux faces a, 6 d'un angle solide j avec C angle 
dièdre B opposé à Cnne d* elles , trouver les autres parties. 

{Fig. 27. ) Soient encore BSC= a, CSA'= 6 les denx faces données rabattues 
sur le plan horizontal. Si , dans un plan vertical EF perpendiculaire sur Tarêle SB, 
on construit Tangle REF = B, et que Ton imagine un plan indéQni passant par SET 
et ER, ce plan indiquera la position de la face inconnue; de sorte que, pour com- 
poser Tangle solide , il ne restera plus qu'à faire tourner la face A' SC autour de CS , 
jusqu'à ce que l'aréle SA' vienne se placer dans le plan SER. Pendant ce mouve- 
ment de rotation, le point D' de Tarête mobile ne sortira pas du plan vertical 
D'FM, mené par le point F perpendiculairement à la charnière CS; el, par consé- 
quent, ce point ly s'arrêtera sur l'intersection du plan vertical FM avec le plan 
indéfini SER. Or celte intersection est une droite qui part de My et vient rencontrer 
la verticale F an môme point évidemment que la droite ER relevée; si donc, pour 
trouver cette hauteur, on tire la ligne FR perpendiculaire à EF, puis qu'on reporte 
FR à angle droit sur FM ^lo F en R', la ligne MR' sera l'intersection dont nous 
avons parlé , el c'est sur celle droite que devra s'arrêter le point D' de l'arête mo- 
bile SA'. Ainsi, en décrivant avec le rayon D'F un arc de cercle qui coupe MR' en G, 
on obtiendra, dans le plan vertical FM, la position G d'un point de la troisième 
arête SA , et il sera facile d'en déduire la projection horizontale D. 

Maintenant observons que ce point G, situé dans le plan vertical MF, appartient 
à la face inconnue; et que quand on rabattra celle-ci autour de l'arête SB, il ne 
changera pas de distance par rapport aux points M et S situés sur la charnière. Or 
ces dislances sont évidemment MG et SD'; si donc, avec ces droites pour rayons, 
on décrit deux arcs dë^cercle, leur rencontre D" déterminera le rabattement du 
point G (*) , et par suite la face inconnue sera D"SB. Une fois cette face trouvée, 
on retombera sur le cas du n* 59 , et l'on saura construire les autres parties dç 
l'angle solide. 

6lg. Remarquons que l'arc de cercle décrit avec le rayon EIV coupera généra- 
lement la droite MR' en deux points G et y : desorte que la face A'SC, en tournant 
autour deCS, pourra prendre deux positions dans chacune desquelles l'arête SA' 
se trouvera située dans le plan indéfini SER ou SMR'; pour l'une de ces positions , 
le point D' s'arrête en G , et pour l'autre il vient en g. Par conséquent , si Ton 
rabat ce dernier point autour de SB, comme on l'a fait pour le premier , il se trans- 
portera en fi", et rf SB sera alors la grandeur de la troisième face inconnue. 11 y 
aura donc deux angles solides différents que Ton pourra composer avec les don- 
nées a , o et B ; résultat tout à fait analogue avec ce qui arrive dans la construction 



(.*) On pouvait aussi trouver le rabattement 0", en combinant un de ces deux arcs avec la droite DD" 
menée perpendiculairement à la charnière SB, par la projection liorizontaie D du point G. 
5* édit. 5 
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d'un triangle reciili^e où Toq coaoait deux càiés ei Tangle opposé à Tiui d'e«x« 

Il n'est pas besoin d'ajouter que si l'arc décrit avec le rayon FD' bû faisait i|ue 
toucher la droite MW , il n'y aarait plus qu'une solution; et que le proiUèmA serait 
impossible, si cet arc ne rencontrait pas du tout la droite MW. 

Cependant il importe d'obserrer que la deuxième solution devrait être rejetée^ 
si le point g tombait sur MB! au-dessous de MF , c'està-dire an^-desaous du plaa hori- 
zontal (nous supposons ici qu'on aura soin de construire l'angle donné B ^ aigu oa 
obtus y toujours att-(/«5^ii« du plan de projection). En eiïet, l'aogle solide qu'oa 
obtiendrait alors se trouverait évidemment composé avec tes face&œ , 6 , et ub a^gle 
dièdre supplémentaire de B : or, comme ce dernier est ici donné graphiquemeBt,. 
et non pas par la valeur de sen sinus^ il ne peut y avoir d'ambiguïté sur sa grandeir, 
et, par conséquent^ il n'est pas permis d'adopter indifféremment R ou 180'' — B. 

Par la même raison , il faudrait rejeter les deux solutions et déclarer le pro- 
blème impossible avec les doanées actuelles, si Jes points G et 9 tombaient l'un et 
l'autre au-dessous de riK)rizontale MF; ce qui, au reste, ne pourra arriver qBe 
quand l'angle dièdre B sera obtus. 

Remarque. Quoique les (rois derniers problèmes du h"* ^ puissent être rameaés 
aux trois premiers par le moyen d'un angle solide supplémentaire, ainsi que nous 
Pavons montré au n° 58, il est intéressant et quelquefois utile d'en avoir une solu- 
tion directe. Nous allons donc l'exposer, en prévenant toutefois les lecteurs qui 
commencent à étudier la Géométrie descriptive, que cette solution supf>ose la con- 
naissance des plans tangents aux surfaces courbes; ainsi ils feront bien de dilTérer 
la lecture de ce qui suit, jusqu'à ce qu'ils aient étudié au moins les chapitres II et 
III du livre second. 

%S, QvATRiiMB CAS. ttoiU émmU deux (m§tes dièdres A #r B éTïm mufle soiiie^ €B9€C une des faces 
opposées 6, trouver les autres parîieu 

(P/. 8 , fig. L.) Adoptons pour plan horizontal oelui de \tt face inconnue y, et traçon»-y le rabat- 
tement ASC' de la face donnée 6; ensuite, perpendiculairement à Farète SA, menons le plan ver- 
tical ly'EF, sur lequel nous tracerons Tangle D'ED égal au dièdre A donné par la question. Alors, si 
H0T19 faisons tourner là face ASC autour de AS jusqu'à ce qu*elle vienne se placer dans le plan SED', 
le point D" se transportera en D' qui se projette horizontalement en D ; et pour composer Tangle 
solide, il n'y aura plus qu'à conduire par Tarête (SD, ED') un plan qui forme avec le plan horizontal 
un angle égal an diè<ire B. A cet effet, dans ie plan vertical EK, tirons la droite ly F qui fasse Tangle 
D'n>= B; puis, après arvoir fait tourner cette droite autour de la verticale D'D pour engendrer un 
cône dû ré\x>ltttloa doat la base sera le cercle DF, menons ce cône à un plan tangoit qui passe par 
Tarête (SD, ED'). Ce plan aura pour trace la droite SGB tirée du point S tangentieUemeat au cefete 
du rayon DF, laqueUe sera la troisième arête de Tangle solide en question, et déterminera la. face 
Al^ -«T- Qoaat à ta troisième face a, qui est rabattue ici suivant BSCT, on verra aisément qu^elle se 
construit en prenant sur la porpeodicuiaire DG une Itonguear GIT égale& la gfoénKrice D'F du cône 
auquel cette face est tangente. 

ee. Cinquième cas. Étant donnés deux angles dièdres AetB d^un angle solide, avec la face cams- 
prise Y, trouver les autres parties. 

(PL 8, fig. 3. ) Après avoir tracé sur le plan horizontal un angle ASB = t pour représenter la tkce 
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connue, menons un plan veitical EF perpendiculaire à Tarète SA, et traçons-y Tangle F'EF égal au 
dièdre A; semblablement, dans un plan perpendiculaire à I*arète SB, construisons l'angle G'KG = B. 
Alors les plans SEF' et SKG' seront ceux des faces inconnues; et pour obtenir un second point D de 
la projection SDC de leur intersectîon , il suffira de les couper par un même plan horizontal quel- 
conque. On prendra donc les hauteurs égales EH' = KL'; puis en menant des droites H'F, L'G', 
reepectfvement parallèleB aux deux lignes de ferre EF, KG, on obtiendra les deux eections horiEon- 
taies FD, G'D, qui par leur rencontre feront connaître le point cherché D. Enfin, pour rabattre les 
deux faces qui se coupent suivant SDC, on prendra les perpendiculaires MD" = EF', ND" = KG', et 
ces deux faces auront évidemment pour vraies grandeurs ASC" et BSC'". 

67. Sixième cas. Étant donnés les trois angles dièdres A, B, C d'*un angle solide ^ trouver les trois 
faces. 

(P/. 8, /îg. 5.) Sur le plan horizontal que nous supposons coïncider avec celui de la fice incon- 
nue 7 , marquons la droite arbitraire DA pour représenter une des arêtes de cette face; et sur un ptaa 
vertical perpendiculaire à DA, traçons Tangle Y' AX égal au dièdre donné A : le plan Y' AD sera 
ainsi celui qui contient la face 6. Ensuite, d*un point T' choisi arbitrairement dans Tintérieur ^ 
Tangle Y'AX, abaissons sur les faces y et 6 les perpendiculaires TO, T'I', et traçons les angles 
T'FO = B, TCV = C; alors, si nous faisons tourner ces angles autour des axes TO et Tî\ ils pro- 
duiront deux cûnes de révolution auxquels la faoe inconnue a devra évidemment être tangente ; âe 
sorte que la question est réduite à mener un pian qui touche à la fois ces deux cônes, dont le sommet 
commun est en T' et dont Us bases sont les cercles décrits avec les rayons OF et TG'. La solution 
directe consisterait à chercher la trace horizontale du second cône l'T'G', et à mener une tangente 
commune à cette G0UPl)e et au cercle du rayon OF; mais on peut éviter le tracé approximatif d'une 
courbe par points, en recourant aux considérations suivantes. 

Inscrivons une sphère au cône T'OF le long du cercle horizontal MFN : le centre w' de cette sphère 
«^obtiendra en tirant la droite Fw' normale au cône dont il s'agit; et pour avoir une seconde sphère, 
égale à celle-là, et Inscrite pareillement dans l'autre cône TTG', il ikadra mener à angle droit sur 
T G' Ja ligne T 11' = w'F, et achever le parallélogramme T' H' K' 9' qui fournira le centre <?' et le rayon 
ç'K' de cette nouvelle sphère. Cela posé, imaginons un cylindre qui soit circonscrit à ces deux 
sphères : il les touchera suivant deux grands cercles perpendiculaires à son axe qui est la droite 9' w'; 
or le plan qui toudiait les deux cônes à la fois se trouvait nécessairement tangent aux deux sphères : 
donc il est aussi tai^eftt au cylindre actuel, et la question se réduit à mener par le pcrint T' un plan 
qiui soit tangent à cette surface unique, 

La méthode directe serait donc de tracer, dans le plan «u' V perpendiculaire à Taxe 9'to', un cercle 
avec un rayon égal à w'P; puis, de mener à ce cercle une tangente par le point où aboutirait sur ce 
^an la parallèle à Taxe mené par le point T'. Tout cela pourrait s'exécuter en rabattement sur le 
plan horizontal ; mais il y a encore un mpyen bien plus court En elTet, le plan cherché devant être 
tangent à la fois au cylindre, à la sphère w' et au cône TFO, son point de contact avec la sphère doit 
ètre?itué : 1* sur le cercle horizontal MFN qui est la ligne de contact de la sphère et du cône; 3* sur 
le grand cercle contenu dans le plan m'V', et qui est la ligne de contact de la sphère avec le cylindre 
Or cee deux cercles se coupent évidemment suivant une corde qui est projetée verticalement au 
point M' et représentée en vraie position par MM'N sur le plan horizontal ; donc M est le point de 
contact et BMS la trace horizontale du plan tangent demandé : sa trace verticale, qui doit passer par 
le sommet T, sera dès lors BT'C. 

liaiotenant que nous connaissons la grandeur ASB = 7 de la face horizontale et la prqjection SC 
de Tarète suivant laquelle se coupent les deux plans SAC, SBC, il n'y a plus qu'à rabattre ces deux 
derniers autour des charnières AS, BS, ei l'on obtiendra aisément les deux faces ASC' = 6, BSC* = «. 
On observera que Tarète rabattue suivant SC'^ devra être tangente an cercle décrit du point T avec 
«m rajroQ égal à FG'; oar ce cercle est la base du second cône T' FG' auquel le plan SBG'«it auni 
tangent» 
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quelle est la distance verticale G'H^^ qui séparera les deux pentagones horizontafirx. 
D'ailleurs, par la réunion de ces deux calottes, on aura produit un polyèdi^ 'com- 
posé de douze pentagones égaux, et où les angles sdlides seront aussi égaux entre 
eux , puisque chacun sera formé par trois pentagones vdeottqmB. 

Pour construire les procédions «de ce «corps avec plus de clarté, ix)n]menrçonB 
par la calotte inférieure dont'nous placerons la base LMNPQ dans un i^an borî- 
zontal G'Q'M' clioisi à volonté; puis, rafbattons sur ce plan les trois faces de 1 -angle 
trîèdre (Q,(y), en traçant les deux pentagones VxyzQ, QzWL, identiques avec 
LMNPQ. Alors, en opérant comme pour chercher les angles dièdres (n* 59), il 
faudra mener par les points rabattus -z eiz^ deux plans verticaux, l'un zot penpen^ 
diculaire a PQ» Vautre «'S perpendiculaire à QL; ces plans se coupant suivant la 
verticale Z, c'est sur celte droite que viendront se réunir les points z et 2' lorsqu'on 
recomposera l'angle solide, et conséquemment Z est la projection horizontale d'un 
des sommets du polyèdre, tandis qu'une de ses arêtes «era projetée sur ZQ qui doit 
évidemment converger vers le centre 0. Quant à la projection verticale Z\ on ob- 
servera que le sommet en question appartient à un triangle rectangle qui a pour 
base Za et pour hypoténuse «z : si donc on construit ainsi le triangle «Z 5, le 
côté Z8 indiquera la liauteur G"H' qu'il faut porter sur le plan vertical pour 
obtenir la projection Z', d'oàl'on déduira faréte Z'Q'. On aurait pu aussi -remar- 
quer que , connaissant la projection horizontale ZQ de l'arête en question , et sa 
grandeur absolue qui égale PQ, on obtiendra 1a différence de niveau €'H' en con- 
struisant un triangle rectangle dont la base soit ZQ et l'hypoténuse PQ. 

Pour le sommet rabattu en y, il est certain que pendant le relèvement de la 
facexj/*QP, ce sommet ne sortira pas du plan vertical j/yO perpendiculaire à la 
charnière PQ; et que sa plus co«rte distance y 7 finira par prendre une position 
parallèle à à3. Si donc on prolonge cette dernière jusqu'à ce que «t soit égale 
à y y, et qu'on abaisse la verticale eX, le pied X devra être rapporté sur yy pour 
fburnir la projection horizontale Y du sommet en question. Quant à la projection 
verticale Y', on l'obtiendra en remarquant qu'elle doit être à une hauteur G' H'' 
égale à Xe. On aurait pu obtenir le point Y en observant que, par suite de la symé- 
trie des deux calottes, la distance BY doit égaler QZ qui est déjà tromée; eît la 
hauteur G' H" se déduirait de cette considération, que la droite projetée srir Yy a 
pour vraie grandeur yOM. 

Enfitn, la hauteur H^'H'^' de la pâlotte supérieure doit manifestement être prise 
égale à G'H\ ce qui permettra de tracer les projections Terttcafles A', B', C, D', B', 
correspondantes à A,B,C,0,E; et on agira semblablement pour W',K',ll'..., après 
avoir tracé sur le plan horizontal les longueurs CW, LK, 0R,..., ^ates toutes à 
la distance <ÎZ, que nous avons enseigné à -détermwcr. 



CHAPITAE L — GÉNdllATION DBS SUI^ACBS, BTO. 30> 

I ■ M 1 ■! ■ .■■ ■ ■,... ...I ' ■ t I 

LIVRE II. 

DES SORFACES ET DE LEURS PLANS TAAGVIVa. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA GiNÉRATIOW DES 8URFACBS, ET DE LEUR REPRiSENTATION GRAPHIQOE. 

09. Pour représenter graphiquement une surface;» nous avons annoncé (n*^?)* 
qu'il ne faudrait pas, comme peur les lignes, cherchera construire sur deux plans 
fixes les projections des différents points de ce lieu géométrique; en efflst, atiendu 
que sur une surface, et à partir d'un point donné, onr peut cheminer dans une iaù^ 
nité de directions, le moyen précédent n'aurait d^atttre résultat que* de charger 
les plans fixes d'une multitude de points- et de lignes- dont on n'apercevrait pas la 
liaison, et dont Tensemble surtout ne peindrait nullement, à l'œil du spectateur, lis 
forme de la surface, sa courbure plus ou moins prononcée, et le nombrede ses 
nappes. Nous emploierons donc un autre procédé (n** 9%), déduit de la nattire 
même de celte grandeur, dont il faut, avant bout:, établir une définition précise. 

70. Par le mot surface on ne doit pas entendre simplement une série de points 
ou de courbes aussi rapprochés qu'on voudra le» uns- des autres, mais n'ayant 
entre eux aucune dépendance fixe ; il faut encore que ces points ou cesIignes^soieÉI 
soumis à quelque liaison commune et continue, dont l'expressioB analytique ne ser- 
rait autre chose que l'équalioB de la surfece-, et dont la définition géométriqpe dait 
être énoncée ainsi : 

Une surface est le Heu de toutes les positions que prend successivement, dans CespM^ 
une ligne mobile qui change de situation, et souvent même déforme d après une loi c/é* 
terxmnée eLconiium.. 

La ligne mobile se nomme la génératrice, et par ces mots^ tme lai i^terminé^i 
il faut entendre des conditions telles, que, pour chaqpe point donné de l'espace, 
elles ne laissent plus rien d'arbitraire dans la forme ni. dans la position de la géné- 
ratrice. Or le moyen le plus commode ordinairement pour exprimer (du moins 
en partie) la loi de ce mouvement, c'est d'assigner une ou plusieurs lignes fixes, 
nommées directrices , sur lesquelles devra constamment s'appuyer la généï*atricè 
dans toutes ses positions : de sorte que pour définir coropléteuienl une surfao» 
particulière, il faut indiquer la nature de la génénairice,. la mamàre doni ell» se 
BQfeut, et liBS directrfces sur lesquelles elle dbît gKsser pendhnt son mouvement (*}, 

■ » ■ » 

[*) C'est effectivement par la. traduction en analyse.(ia.Ga mode de sjèDératioo» ou d'une propriéM 
équivalente, que Ton obtient toujours Téquation de la surface. (Voyesd'ilJMa/it^e ofifiUqué^è iéSifik^ 
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Lorsqu'on change seulement ces directrices , on obtient diverses surfaces qui appar- 
tiennent toutes à une même famille; et d'ailleurs on doit sentir que chaque surface 
individuelle est susceptible d'une infinité de modes de génération. Nous allons en 
citer plusieurs exemples, tant pour éclaircir la définition générale, que pour acqué- 
rir dès à présent la connaissance des lieux géométriques dont nous devons faire 
usage le plus fréquemment. 

71. UNE SURFyVCE CONIQUE est le lieu de toutes les positions que prend une 
droite mobileSkf assujettie à passer toujours par un point fixe S {fig. 28) et à s'appuyer 
constamment sur une courbe donnée ABC, laquelle peut être gauche ou à double cour- 
^nre (voyez n* 7). D'après cette définilion, la droite mobile SA est une génératrice 
constante de forme, et variable de position seulement, tandis que le point fixe et la 
courbe ABC sont les directrices; d'ailleurs, celle ligne SA devant être regardée 
comme indétiniment prolongée de part et d'autre du point S qu'on nomme le 
sommet ou le centre, elle engendrera les deux nappes opposées et indéfinies SABC, 
Sffgy. Si l'on substituait à la courbe ABC une autre directrice, en changeant même 
le sommet S, on obtiendrait diverses surfaces individuelles appartenant toutes à la 
famille des cônes. 

72. Mais ces surfaces admettent bien d'autres modes de génération. En effet, 
si nous coupons le cône SABC par divers plans parallèles, nous obtiendrons des 
seciions semblables A'B'C, A"B"C", c'est-à-dire des courbes ou il existera des points 
0', 0", tels, que les rayons vecteurs respectivement parallèles, O'A'et C'A'', O'B' 
et 0"B", O'D' et 0"D",..., auront entre eux un rapport constant : cette proposition, 
vraie quelle que soit la diœctrice ABC, se démontre aisément par la théorie des 
lignes proportionnelles. Pour fixer les idées , nous admettrons que ABC soit une 
ellipse ayant pour ses demi-axes OA=a, 0B=6; alors les autres sections A'B'C, 

métrie des trois dimensions^ chap. XIV.) Réciproquement, lorsqu'un lieu géométrique est défini 
immédiatement par 1 équation F(ar, y, z) = o, si Ton coupe cette surface par dirers plans, horizon- 
toux par exemple, on obtient les courbes 

(0 2:=« et F (a?, y, a) -=0, (a) 
Z=a' et F{x,y,a') =0, 
z=a" et F(x, i/,a")==o, 



dont une quelconque est ce que devient la première quand on attribue à la constante a les valeurs 
successives «', a", par conséquent, ces diverses courbes sont les positions successives que prendrait 
la courbe (i ;et (-j) si on la faisait mouvoir dans des plans parallèles, en changeant d'aiUeurs ses 
dimensions d'après une loi qui dépendrait de la manière dont la constante a entrera dans Téqua- 
tion (a) : aussi, en éliminant ce paramètre entre (1) et (s), on retombe évidemment sur Téquation 
Fi x, y, z) = o, qui se trouve donc le lieu de toutes les positions de la première courbe mobile. 
Ajoutons d ailleurs que, comme on peut adopter une infinité de directions pour les plans sécants 
parallèles, ou môiue employer d*autre8 surfaces sécantes, U doit exister pour chaque surface une 
infinité de modes de génération. 
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j^ff^n^ff^ supposées parallèles à cette basoi seront aussi des ellipaes dont les axes se 
trouveront parallèles à ceux de ABC, et tels que : 

a_a'_a'_ 

Cela posé, si Ton fait mouvoir Tellipse ÂBC de manière, i"" que son centre par- 
coure la droite SO; 2*" que ses axes restant parallèles à leurs positions primitives; 
y^ qu'ils décroissent ensemble, et proportionnellement aux distances SO, SC, 
S0'^...; alors il est évident que cette ellipse mobile coïncidera successivement avec 
A'B'C, A"B"C",.**» et deviendra ainsi, pour la surface conique proposée, une gé- 
nératrice variable de forme ei de position. Mais, pour réduire ces diverses conditions 
à un énoncé plus simple, il suffira de se rappeler qu'une courbe du second degré 
est déterminée, dans son plan, parla connaissance de cinq de ses points; par con- 
séquent, si Ton trace sur le cône cinq arêtes fixes, SA, SB, SC, SD, SE, on pourra 
dire que, pour engendrer la surface, il faut faire mouvoir r ellipse variable ABC de 
manière que son plan demeure parallèle à lui-même^ et quelle s^ appuie constamment sur 
ces cinq droites regardées comme autant do directrices. 

Enfin, puisqu'on serait libre d'adopter pour les plans sécants parallèles une direc- 
tion quelconque, et que môme on pourrait couper le cône par d'autres surfaces, 
telles que des sphèies décrites du point comme centre avec un rayon variable, 
il demeure évident qu'il existe une infinité de lignes planes ou gauches que l'on 
peut adopter pour génératrices d'une même surface conique. 

73. UNE SURFACE CYLINDRIQUE est le lieu des diverses positions que prend 
une droite mobile A A' qui glisse le long d'une courbe fixe ABC {fig. 29), en demeurant 
parallèle à une direction donnée. Mais ce premier mode de description, où la géné- 
ratrice A A' est constante de forme, n'est pas le seul admissible ; car, puisque toutes 
les sections parallèles au plan de ABC seraient ici des courbes évidemment iden- 
tiques, on peut encore regarder la surface comme parcourue par /a courte ABC qui se 
mouvrait parallèlement à elle-même (*), en s' appuyant toujours par le même point sur 
la droite AA^ laquelle deviendrait alors une directrice de la courbe mobile ABC. 
En variant ensuite la direction des sections parallèles, on obtiendrait une infinité 
d'autres génératrices propres à décrire le même cylindre : au reste, ces surfaces 
peuvent être considérées comme un cas particulier des cônes; c'est celui où le 
sommet s'éloigne à l'infini. 

7ft. Observons, en passant, que si la directrice du cône ou du cylindre était 
une droite, la surface se réduirait à un plan^ lequel peut donc être défini comme 

Une courbe est dite se mouvoir parallèlement à elle-même lorsque deux quelconques de ses 
cordes demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives. Cette condition entraîne évidem- 
ment le parallélisme dU plan de la courbe ; mais cela exprime en outre quo cette courbe ne tourne pas 
dans son plan mobile. 

5« édit. 6 
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leKertiies (M>6lt!ôti4'cJQ6 *^6i»duiie droite mobile a&smjiettie^fr''^' glisser sur une 
droite fixe; 2° à passer coustamment par on pdtnt donné, ou bien à demevrer 
toujours parallèle à sa première posilion. 

75. UxNE SURFACE DE RÉVOLUTION est èngeudrée par une courbe quel- 
conque GG'G" qui tourne autour d'une droite fixe DZ (fig. 3o), de manière que 
chacun de ses points G décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à taxe DZ, 
et dont le rayon est la plus courte distance GO de ce point au même axe. Observons 
gue ces divers rayons GO, G'O', G^'O", quoique tous perpendiculaires à DZ, ne 
seront point parallèles entre eux lorsque la génératrice GG'G^sera à double cour- 
bure; ou lorsque, étant plane, son plan ne renfermera pas l*axe DZ. D'ailleurs, les 
différents cercles, GMA, G'M'A',...» décrits par ces rayons, se nomment les paral- 
lèles de la surface. 

76. Si , par Taxe DZ , on mène des plans quelconques ZOA , ZOM , on obtiendra 
des sections AA' A", iMM'M", que Ton nomme les méridiens au plutôt les courbes mé- 
ridienhes de la surface» et qui sont nécessairement identiques quant à leur formé. 
En effet, ces plans méridiens coupent les parallèles suivant des rayons qui compren* 
nent des angles évidemment égaux AOM, A'O'M', A'^O^M''; par conséquent, si Ton 
fait tourner le plan ZOM d'une quantité angulaire MOA, tous les rayons OM, O^M', 
0"M", coïncideront en même temps avec OA, O'A', O^'A'', et les courbes méri- 
diennes se confondront Tune avec Tautre. 

77. Il résulte aussi de là que la méridienne AA'A'\ en tournant autour de DZ, 
parcourra toute la surface de révolution, et peut en être regardée comme une nou- 
velle génératrice qui remplacerait la courbe primitive GG'G^. Cette dernière, en 
effet, sera distincte du méridien, lorsqu'elle n*aura pas tous ses points situés dans 
un même plan passant par DZ, comme on peut le remarquer dans In fig ire ac- 
tuelle, qui est censée construite en perspective sur le plan ZODR^'A^A; c'est par 
suite de cette convention que nous avons ponctué les parties des parallèles et de la 
courbe GG'G" qui sont derrière ce tablrau. Au reste, on pourra toujours construire 
le méridien d'après la connaissance d'une génératrice quelconque, puisqu'il suf- 
fira de chercher les points dans lesquels un plan, tel que ZOB, coupe les divers 
parallèles décrits par les points de GG'G'^; et nous donnerons plus loin (n"" iftS) un 
6xen)ple de cette opération. 

78. Les surfaces dont nous nous occupons ici, admettent un autre mode de gé- 
nération qu'il importe de connaître. Puisque tout plan perpendiculaire à l'axe DZ 
(fig. 3o) donne pour section uu cercle dont le centre est sur cet axe (n* 75), et 
qui a un point commun avec la courbe GG' ou avec la méridienne BB^ on peut 
donc regarder la surface de révolution comme le lieu des diverses positions que prend 
un cercle mobile^ toujours perpendiculaire û la droite DZ, et dont le centre parcourt cette 
droite, tandis que son rayon varie de manière que la circonférence s'appuie constamment 
sur la courbe fixe Q&G" : celte ligne devient alors une directrice à laquelle on peut 
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fiubstitoer le méridien BB'B'^^ et le cercle mobile est une génératrice variable à la fois 
de forme et de position. Cette définition, que Ton traduit plus aisément en ana- 
lyse {*)y offre TavaBlage que, sous ce point de vue, toutes les surfaces de révola- 
tiOM forment une môioe famille (n"* 70) qui admet une génératrice (Tune espèce con- 
fiante; c'est le cercle mobile toujours perpendiculaire à Taxe, et dirigé dans son 
mouvement par le méridien qui, seul, change d'une surface individuelle a uneaulre. 

79. Ainsi, suivant qn'on adoptera pour méridien une droite, une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole, on obtiendra un cône^ un cylindre^ un ellipsoïde^ un 
hyper boloïdcj ou un paraboloîde de révolution, pourvu d'ailleurs que l'axe de rotation 
coïncide avec un des diamètres principaux de la courbe; car autrement la surface, 
quoique toujours de révolution, serait d'une espèce plus compliquée. Un cercle, 
par exeoaple, qui tournerait autour d'une droite située dans son plan, mais ne 
passant pas par son centre, produirait un tore qui est un genre de surface annu- 
laire que nous aurons occasion d'étudier bientôt (n"" i^). 

80. Ces divers exemples, à l'exception du dernier, ne sont encore que des cas 
particuliers de surfaces plus générales qui, sans être de révolution, uous devien- 
dront utiles dans la suite, et dont il importe de connaître la génération. Ce sont les 
8URFAGBS DU 8IC0ND DEGRÉ qui o£ft*ent cinq genres distincts, sans compter les cônes, 
les cylindres et les plans, qui en sont des variétés trop simples pour nous y arrêter 
de nouveau. 

81. ellipsoïde. Soit une ellipse ACDF (fig. 34) construite sur les demi-axes 
OA = a^ OC = c : en la supposant tracée dans un plan vertical que nous prendrons 
pour, le tableau sur lequel la surface sera représentée en perspective, il en résultera 
q^e les lignes ponctuées indiqueront les portions de courbes situées derrière le plan 
de cette ellipse, et nous conserverons cette hypothèse dans tout ce chapitre. Si , 
4am un plan perpendiculaire à OC, nous construisons une autre ellipse A'B'D' qui 
ait pour ses demi-axes l'ordonnée 0'A'=a' de la première ellipse, et une droite 
0'B' = fc' de grandeur quelconque, mais perpendiculaire sur O'A'; puis, que nous 
fassions mouvoir la courbe. A' B'D' de manière que ses axes, restant parallèles à eux- 

mi^oess conservent le rapport primitif -7, et que l'un d'eux coïncide^ successi^e- 

a 

ment avec tes cordes D'A', jy^A", DA,.,., de l'ellipse flxeCAF; alors leliew géo*- 
métrique ainsi engendré sera la surface que l'on nomme ellipsoïde. Lorsque le plan 
dis^ellipse mobile passera par le centre 0, elle atteindra son maximum de gran- 
deur, puisque le demi-axe variable a' deviendra l'ordonnée maximum 0A= a; 
et si l'on représente par OB = 6 la longueur que prendra au même instant le se- 
cond axe b\ les trois lignes 

AD = 2a, BE = 2b, C¥ = 2c 

{*) Voyez V Analyse appliquée à la géamétriM. des trois dimensions, cbap. XIV. 
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parabole Df^OK" {fig. 38), remplaçons l'ellipse génératrice qui nous avait servi 
josqu'à présent, par une hyperbole D' H', Â'G^ constraite dans un plan perpendî* 
cutaire à OX, et sur deux demi-axes O'A^ O'B', dont le rapport restera constant, 
tandis que le premier, qui est Taxe réel de cette hyperbole, deviendra snccessive*^ 
meiH égal aux diverses ordonnées (y> AS O^A^,..*, de Itf parabole fixe; L'hyperbole 
taobile, en se n^ouvant ainsi parallèlement à elle-même , décrira d'abord deox 
nappes ouvertes à droite et à gauche, séparées par le vide intérieur du cylindre 
\fOA"j et qui s'étendront indéfiiiiment, comme cette parabole , dans le sens 0^>X» 
Maift ai nous faisons mouvoir rhyp6<pbole mobile de (T vers le point Y, son axa 
x^ QIM diiaanuera, et deviendra nul en 0; par conséquent les deux nappes 
-dont nous venons de parler s'y réuniront, et en môme temps l'hyperbole se ré* 
duira^ pour celte position, à deux droites indéfinies KOfc, LO/, qui seront tout 
entières sur la surface, et parallèles aux asymptotes de toutes les hyperboles pré* 
cédentes. 

Au-dessus du point 0, en O'^ par exemple , Phyperbole génératrice reparaîtra, 
mais dans une situation inverselFB^G'^, par rapport à ses asymptotes, ëq effet, 
les^axes que nous avons représentés graphiquement par QfA! et O'B'^ devaient être 
à la rigueur exprimés par 

donc, puisqu'on 0"' l'ordonnée de la parabole est imaginaire, et qu'ainsi le pre- 
mier axe de l'hyperbole mobile devient a"^=;:=0"' A'", y/ — i, il faut bien que le se- 
cond axe, pour conserver avec l'autre un rapport constant, prenne la forme 

u rvB' 

quantité réMIe» représentée sur la figure par O'^'B''^ Ceci montre qu'au-dessus de 0, 
TaAe réel O'^^B^ de l'hyperbole génératrice se trouvera dirigé perpendiculaire^neat 
au plan A'OIX; et tes deux branches de celte courbe décriront encore deux nappes 
indéfinies, placées l'une en avant de ce plaa, l'autre en arrière, mais qui, réwnies 
avec, les, précédentes par le» droto KO A, LO/, ne présenteronlr dans leur ensemble 
qu'une seule surface non interrompue, dont les courbures seront dessous oppjC^séSv 
i peu près comme cela arrive dans la gorge d'une poulie. Oq a donné à laisurbce 
qui nous occupe .le nom de paraboldide hyperbolique ^ parce que l'analyse apprend 
^le tûutesili^,seQtions.planes que Ton peut y tracer^. nQ,.€iQatJ^ais.qMe àG^ para- 
boles ou des hyperboles , parmi lesquelles il faut comprendre les'cas- parliouiier^ oii 
cette section se trouve une droite isolée, ou biea deux droites qui se coupent (*). 

O Pour bien lire la fig. 58, on devra se rappeler qme nous la supposons tracée sur le plan ver- 
tical iY'OK" cooune tableau de perspective; ainsi toutes les lignes ponctuées sont derrière ce plan. 
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90. li importe d'ob&erver ki que le paraholoïde.byperi^oliqiije «^ MarailJaiDaî^ 
être de révolution ; car, d'après ce que nous venons de dire sur la nature daB.aeçt- 
lions planes^ aucune de ces courbes n'est jamais fern^^ée, eli^r cpn^uent ne pe^t 
^Ire circulaire. 

91. La manière dont nous venons d'indiquer la fornoalion du ps^c^boloïde liy^- 
perbolique offre, à la vérité, une sorte de discontinuité graphique.^ puisque au-- 
dessus du point 0, la parabole qui servait de directrice devient imaginaire; mais, 
comme l'analyse explique aisément celte difficulté, nous avons préféré conserver 
ce mode de génération , parce qu'il présente plus d'analogie avec les surfaces pré- 
cédentes, justifie mieux les dénominations imposées aux deux paraboloïdes,, et 
manifeste clairement l'existence des deux droites OL et OK situées sur le second. 
Néanmoins nous citerons encore un autre mode de génération, tout à fait continu^ 
et commun à ces deux paraboloïdes. 

Sur le même axe OX {jig. 37 ) , et dans des plans perpendiculaires , coostroisez 
deux paraboles A!"OW et B'"OE'" qui aient le même sommet, des paramètres quel- 
conques, et leurs concavités tournées dans le même sens; puis faites glisser l'une 
des deux parallèlement à elle-même (n"" 73), sans altérer sa forme, mais de manière 
que son sommet restç constamment sur l'autre parabole fixé : vous obtiendrez 
ainsi le paraboloïde elliptique. 

Prenez deux paraboles A"OD", B'"OE'" (Jig. 38) construites comme ci-dessus, 
mais ayant leurs concavités tournées en sens contraire ; puis faites encore glisser, 
parallèlement à elle-même, la courbe A"OD" constante de forme, et de manièrjB 
que son sommet parcoure l'autre parabole fixe : vous produireziainsi le paraboloïde 
hyperbolique (voyez Analyse appliquée^ chap. VIII). 

92. Pour compléter la connaissance des lieux géoméli^iques employés le plus 
fréquemment, il nous resterait à parler des surfaces développables et des sur- 
faces gauches; mais, outre que les propriétés caractéristiques de ces deux classes 
de surfaces ne peuvent être bien nettement comprises qu'après avoir vu les plans 
langents, il nous semble qu'il vaut mieux laisser au lecteur le temps de se fami- 
liariser avec les exemples cités jusqu'ici, par des applications uombreu^es et des 
constructions variées; et plus tard, nous nous occuperons spécialement de ces deux 
classes de surfaces qui eoDt.très-iniporiaotes. 

^. Revenons maintenaat à la question iadiquée n"" 60, et qui avait ^pour chut 

Après tout, comme il est asses difflcHe <jie donner une idéfe nette de k forme de ce ^i^aboloide par 
un dessin en perspective, on fera bien de consulter un jaodàlo en relief qui^peut se construire. Aiipé- 
nent au moyen desimpies fils tendus en ligne droite suivaujt une certaine loi; voyez le^.Q"' 5^5, 566 
et la fig, lao. Quant à Téquation du paraboloïde hyperbolique, rapporté au sommet pour origine 
des coordonnées, et à Taxe OX comme axe des 0, elle est * 
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de trouver un mode de représenter graphiquement une surface. Or, puisque , d'après 
la définitioD générale donnée au n* 70 , une telle grandeur est toujours produite 
par le mouvement d'une certaine ligne , il suffira , pour atteindre le but proposé , de 
marquer sur les plans de projection diverses positions de la génératrice, assez nom- 
inreuses et assez rapprochées pour que ce système de courbes puisse peindre aux yeux 
ta continuité de la surface ^ sa courbure , ainsi que C étendue de ses nappes. D'ailleurs, 
parmi les génératrices de différente espèce qu'admet toujours une même surface, 
on devra préférer celle qui, par sa simplicité ou sa régularité, est la plus propre 
à faire image; et quelquefois, pour mieux atteindre ce but, on tracera en même 
temps deux systèmes de génératrices , tels que seraient les méridiens et les paral- 
lèles dans les surfaces de révolution. C'est effectivement par des moyens semblables 
que nous avons déjà figuré, sur nos dessins en perspective, les diverses surfaces 
dont nous avons parlé dans ce chapitre. 

9&. En outre, il est aussi très-utile de marquer /e« traces de la surface, c'est-à- 
dire ses intersections avec les plans de projection , ainsi que les contours en dedans 
ou au dehors desquels se trouveraient projetés tous les points de cette surface, 
lorsque du moins il existe de pareilles limites ; car ces contours sont des espèces de 
profils, qui accusent d'une manière souvent très-sensible les formes des objets : 
mais, pour apprendre à déterminer exactement ces contours, il faut que nous 
ayons parlé des plans tangents. Observons toutefois que, quand la forme de la sur- 
'face nous sera bien connue d'avance, nous pourrons nous borner, pour simplifier 
nos dessins, à employer seulement quelques-uns des moyens de description dont 
nous venons de donner le détail. 



CHAPITRE II. 

DES PLANS TANGENTS EN GÉN^BAL. 

95. Un plan est dit tangent à une surface dans un point donné, lorsqu'il contient 
les tangentes à toutes les courbes que l'on tracerait sur cette surface par le point en ques- 
tion; mais il est nécessaire de démontrer qu'il existe, en général, à chaque point 
d'une surface , un plan qui jouit de cette propriété , car on ne voit pas à priori pour^ 
quoi ces diverses tangentes ne formeraient pas un cône, ainsi que cela arrive effec- 
tivement dans certains poinis singuliers. Nous allons donc prouver que trois courbes 
quelconques j tracées sur une surface à partir d'un point donnée ont toujours leurs trois 
tangentes situées dans un seul et même plan. 

Soit GMg (Jig. 3i) la forme elAa position de la génératrice ( n"" 70) lorsqu'elle 
passe par le point donné M: soit DMd une courbe tracée sur la surface, et sur 
laquelle devra glisser constamment la génératrice, lorsque, dans son mouvement, 
elle décrira ce lieu géométrique: soit eafin MX une troisième courbe quelconque , 
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tracée arbitrairement sar la môme surface. Si nous transportons la génératrice 
dans une antre position G/ M' grS elle ne manquera pas de rencontrer la courbe MX 
en un certain point P', pourvu que le point M' soit pris assez voisin de M sur la 
directrice DMd. Alors, en joignant les pojnls M, M\ I^ par des droites indéfinies , 
ces trois lignes seront des sécantes par rapport aux courbes MD , MX, 6'^, et elles 
seront évidemment toutes trois dans un même plan. Maintenant, faisons mouvoir 
la génératrice G'^ sur MD, en la rapprochant de sa situation primitive G gr , mais en 
observant toujours la loi qui règle la variation de forme et de position de cette 
courbe dans la surface que Ton considère : puis , imaginons que le plan des trois 
sécantes tourne autour du point M, de manière qu'il passe, en même temps que la 
génératrice, par les points M'' et P", M"' et P'",..., où elle coupera successivement 
les courbes MD et MX; par là ce plan mobile renfermera consfamment les trois sécantes 
variables. Or, quand la génératrice sera revenue à la position GMgr , le point M\ mo- 
bile sur MD , sera confondu avec M : mais au même instant le point F de la courbe 
MX aura dû évidemment se réunir avec le point M ; et, par une suite nécessaire, 
sur la courbe variable G'r/ les points F et M' seront aussi confondus. Donc alors 
les trois sécantes mobiles seront devenues respectivement tangentes aux courbes 
MD, MX, MG; et si Ton se rappelle que ces trois sécantes étaient, pour chaque 
position de la génératrice, toujours situées dans un même plan, on en conclura 
que, quand elles sont devenues les tangentes MT,Mr, MT', elles se trouvent 
encore dans un plan unique, qui n*est autre chose que la limite des positions 
qu'avait prises successivement le plan mobile des trois sécantes (*). 

D'ailleurs, comme la courbe MX avait, dans ce qui précède, une position arbi- 
traire sur la surface, il s'ensuit que le plan mené par les tangentes des deux lignes 
MG et MD renfermera la tangente de toute autre courbe qui passerait en M ; ainsi 
ce plan TMT' se trouvera bien tangent à ta surface ^ d'après la définition que nous 
avons donnée au commencement de cet article. 

96. Lorsqu'une surface présente deux ou plusieurs nappes qui se coupent, 



n Je ferai observer que ce théorème (démontré ainsi dès 1S17, dans mes leçons à l'École Poly- 
technique) me paraît indispensable à établir pour pouvoir, dans la suite, emprunter à la méthode 
infinitéumale les considérations abrégées et si utiles auxquelles nous aurons nous-mêmes recours 
bientôt (n" 158). En effet, ce n'est qu'après avoir prouvé rigoureusement que toutes les tangentes, 
en un même point d'une surface, se trouvent dans un plan unique, qu'il est permis de regarder la 
surface comme composée û^élémenis superficiels qui soient plans, parce qu'alors ils sont formés par 
les éléments linéaires communs aux courbes de la surface et à leurs tangentes. Quant à la démons- 
tration précédente, on a objecté qu'ici la droite M'P' est bien, par rapport à la courbe iVg^ une 
sécante dont les points de section vont se réunir; mais que, dans l'intervalle, la ligne G' g' ne restera 
pas constante de forme, et qu'ordinairement cotte condition est admise quand on définit la tangente 
comme la limite d'une sécante. A cela, il suffit de répondre que si, dans la géométrie plane, on admet 
cette permanence de forme, ce n*est que tacitement et parce qu'on ne s'y occupe guère que de courbes 
invariablement données ; mais si, sans sortir d'un plan, on traçait un cercle qui coupât une droite, 
5* édit. 7 



covnne il arriverail dans mi côoe dont Id baëe serait «ne icoarbeànoBad^fesponM»^ 
cte Vinterseotioiï de ces deux' nappes semMent d^afaord offrir nneeKoeption à la pro** 
priélé dont jouii le pian tangent en géaéra{; mais: on recoonaftra que ccMe circon* 
staaoa re&ire-ilMs les cas ordinaires, si l'on observe qtie toutes lès tangienies en od 
même point de rintersection doivent être distribuées sur^es deux nappes, oorame 
elle» le seraient sur deux sucfacea indépendantes qui viendranent se covper eo cet 
endroit, ci dont chacune aurait son plan tangent distinct du plan tangent de l'antre. 

97. Cependant it se rencontre qoeiqnefois de véritableB exceflîone à In pro- 
priété du pian langent ; mais cela ne peut arriver que dans des poinig êinguliers de*^ 
la surrace, pour lesquels la génératrice ou la directricei Yenanii se réduire à on 
point unique, nadmeUent ptus de tangente. Par exemple, au soaHBet d'un cène, les 
diverses aréles qui a'y coupent sont des lignes droites sitnées sur ta suirfaee, et qui 
sont elles-mômes leurs propres tangentes ; cependant œs droites se trouvent deux à- 
deux dans des plans évidemment distincts» Le sommet d'un cône est donc un point 
singulier de celle surface pour lequel il n'exkie pas de plan temgeni. Mais si Ton re- 
marque que la génératrice parallèle à la base du cône ( n' 72) se resserre de plus 
en plus en s'approcbant du sommet, et finit, en y arrivant, par se réduire à un 
point lequel n'admet plus« à proprement parler, de tangente, on sentira comment 
la démonstration générale du n"" 95 cesse d'être applicable à ce cas particulier. 
La même cause d'exception se rencontrerait si l'on partait de la définition donnée 
vl" 71 pour les surfaces coniques, parce qu'alors une des directrices de la droite 
mobile serait le point unique, nommé mmimet du cône, et qu'une telle directrice 
n'est plus susceptible d'avoir une tangente. 

Une circonstance analogue se présente dans les surfaces de révolution, dont la 
méridienne coupe l'axe sous un angle obtus ou aigu^ -oantuéme nul : au point d'une 
telle surface qui est situé sur Taxe de révolution ^ H nya pins de plan tangent :ei\e& 
tangentes aux diverses positions du méridien forment, an contraire, un oôiie droit. 
C'est ce qu'on reconiMiîtra eafaiisant tonrner un cercle auttiur d'une de ses cordes. 



puis quVm fît décroître le rayon jus^à ce qot les deux points de section vinssent à se réunie, il n'y 
aurait pas de doute qa'aloni oe cercle ««ria6/e ne fût devenu tangent à la droite. Aiasi la permaneneB 
ée forme n'est pas du tout «écensire, etTonioir Texiger, ce serait restreindre gratuitement ie-earau>- 
tère général de lar tangente à une courbe. Il faut donc définir celle-ci oorome la Umlss des<pcBitiona 
qae prend uae sécaarte dont deux points de section se sont rapprochés indéâniment, poorm que cas 
peiDtS'Bvient aituéa anr la même branebe de la ceurbe et que cette dernière n*ait varié de fomna let 
de position que d'^prës une toi eontmuc; or c'est bien là ce qui arrive ici pour la oeurbe 6' g\ puiiH- 
qoe la aurfaoe est elle-même supposée txmttnuo. 

jljoutons enfin quMl foudra de même regarder comme tangentes Tune à l'autre deux cooribesqn^ 
conques qui , après avoir été sécantes, se lieront modifiées de position ou de forme, é après une M 
oontinue^ jnaqa*à faire ccrïncider ensemble devx'dfe lears peints de section; ear il est éwidentque ces 
deux courbes auront acquis une tangmte emnmmuy qui sera la limite à» posHions de la dsoite 
mobile passant par les deux points communs aux cenrt>es sécantes. 



SiS. Il est trèa4mpor4aDt d'observer que la définition do plan tangent donnée 
Q* 9b n'exige pas du toat que ce plan n'ait qu'tin seul point de commun aveo la sur- 
faoe* Gela arrive, il est vrai, dans les surraces entièrement convexes; mais, dans 
d'aatres cas, le plan tangent pent rencontrer la surface en divers points, et mâme 
la couper snivaiit une Courbe qui passe par le point de contact, comme nous an 
verrofis des e&emptes dans le iore (n" 138) et dans les surfaces gauches. Cette 
circonstance a'empécbera pas que ce pian ne renferme les tangentes à tontes les 
couettes «tracées sur la surface par le point en question, et par conséquent il lotc» 
chera réellement la surface en cet endroit; tandis que dans les autres points qa*il 
^ura de communs avec elle, il sera généralement séùanU 

199. li exiâte néanmoins certains genres de surfaces où le plan qui est tangrait 
ilans lUL point, se trouve nécessairement tangeni tout le long d'une droite. Considé- 
ronsy en «ffet , le <;ylindre ABC {fig. 3a ) à base quelconque; si, par la génératrice 
AB et la tangente BT à la base^ on mène un plan , je dis que non-seulement cefitam 
contiendra les tangentes au& diverses courbes que Ton voudra tracer sur la sur- 
face par le point B (ce qui résulterait déjà du théorème démontré n" 9b)^ mais 
4]uMI r-enfermera aussi îles taqgentes à toutes les autres -courbes que Ton tracerait 
sur le cylindre, par les divers poînts de la ^génératrice AB; et pour justifier cette 
assertion, il suffira de faire voir que le plan ABT renferme la tangente MVA la 
courbe quelconque MX. Or, si par Afi et un point D voisin de B, je mèoe le plan 
ABft, il coupera évidemment le cylindre suivant une droite DE parallèle à AB, et 
la courbe MX en un point G situé sur DE ; de sorte que ce jHan contiendra les deux 
sécantes BDR-et MtiS. JMaintonant , faisons-le tourner autour de AB de manière 
que le point D se rapproche de B; les points de sectioa D et G vont obanger sur 
les courbes, mais ils se trouveront toujours ensemble sur une droite mobile, cwi- 
siammeniparikUète à AB; donc^ quand Vim de œs points D sera confondu avec B , 
AU JB»ôme instant d'autre point <j coïncidera avec M; c'est-à-dire que, quand le 
plan mobile aura ,pris la position ABT, la sécante varial>le MGS, toujours située 
dans ce plan^ sera devenue la tangente M V. Ainsi cette dernière droite est renfermée 
dans le plan ABT. 

Concluons de là que, lorsqu'un plan îouohe un oylindreen uitpoint (fuelconquèyilest 
Jnéoes^memôM tanffent loul le Umg de la génératrice reuiligne qui passe par le poini de 

iOO. Dans les surfaces coniques, le plan tangent jouit aussi de cette propriété , 
et elle se démontrera d'une manière analogue, en observant qu'alors les pointe de 
aaaion D et G sont situés constamment sur une même droite variable, mais qui 
xencontre toujours AB au somoket du cône. Enfin , nous verrons plus loin que cette 
Aiéme propriété subsiste également dans une diasse de surfaces nommées déveêop^ 
pabfeSj et dont les cylindres et les cônesne sont que des genres particuliers. 

iOi. Touiafois ce serait une erreur de croire que ce contact du plan tangent. 
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lout le long d'une droite, tient à œ que les surfaces dont nous venons de parler 
admettent des génératrices rectilignes; car nous rencontrerons bientôt des surfaces 
engendrées aussi par une droite, et nommées gauches^ dans lesquelles le plan tan- 
gent ne satisfait aux conditions du véritable contact que jh^ut un seul points quoi- 
qu'il contienne toute une droite de la surface (voyez n"^ i<k2 et i5<k). 

102. Le théorème démontré n*" 99 offre une conséquence importante que nous 
aurons souvent besoin d'invoquer par la suite : c'est que, quand on projette sur un 
plan une courbe MX et sa tangente MV (ftg. is), les projections de ces deux lignes sont 
elles-mêmes tangentes l'une à l'autre. En effet, pour projeter la courbe MX, il faudra 
(n"* Ix) imaginer un cylindre MBCX passant par celle ligne et perpendiculaire au 
plan donné, qu'il coupera suivant une courbe BC qui sera la projection de MX. 
Ensuite, pour projeter la droite MV, il faudra mener le plan VMB, lequel étant 
évidemment tangent au cylindre en M, devra l'être aussi (n° 99) en B; et par 
conséquent il renfermera la tangente BT de la base BC. Donc cette tangente se 
trouvera Tinterseclion du plan projetant avec le plan de cette base, et elle sera 
ainsi la projection de MV. 

La même conséquence subsisterait encore, si l'on projetait la courbe et sa tan- 
gente par des droites obliques au plan donné, mais toujours parallèles entre elles. 

103. En résumant ce qui a été dit sur les plans tangents, on doit eu conclure 
que, pour construire le plan qui touche une surface quelconque dans un point 
donné, il suffira dorénavant de chercher les tangentes à deux courbes tracées sur la 
surface par le point dont il s'agit, en préférant dans chaque exemple celles qui 
offriront plus de facilité; puis, de faire passer on plan par ces deux tangentes, ce 
qu'on exécutera comme au n"" 22. Nous donnerons bientôt divers exemples de ces 
constructions. 

Lorsque 9 par le point donné, il passera une droite située tout entière sur la sur^ 
face, cette droite sera elle-même sa propre tangente; dès lors elle devra se trouver 
contenue dans le plan tangent, et pourra être employée à construire ce plan; mais 
il ne faudra pas en conclure toujours que ce plan touche la surface lout le long de 
cette droite (n* 101). 

10<k. La normale à une surface est la droite perpendiculaire au plan tangent, et 
menée par le point de contact de ce plan. Cette normale se construira donc aisé- 
ment (n*" 33) , quand on aura déterminé les traces du plan qui touche la surface au 
point en question. 

105. Contour apparent d*un corps : on appelle ainsi la ligne qui , sur la surface 
du corps, sépare les parties visibles pour l'observateur d'avec celles qu'il ne peut 
apercevoir. Soit donc (fig. 33) la position qu'occupe l'œil du spectateur : imagi- 
nons tous les plans qu'il est possible de mener par ce point tangentiellement à la 
surface proposée; ils toucheront celle-ci suivant des points A, B, C,..., qui forme- 
ront une courbe à laquelle aboutiront tous les rayons visuels OA , OB, OC,..., tan- 
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gents à la surface ; ainsi cette ligne ABCD sera la limite de la portion que peut aper** 
cevoir Tobservateur placé en 0. Mais ce contour apparent changerait de forme et 
de position si le point de vue se déplaçait : que celui-ci soit transporté en (V, par 
exemple, et le contour apparent deviendra A^B^C'D'. Il faudrait donc assigner^ 
dans chaque cas, la position du point de vue; puis déterminer en conséquence W 
contour apparent, ce qui donnerait lieu à des opérations graphiques que nous^ 
apprendrons, il est vrai , à exécuter dans la perspective, mais qui compliqueraient 
inutilement ici nos dessins. Au lieu que si nous conservons Thypothèse déjà admise 
W* 16, et d'après laquelle le point devue^dans toute projection horizontale^ est censé à 
une distance infinie sur la verticale CHV passant par un quelconque des points de 
Tobjet, alors les plans tangents dont les points de contact avec la surface faisaient 
connaître la courbe ABC,..., deviendront tous verticaux , et leur détermination sera 
plus facile; ou plutôt, elle s'effectuera ordinairement d'une manière très-simple, 
comme nous le reconnaîtrons dans les épures suivantes. 

106. Il résulte de là que le contour apparent d'une surface projetée sur le plan ho* 
RizoNTAL s'obtient en cherchant tes points de contact de tous les plans tangents qui sont 

VERTICAUX. 

Quant à la projection verticale de cette même surface, elle a son point de vue 
particulier, qui est censé (n^ 16) à une distance infinie sur une perpendiculaire au 
plan vertical; d'où il suit que le contour apparent, relatif à cetle projection , ne sera 
pas le même que pour le plan horizontal, mais il s'obtiendra en cherchant les points 
de contact de la surfiice avec tous les plans tangents qui sont perpendiculaires au plan 

VERTICAL. 

107. Nous pouvons maintenant compléter les règles que nous avons indiquées 
n"" 15 et 16^ pour la ponctuation des lignes principales. Car il suit de ce qui pré* 
cède que les lignes ou portions de lignes qui, sur une surface quelconque , se trou- 
veront au-dessus du contour apparent relatif à la projection hoHzonlale, seront seules 
visibles sur cette projection ; et quant au plan vertical , les seules parties visibles se- 
ront celles qui se trouveront en avant du contour apparent relatif à ce dernier plan. 
Mais on ne devra pas oublier qu'une même ligne pourra être visible dans une des 
projections et invisible dans l'autre, puisque le point de vue est différent pour les 
deux cas : de sorte qu'il faudra, sur chaque plan, employer avec discernement les 
deux modes de ponctuation que nous avons assignés pour les lignes principales^ en 
se rappelant toujours que les distinctions précédentes ne s'appliquent pas aux 
lignes auxiliaires (n*15, 2°). 

108. En outre, toutes les fois que dans une épure il entrera un plan indéfini ^ 
tangent ou sécant, nous ne le regarderons pas comme existant réellement^ mais nous 
supposerons qu'on a voulu seulement donner on trouver ses traces^ Car, autrement , 
ce plan cacherait presque toujours une grande partie ou la totaliié de la surface, 
ce qui aurait le grave inconvénient de ne plus laisser distinguer sur cette surface, 
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objet principal de Tépure, les parties supérieures oa antérieures d'avec les paitîeg 
opposées : de sorte que la forme des objets serait moins nettement accusée par le 
dessin graphique. Cette restriction devra donc toujours être sous-entendue doré-* 
navant, sans que nous ayons besoin de la rappeler chaque fois; mais eUe ne 8*ap~ 
l^iqae^pas à un plan limiié^ tel qu'une ^face de polyèdre. 
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CHAPITRE ÏIL 

m» PLAINS TANGENTS AUX CYUNDHES ET AUX GONES^ 

' 109. Par un point donné sur lastxrjhce tCun cylindre queleomfUe^ on propose de lui 
mener un plan tangent. 

Soit AECG {fig. 39) la directrice du cylindre, que nous supposons située dans le 
plan horizontal, et quoique cette ligne se trouve ici un «cercle, la méthodc'Bera 
générale et applicable à toute antre courbe; soit aussi {ab^ db')\9i droite à laquelle 
la génératrice rectîlîgne doit rester constamment parallèle, en glissant sur AEGG. 
Nous commencerons par déterminer le contour apparent de la surface qui, sur le 
plan horizontal, sera donné (n* 106) par les points de contact de tous les 'plans 
lamgents iifertàcaux.Or chaque plan de ce genre renfermera une arête (*) du cylin- 
dre, et aura pour trace horizontale la projection même de relte droite, c'est^à^ 
dire une parallèle à a6; de plus, ce plan touchera le cylindre tout le long de cette 
génératrice (if 09), et par conséquent sa trace devra être tangente à la base AECG. 
Donc, ei Ton mène à cette courbe les tangentes AB et CD parallèles à ab, ce seront 
les traces de deux plans tangents verticaux qui toucheront le cylindre suivant les 
génératrices projetées horizontalement sur AB et CD; et <^nséqnemmenrt les pro- 
jections verticales de ces génératrices seront les droites A'B' et CD' menées parai - 
lèlMDent à 11^6'. Ainsi, les deux lignes (AB, A'B')et(CD,CD') formeront le contour 
apparent du cylindre sur le plan horizontal; et toute arétêde cette surface qui sera 
aU'ilessous de ces droites, o*est-à*dire qui aboutira sur le demi-cercle AOC, sera 
inuisiMe en projection horizontale. 

Quant an contour apparent but le plan vertical , il sera fourni («• 106) par les 
plans tangents qui seront perpendiculaires à ce plan de projection ; 'leurs traces 

C) Quelquefois, pour simplifier le langage, nous appellerons arêtes d'un cylindre ou d'un cône, 
les diverses positions de la génératrice rectiligne ; mais il ne faut jamais donner à ces droftèb le nûiii 
é'éUmaHSy car Jeaélèmwto d'une grandeur doiyent toHJourB être bomogènes avec elle : -ainsi 'tefrélé- 
ments d'une surface «ont d'autres petites surfaces dont la aouuua compose lasurface an quesiiou. 
D^ailleurs, nous aurons besoin plus tard (n" iiS9) d'employer ce root ô'élcment dans sa véritable 
acception, dtalorsil réi^tteraft de ce double sens une confusion d'idées très^nulsible dans la théorie 
des surttieea.|paiiobes. Noué ampleierons aussi quelquefois le nom de ^Mxs^pour dèsignur la difMtrtee 
d!itt«q]rUadn9iau d*ua oâaa» fiiidzi\it quand ceito.caiirUsM 4rowper^4lt<^ dans le planèorûooUl. 
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(K^rizontaTes devrbat-(i<nior*élre' perpmiiculàires à fa4ifnàâéiiiBrrè\ Mrcomtne càU 
dessus tanigemes à la bâte ABC6 ; par conséquent ces tractt mroûiEWrtVGG'. Bn^ 
suite) comme ces plans toucheront nécessairement le cyliidre suivanli^les généran 
trices qui aboutissent aux points de contact E et 0« el qui sonAévklcuDMQmt projetée» 
sur (EF, ET') et (GH, G^H'), il ft*ensmt que ce» deux génératriQeft>fiQr0)erQnt le 
contour apparent delà surface sur le plan vertical; de sorte qne toute arête* qui 
se tmuvera en arrière de ces droites, ou qui aboutira sur le domi-oerole fiKr, 
sera invisible en projection verticale. 

liO; Maintenant, résolvons le problème proposé, en supposant que M soit la 
projection horizontale du point donné; et puisqu'il doit éire sur la surface, il ne 
faudra pas choisir arbitrairement la seconde projection de ce point, car celle-ci v« 
résulter de la première. En efet, par le point en question sur le cylindre^ il pa^ae 
nécessairement une génératrice qui sera projetée horizontalement suivaut^ML peral* 
lèle à ab\ or IML allant rencontrer la base du cylindre en L, ce point: doit ^r# la 
trace horizontale de cette génératrice, dont la projection verticale sera par coos^ 
quent II K' parallèle à alb'-^ ainsi, c'est sur cette droite Vliî qu'il fauA napporter le 
point M par une perpendiculaire à la ligne de terre,, pour obtenir la seconde pro-» 
jeotion M' du point assigné sur le cylindre* ^ 

Cependant il existe ici une autre solution ; car la droite ML allant couper la base 
ra deux points L et V, on peut dire que Y est la trace d'une autre aréHe projelés 
également surMV, mais dont la projection vertioaie sera V'K^; déporte que si l'Qe 
rapponle le point M sur cette dernière droite en M'^ il y aura sur le cylii^e ui) 
second point (M^ W) qui sera, comme le premier (M, M'), pr^^eté bacizontaler 
ment en M. 

ili. Cela posé, construisons le plan taegent peur le point (II, ^) {fig^3ÊQ)^ 
Ce plan i^eufermera la génératrice (ML, M'L'), et par conséquent sa trace passera 
par le pied L de cette droite; puis, comme il doijt toucher le cylindre tout k \oii^ 
de cette génératrice (n"* 09), il contiendra nécessairement la tangente de la ba^ 
au point L^ c'est^-dîre la ligne LQ, qiu sera précisément la trace borizoutale da 
plan demandé. Pour obtenir l'autre trace, on cherchera le point 1/i! où la xkoite? 
(ML , M'L') contenue dans ce plan , va percer le plan vertical, et QK' sera la trace 
verticale du piaiita«geDt. Maie B'il.arrive, comme dans notre épure, que la tramPQ 
aille couper la ligne de terre à une distance trop considérable > oa ioiaginerai ptyr 
le point (M^ M/), une droite auxUmte qiai soit parallèle à la trace borizentale LQ, 
et dont les projections seront évidemment MX parallèle à QIi«, et M'X' panaUêie h 
la lÂgae de terne; puis,, en canstruiaaat le point. X' où cette aa&iliaiite va per^r le 
plan vertical^ ce.point devra appartenir encnreÀ la trace vertical^ dp J^lun.taA^^oAi 
laquelle sera X'£\ Dans tous lee cas, ce moyen, est bon à employer cqmiaa nfyàk 
fication. ^^u 

Quant an pla» tangent reU^îf aufûint<(M«M'')9.onohfiervei»q«e1a génénkiice 
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de contact est ici projetée sar MV, Mf'T; donc , en menant par le pied Y de ceiAe 
droite une tangente YS à la base du cylindre , ce sera la trace horizontale de ce 
nouveau plan tangent. La trace verticale SK'^se déterminera, comme ci-dessus, en 
cherchant le point K'' où la génératrice de contact va percer le plan vertical ; ou bien, 
on ànra recours encore à Thorizontale (MY, M^'Y'), qui fournira un troisième 
point Y^ de cette trace. 

ii2. Observons d'ailleurs que les deux plans tangents PQR' et PSR', que nous 
venons de construire, renferment deux génératrices du cylindre qui sont parallèles 
entre elles; donc ces plans ne pourront se couper que suivant une droite parallèle 
à ces génératrices. Par conséquent , si Ton construit comme au n* 27 Tintersec- 
tion (PR, FR') de ces deux plans , cette droite devra se trouver exactement paral- 
lèle à {ab, c/b'\ ce qui fournira une nouvelle vérification des opérations graphiques 
antérieures. 

113. D'après les motifs exposés n"" 108, nous nous sommes proposé, dans Té- 
pure actuelle, de construire seulement les traces des plans tangents , sans regarder 
ceux-ci comme réellement existants ; mais, puisque ces traces subsistent, il faudra 
ponctuer les parties de ces lignes qui se trouvent cachées par la projection du 
cylindre sur le plan horizontal et suf le plan veriical/ Quant aux diverses arêtes du 
cylindre, nous aurions pu pointiller celles d'entre elles qui nous avaient servi de 
lignes auxiliaires pour arriver aux plans tangents; mais nous avons préféré de re- 
garder toutes ces droites comme autant de génératrices réellement existantes, et dont 
^ensemble accuse mieux la forme de la surface; dès lors elles ont dâ être marquées 
par un trait plein ou ponctué^ selon qu'elles étaient visibles ou invisibles; distinc- 
tion qui s'effectuera d'après les règles énoncées aux n** 107 et 109. 

41&. Si Ton veut construire la courbe suivant laquelle le cylindre va pénétra le 
plan vertical , il suflTira de chercher les traces de diverses génératrices de cette 
Bftrface, et l'on obtiendra ainsi la ligne F'K'D'H'K^B' qui, dans l'exemple actuel, 
sera une ellipse ; elle devra toucher aux points K\ K'', les traces des deux plans 
tangents, puisque ceux-ci renferment (n* 99) les tangentes à toutes les courbes 
sfituées sur le cylindre, et menées par les divers points de leur arête de contact. 
Pour obtenir les points le plus haut elle plus bas de la courbe FK'iyW...^ il suffira 
île construire les deux génératrices qui répondent aux points de la base T et i dans 
lesquels la tangente est parallèle à la ligne de terre. Car, pour chacune de ces géné- 
ratrices, par exemple (TU, T'U'), le plan tangent correspondant coupera le plan 
vertical suivant une droite nécessairement parallèle à cette ligne de terre, et con- 
sèquemment horizontale ; d'ailleurs cette intersection devant toucher évidemment 
là courbe F'K'D'H'..., il s'ensuit que le point U' est bien celui où la tangente est 
horizontale. Observons, en outre, que cette conséquence est vraie pour un cylindre 
quelconque, quand môme sa base serait toute autre courbe qu'un cercle. 

115. Cas où h.di^^trice est une courbe donnée dans C espace j et définie par ses 
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deux projections que nous désignerons par x et a!^ sans tracer la figure* Pour ré- 
Mudre le problème directement, on pourrait, comme au u*" iiO, mener par le 
point M, et parallèlement à ab^ une droite qui rencontrerait la courbe a; en un 
point L; puis, en projetant sur oi! ce point L en U, on tirerait par ce dernier une 
parallèle à àV ^ sur laquelle on projetterait le point M en M', ce qui achèverait la 
détermination du point de contact. Ensuite, on construirait la tangente de la di- 
rectrice pour le point (L, U), et Ton ferait passer le plan tangent par cette tangente 
et par la génératrice (LM, L'M^). Mais il est ordinairement plus simple de mener 
par divers points de la directrice [x^ x!) des parallèles à la droite (a6, a'b' )\ et en 
cherchant les traces horizontales de toutes ces génératrices, on obtient des points 
assez rapprochés pour pouvoir être réunis par un trait continu, ce qui fournit la base 
AELG du cylindre sur le plan horizontal, et nous ramène aux données de la/^. 39. 

f 16. Mener un plan tangent à un cylindre par un point donné hors de cette surface. 

Conservons pour le cylindre les mêmes données que précédemment, et soit 
(N, N') (fig. 39) le point assigné dans l'espace; nous mènerons par ce point, et 
parallèlement aux génératrices, une droite (NP, N'P') qui devra évidemment se 
trouver contenue tout entière dans le plan tangent cherché, puisque celui-ci, quel 
qu'il soit, renfermera une arête du cylindre. Donc, eu construisant la trace hori- 
zontale P de cette droite, on obtiendra un point de la trace du plan demandé; et 
celle-ci , devant toucher la base du cylindre ( n"* 99), sera l'une des tangentes PLQ et 
P VS que l'on peut mener à cette base par le point P. Il y aura donc deux plans qui 
résoudront le problème, et leurs traces verticales s'obtiendront aisément , puisque 
chacun de ces plans renfermera la droite (PN, P'N') et l'arête qui part du pofnt 
de contact L ou V (*)• D'ailleurs on pourrait aussi, comme au n"* fil, imaginer 
par le point donné (N, N') une horizontale située dans l'un ou l'autre des plans 
tangents, et construire là trace verticale de cette droite. 

117. Trouver un plan qui soit tangent à un cylindre , et parallèle à une droite donnée. 

Soient AECG (Jg. 4o) la base du cylindre sur le plan horizontal, et (EF, E'F') une 
des génératrices : on construira le contour apparent de cette surface sur les deux 
plans fixes comme au n"* 109; puis, si Ton représente par (nan, m'n) la droite 
donnée, il faudra, par un point de cette ligne, mener une parallèle {ma, m'a!) aux 
génératrices du cylindre, et faire passer un plan par ces deux droites. Ce plan, qui 
aura pour trace horizontale an, devra se trouver parallèle au plan tangent cher- 
ché, puisque ce dernier renferme une arête du cylindre, et se trouve ainsi paral- 
lèle aux deux droites projetées sur ma et mn; donc la trace de ce plan tangent 
sera l'une des deux tangentes PQ ou TS menées à la base parallèlement à an. Par 



(♦) 11 arrive ici que les points de contact L et V sont sur une même parallèle à la droite ab^ parce 
que nous avons voulu faire servir la figure du problème précédent; mais lorsqu'on prendra le point 
(N, N') tout à fait arbitrairement, cette circonstance n*aura pas lien en général, et du reste cela ne 
changera rien aux raisonnements qui noua ont servi à résoudre le problème actool. 

6- édU. • 8 
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conséqnetît, 9 y aura encore deux solutîMs, él les traces V€rtiaales•QR^ SV fftfb^ 
tiendront facilement au moyen des arêtes de contact qui seront (PR, VW) pour 
Tun des plans, et (TV, TV) pour Tautre. Ici les deux plans tangents seront évi* 
demment parallèles entre eux, et, par suite, leurs traces verticales devront atiSEî 
se trouver parallèles Tune à Tautre. 

118. Observons , en terminant ces problèmes sor les cylindres , qu*on ne pour- 
rait pas exiger qu*un [ilan fût tangent à une telle surface et passât en même temps 
par une droite donnée. Car, par cela seul qu'un plan touche un cylindre en un 
point, il est, comme on Ta vu n* 99, nécessairement tangent tout le long de là 
génératrice qui passe par ce point; de sorte que cette première condition-en ren- 
ferme implicitement deux, d'après lesquelles le plan cherché doit jouir du contact 
en deux points de la surface : puis, si l'on y joint l'obligation de passer encore 
par une droite ou par deux points donnés en dehors, cela formera quatre condKions 
distinctes, tandis que trois suffisent pour déterminer la position d'un plan. Cepen- 
dant, si la droite donnée était parallèle aux arêtes du cylindre, cela reviendrait à 
n'assigner qu'un seul point extérieur, et le problème rentrerait dans celui du n'^lM. 

'119. Par un point donné sur une surface conique^ on propose de lui mener un plan 
tangent. 

Soient ABCD (fig. 40'^ courbe directrice que nous supposons située dans le plan 
horizontal, çt (S, S') le somn^et du cône; nous commencerons par déterminer le 
contour apparent de cette surface sur le plan horizontal, en cherchant (tf 106) 
tous les plans tangents qui peuvent être verticaux. Or, un tel plan ayant pour trace 
horizontale la projection même de la génératrice qu'il renferme , cette trace pas- 
sera par le point S; puis, comme elle doit toucher la base, attendu qu'ici encore 
le contact du plan tangent a lieu (n^ 100) tout le long d'une génératrice., on en 
conclura que les tangentes SA et SB, menées du porintS, sont les traces des plans 
tangents verticaux, et que ceux-ci touclientlecône suivant les deux arêtes (SA, S'A') 
et (SB, S'B'), lesquelles forment le contour apparent de la surface conique rela- 
tivement au plan horizontal. De sorte que toute génératrice qui sera au-^lessous de 
celles-là, c'est-à-dire 'qui aboutira dans la portion ADB de la base, se trouvera 
invisible sur le plan horiizontal. 

Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera donné par les plans tan- 
gents au cône qui se trouveront perpendiculaires à ce plan de projection ( n* 108); 
ainsi les traces horizontales de ces plans, devant être perpewRculaires à la ligne de 
tmre et tangentes (n^ 100) à la base ABCD, seront les droites €C' et DIV. Quant 
aux traces verticales, fjlleè passeront nécessairement par la projection S' du sommet, 
et seront les droites C'S' et D'S'. D'ailleurs, puisque ces plans toucheront évidem- 
ment le cône suivant les génératrices (CS, C'S') et (BS, D'S'), il s'ensuit qu^'iéés 
deux droites formeront le contour apparent de la surface ^projetée sur le plan ver^ 
tical ; et, par conséquent^ toute aréie qui se trouvera m txtHêre de ces drertes-, mi 
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cpâ abouUrjt daoa la portioa CAD de la base j sera iwiaible^ en projeolioa verticale. 

ftaO# R€y¥enona mamlenadt au problème primitif, et supposoos que M soit la 
piK^eotion horizoBtale du point donné* L'autre projection ne doit pas^ être pwe 
arbitrairement; car, puisque le point en question appartient à la surface, il doH 
M trouver sur une certaine génératrice qui. ne peut être projetée horizontalement 
que suivant SM : cette droile aura donc pour trace horizontale le point E ou t§ 
poîoA G, et dte lors sa projection verticale, sera S'E' ou S' G', Donc, si Ton y rap- 
porte la projection M par une perpendiculaire à la ligne de terre, on obtiendra 
pour le point assigné les deux solutions (M, M') et (M,.M''}t 

I2ft, (Fty. Ai*) Gela posé, construisons le plan tangent pour le premier de cas 
deux points. Ce plan renfermera la génératrice (SE, S'E^) et touchera le cône tout 
le long de cette droite (n"" iOO) ; par conséquent, il aura pour trace horizontale 
la tangente PEQ de la base. Quant à sa trace verticale, elle devra passer par le 
point (F, F') où l'arête de contact va percer le plan vertical , et par le point Q oh 
la trace PË irait couper la ligne de terre : mais comme ce point Qse trouve ici hors 
du cadre, on y suppléera en imaginant, par le point (M, M') et dans le plan tau" 
gefit cherché , une horizontale (MX, ]\rX')qui va percer le plan vertical enX^ 
elfournit ainsi un nouveau point de la trace demandée QXT'* 

De? môme., pour te point (M, M") Tarêle de contact étant (SG, S' G') , la tau^ 
geôle GV sera la trace horizontale du plan langent actuel ; et sa trace verticale YB-^ 
se déterminera en cherchant le point F'' où Tarôte de contact (GS ^ G' S') va percer 
la plan vertical : ou bien^ comme précédemment ^ on sa servira d'une horiaonlale 
( A{Y, M'^Y') siinée dans le plan tangent qui nous occupe. 

122. Observons ici que les deux plans tangents que nous venons da déterminer^ 
renfermant chacun une génératrice du cône, passeront toQ^ les deux par le aom- 
iMt (S^ S') ; d'où il résulte que si Ton construit (n* 27) leur intersection qui eat 
prqietée suivant PR et FR', il devra arriver que la première de ces lignes pasM 
par Set Tautre par S', ce qui fournira une vérification des constructions antérieures, 
D^aîtteur& les traces verticales devront toucher en F' et F'' la couffae suivant laquelle 
le cône est coupé par le plan vertical^ courbe qui se construira en. cherchant les 
points où les diverses généralrrces vont percer ce plan de projection. 

123k Mmer un plan langent à une fturjace conique j par u» pomlflmné audetam^ 

:(dFt9. 4?..) Soient eueoi^ ABC la base du cône et {S, S') le somvuet; on déiemir' 
uera, comiae ci-dessus, le contour apparent de la surface sur chacun; des plani; 
fixes, et nous représenterons par (N, N') le point assigné dans l'espace. La. plan? 
tangent que Ton cherche^ devant contenir une génératrice , passera par lai sQmivet 
(S, S'), et^ par suite, iJ. reuCarmera U diîQÎlô({a<vS'N') ; donc, encberflbaattepia* 
(fUlf) de cett« droite^ ei emmenant a la base* les taiigentes PEQ, PGY; ^ seronl: 
lea^tmcea horizontatesideis doux plan^ tangents qut'saiisfont àlaf uéstîoA^Quaat 
au& taaoeftvertioale^f oales.déleritÉtera parlemoy^de'laidroiteCSN^iS'N') cou- 
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tenue dans les deux plans, ou bien par le secours des arêtes de contact de ces plans, 
lesquelles sont évidemment (SE, S'E') et (SG, S' G'). On pourrait encore employer 
une horizontale auxiliaire menée dans chaque plan par le point (N, N'), comme 
nous Pavons déjà fait plusieurs fois. 

12h' Trouver un plan qui soit tangent à un cône^ et parallèle à une droite 
donnée. 

(Fig. 42.) Conservons les mêmes données que précédemment, et soit (mw, m'n') 
la droite à laquelle le plan tangent doit être parallèle. Comme ce plan passera néces- 
sairement par le sommet, si nous menons de ce point et parallèlement à (iim, mV) la 
droite (SP, S'F), celte dernière sera évidemment contenue dans le plan demandé; 
par conséquent, la trace (P, P') de cette droite appartiendra à la trace horizontale 
du plan tangent, laquelle sera Tune des deux tangentes PEQ, PGV menées à la 
base. Il y aura donc encore deux solutions, et les traces verticales de ces plans se 
détermineront comme au numéro précédent. 

125. Puisque tout plan qui est tangent à une surface conique dans un point, 
touche nécessairement cette même surface tout le long d'une droite (n*100), la 
remarque faite au n* 118 s'applique ici ; et il en résulte qu'on ne saurait exiger 
qu'un plan soit tangent à un cône, et passe en même temps par une droite ou par 
deux points donnés ; à moins que la droite qui réunirait ces deux points ne passât 
elle-même par le sommet, car alors cela reviendrait à n'assigner qu'un seul point 
extérieur, comme au n"" 123. 

En terminant ce chapitre, nous ajouterons quelques problèmes dont nous indi- 
querons seulement les moyens de solution, en invitant le lecteur à s'exercer au tracé 
de ces épures. 

126. Par une droite donnée , mener un plan qui fasse y avec le plan horizontal ^ un 
angle déterminé a. D'un point quelconque de la droite on abaissera sur le plan 
horizontal une perpendiculaire et une oblique, en dirigeant celle-ci parallèlement 
au plan vertical, et de manière que sa projection sur ce dernier plan forme l'angle a 
avec la ligne de terre. Alors, en imaginant que cette oblique tourne autour de la 
verticale, elle décrira un cône droit dont la trace horizontale sera un cercle bien 
facile à déterminer, et dont toutes les arêtes se trouveront aussi inclinées sous Tho- 
rizon d'une quantité angulaire a; par conséquent, si l'on mène à ce cône un plan 
tangent passant par la droite donnée , ce qui rentre ici dans le problème du n* 123, 
on obtiendra évidemment un plan qui satisfera aux conditions assignées par la 
question. 

127. Uenet à un q/lindre donné , un plan tangent dont finclinmsan sur le plan 
horixmtal soit a. On construira, comme dans le problème précédent, un cône de 
révolution dont les arêtes fassent l'angle « avec le plan horizontal; puis, en tirant 
par le sommet une droite parallèle aux gteératrices du cylindre, et faisant passer 

ar cette droite un plan tangent au cône (n* t^)y il restera à mener au cylindre 
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un plan tangent parallèle à celui-là, problème qui se résoudra, comme au n* 117, 
en menant à la base du cylindre une tangente parallèle à la trace horizontale du 
plan qui touchait le cône. On sent bien que le problème deviendra impossible, 
lorsque la parallèle menée par le sommet du cône auxiliaire aboutira dans Tin- 
térieur de sa base. 

Si Ton proposait la même question pour un cône défini par une base quelconque, 
il faudrait modifier la solution en prenant pour sommet du cône de révolution le 
point même qui sert de sommet à la surface conique assignée par le problème ; 
ensuite, on devrait mener une tangente commune aux bases de ces deux cônes, et 
ce serait la trace horizontale du plan demandé. 

128. Par un point donné j mener une droite qui soit tangente à une surface conique 
et parallèle à un point donné. 

Mener à un cône ou à un cylindre un plan tangent qui soit perpendiculaire à un plan 
donné. 

Étant données les deux projections de Caoce d'un cylindre de révolution ^ avec la 
grandeur de son rayon , trouver sa trace horizontale el son contour apparent. 



CHAPITRE IV. 

DES PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION, LORSQUE LE POINT DE CONTACT 

EST DONNE. 

129. (Fig. 43.) Puisque par chaque point M pris sur une surface de révolution 
(n* 75), il passe toujours un méridien AMD et un parallèle FM6, si Ton construit 
les tangentes MT et MV à ces courbes , et que Ton mène un plan par ces deux 
droites, ce sera (n"* 103) le plan tangent de la surface en M. Or la tangente HV, 
située dans le plan du cercle FMG , est évidemment perpendiculaire à la fois au 
rayou MO et à l'axe AO ; donc elle Test aussi au plan méridien AOM , et par suite 
le plan tangent qui contiendra MV sera lui-même perpendiculaire sur ce méridien. 
Cette conséquence étant indépendante de la nature de la courbe AMD et de la 
position du point M, il en résulte ce théorème remarquable : Dans toute surface de 
révolution f le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien qin passe par le point 
de contact. 

130. En menant au point M une normale MN à la surface, cette droite, per- 
pendiculaire au plan tangent, se trouvera nécessairement renfermée dans le plan 
méridien AMD; donc, dans toute surface de révolution, la normale va rencontrer 
taxe. 

De plus, cette rencontre se fait au même point, pour toutes les normales HN, 
PN,FN,..., qui répondent à un même parallèle. En effet, lorsque le plan méri- 
dien AMD tourne autour de Taxe, en entraînant avec lui les droites UN et MT, la 



prtpière ne cosse p«s d'être perpei>dteiilaiF6 à l'aqtve; en ootret eette ddpoîto mo- 
bile MN» toujours renrermée dana le plan méridien, se trouve^ coimne eeUû-e« 
(n* i29), pQrpaadicttlaire snceesslveiDent à chaqae langeDle MV du parallèle; 
donc MNest biw perpendicnlaîre à deux tangentes, et par conséquent normale à 
la surface, dans toutes les positions qu'elle occupe en tournant autoar de Tax^ AI>. 
D'aiileur3 , puisque dans ce iitouvemen& le point N de la normale IVIN reste iipmo - 
ImIOi. a an résub^ que (ouies les normales menéta le long fTatn même parallèle formenit 
UMiÎ0ur$ un eâne: BROirr dmH le êommet est $ur Caxe : mais ce sommet change e» 
passant d'un parallèle à un autre. 

Après avoir fait remarquer ces propriétés générales et oonaïUBea à toaies la» 
aiur£aces dorôvoltUtioQ^ nous allons nous occuper de la conslroctiondu plan taBg^t. 

131. Par un point donné sur une surface de révolution dont le méridien eêî connu ^ 
Ukener un plan qui soit tangent à cette surface. 

(Fig. 44-) Pour simplifier les constructions, choisissons notre plan horizontal 
de manière qit'il soit perpendiculaire à Taxe de révolution ; alors celte droite se 
trouvant verticale > elle sera projetée horizontalement en un point 0» et verticale^ 
ment suivant la droite O'Z' perpendiculaire à la ligne de terre. Soit d'ailleurs A'B'D' 
la projection du méridien principal j c'est-à-dire de celui qui est parallèle au plan 
vertical, et qui se trouve projeté horizontalienieit sur OB parallèle à la ligne de 
terre : ici ce méridien est une ellipse dont un des diamètres principaux coïncide 
avec Tà^e de rotation, et par suite la surface sera un ellipsoïde de révolution (n"79); 
mais les raisonnements et les constructions seraient entièrement semblables pour 
iQyiiAS; autre oourbe méridienne. Le plus grand des parallèles, on bien Siquatem de 
la«ttrface^:e6l évidttament le ceixle décrit par te demi-axe CB', lequel se projette^ 
borâoiaaJement sur un cercle BKE égal au premier, et forme le eontow apparMi, 
d9lft aarfoee Tdalyvenaient au fdan horizontal (n"" 106); en effet, totit le long de 
l!éqwteur(B'£^BKE) les plans tangents seront t«r£îcaiur, puisque chacun renfer- 
H^Qva la: tangente da luhridîen^ laquelle est une verticale comme 6' B. Quant au 
CDotoitr apparent de la surface par rapport au plan vertical, ce sera le méridieii 
ptinsipcà (A'ffiyB', BE); car ce contour doit être formé (n^lOft) par les points' 
dfr cootaet de to»s les plana tangmts perpendiculaires au plan Tertfcal : or les* 
{daoa tangents le loniç de cotte courbe mérkHeniie sonl(n'' 129') tous perpends^ 
culaires à son plan, et par suite au plan vertical de projection. Nous n'a}Outeroo^' 
pa^îci d'auAre8fK)sition8 de U génératrice pour figurer (n* 93) la^ forme de I» Mr- 
fM0v parce qu'eUcr est suffiBanrnnent indiquée par ce qui précède'; maisBOWTei^ 
rOM^MpendantpUis loin ( n* 137) la manière de construire le^projections o^Mlant 
de courbes méridiennes que l'on voudrait en tracer. 

IftS. Cda posé, soit M la projeetion horisontale du point donné amr la sncfate; 
iLne faudra pas piiendre arbttrmhreakeot ka^ecomte projection de cepMit^ pu&qyiff' 
dûit.àtife aitvé% ia reÉcontre delà. vertseaieM «vec le méridien projeté raiTairQKii: 
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Or, si Toîi fait lowner cdoi-ci auto«r de Taxe (0, D'Z'), joflqa^à ce qu'il cawcide 
avec le méridien principal OB, il se trouvera alors projeté verticaleneiit suîvMt 
A'^STD', et comfD&, parsuhe de ce déplacement, la projeclion M aura décrit Tare 
M6, on en coucliira que la projection vorlicate du point cherché se trouve actuel- 
lement en G^ ou en G^ Maintenant si Ton ramène le méridien mobile dans la posi*- 
tion OK , le point en question , qui })ondant ce mouvement ne changera pas de 
hauteur, restera projeté verticalement sur riiorizontaleG'F' ouG'^F'^; d'où il suk 
évidemment que, dans sa position primitive, il était projeté verticalement en M' 
ou en M''; ainsi, il y a sur la surface deux points (M, M') et (M, M") qui sont Vrm 
et l'autre projetés horizontalement en M. 

133. {Fig. 440 Considérons le premier (M, M') de ces points, et poar déter- 
miner le plan langent qui s'y rapporte, nous l'assujettirons (n'103) à passer par 
deux tangentes de la surface, savoir : la tangente au méridien et la tangente au 
parallèle; mais, comme la projection de la courbe méridienne relative au poiqt 
(M, M') n'est pas donnée immédiatement , et qu'ainsi nous ne pouvons pas lui 
mener directement une tangente, nous rabattrons encore le plan vertical OMK sur 
le méridien principal OB. Par là le point (M, M') sera transporté en (G, G'), et il 
sera facile alors de construire la tangente G'H' qui viendra percer le plan hori- 
zontal au point H sur OB : puis, si l'on ramène le méridien mobile dans la posi- 
tion OMK, le pied H de celte tangente décrira évidemment un arc de cercle ter- 
miné en T, tandis que le point de contact G' reviendra en M'; donc, en projetant 
le point T sur la ligne de terre, on obtiendra M'T', et MT pour les projections de 
la tangente au méridien qui passe par le point (M, M'). Observons d'ailleurs que 
cette tangente prolongée doit rencontrer l'axe de la surface , au même point Z' où 
aboutissait la droite G'H'. 

Quant au parallèle relalif à ce point (M, M'), il est évidemment projeté sur le 
cercle GMF et sur G'F'; par conséquent, sa tangente est l'horizontale (MV, WY') 
perpendiculaire au plan méridien OMK* Maintenant, le plan qui renfermera les 
deux tangentes ainsi déterminées, aura pour trace horizontale une droite TU pas- 
sant parle pied T de la première tangente , et menée parallèlement à MV qui est 
une horizontale contenue dans ce plan tangent; puis , on aura la trace verticale W 
de ce mémo plan, en construisant le point V -où la droite (MV, M!V) va percer le • 
plan vertical. 

Le plan tangent relatif au point (M » M" ) B'obtieadra d'une manière analogue^ €n 
rabattant d'abord le point M" en G" sur le méridien principal , et menant à celui-ci 
la tangente G"L'. Ensuite le pied (L, L') de cette droite étant ramené dans le mé- 
ridien OK, viendra en R; et comme la tangente au parallèleest ki (MV, WY") , 
les traces du plau tangent seront RS parallèle à MV , et SV". 

9Sh* 11 est bon de remarquer que, d'après la dii<ection <de la tangente MV au 
parallèle , chaque ptan tangent à une surface de révolution aura toujours m HNtce 
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horizontale perpendiculaire à celle du plan méridien qui passe par le point de contact, 
du moins tant^'que Taxe de la surface sera vertical. 

135. Observons encore que les deux plans tangents en (M, M') et (M, M"), 
ayant leurs traces TU et RS parallèles , devront se couper suivant'une horizontale; 
et, par suite de la symétrie de la surface actuelle ^ cette horizontale sera située 
dans le plan de Péquateur E'B'. En effet, comme les tangentes G' H' et G"L' à 
Tellipse méridienne se rencontraient nécessairement en un point a situé sur Taxe 
de cette ellipse , ce point transporté en g' dans le méridien OE avec les deux tan- 
gentes, leur sera toujours commun, et restera dans le plan de l'équateur E'B': 
donc rhorizontale, qui est rintersection des deux plans tangents, passera par le 
point &\ et c*est aussi pour cette raison que les trsrces verticales de ces plans doivent 
se couperjen'un point P' situé sur la droite E'B'6' prolongée. 

136. {Fig. 440 P^"'' obtenir la normale de la surface de révolution au point 
(M, M'), on se rappellera (n* 130) que toutes les normales, le long d'un même 
parallèle, vont couper Taxe au même point, et que d'ailleurs chacune est ren- 
fermée dans le plan méridien qui passe par le point de contact. Ainsi , après avoir 
rabattu sur le méridien principal le point M' en G' , on tirera par ce dernier une 
droite G'N' perpendiculaire à la tangente G'H'; puis, en joignant le pied N' de 
cetle normale avec le point donné M', on obtiendra la normale N'M' relative à ce 
dernier point. C'est là du moins sa projection verticale ; et quant à sa projection 
horizontate, elle tombe évidemment sur OM. 

Observons ici que cette normale étant perpendiculaire au point tangent TUV\ 
les traces de ce dernier devront se trouver ( n" 33 ) respectivement perpendiculaires 
aux droites OM et N'M'y'; ce qui offrira une vérification des constructiohs déjà 
effectuées pour le plan tangent, ou même, si Ton veut^ un moyen de trouver à 
priori ses traces, puisque alors il s'agirait de mener par un point connu (M, M') 
un plan perpendiculaire à la droite (MO, M'N'). Voyez n* 36. 

137. On a vu (n* 132) qu'il était facile, en partant de la projection horizon- 
tale M d'un point de la surface , de conclure la projection verticale M' ou M" : si 
donc on applique le même procédé à divers points E, M, Q..., pris dans le plan 
méridien OK, on pourra ainsi construire la projection verticale de la courbe 
méridienne renfermée dans ce plan, et cette courbe devra être tangente aux 
droites T' M' et R'M"; puis, en répétant la même opération pour d'autres plans mé- 
ridiens que OK, on obtiendrait autant de positions que Ion voudrait de l'ellipse 
mobile Â'B'iy, ce qui servirait à compléter la représentation graphique de la 
surface. 

C'est aussi par des opérations analogues , qu'étant données les projections d'une 
génératrice quelconque d'une surface de révolution, on en conclurait facilement 
le méridien principal, ou toute autre section méridienne. On pourra se proposer, 
comme exemple, le cas où cette génératrice est une droite qui ne rencontre pas Com; 
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et alors on trouvera que la méridienne est une hyperbole , ainsi que nous le ver- 
rons plus loin (n* IbS )• 

138. {Fig. 45.) ^" r'«»* tangeni au TORE. Si Ton fait tourner un cercle 
( A'B'C'B'% ABC) autour d'une droite (0"Z' , 0) qui ne passe point par son centre, 
mais qui est située dans son plan, ce méridien circulaire engendrera une espèce 
de surface annulaire , nommée un lore^ dont tous les points seront projetés horizon- 
talement entre Yéquateur décrit avec le rayon OC = O'C, et le cercle de gorge 
décrit par le rayon 0A = O'A': mais il faut bien remarquer que les deux demi- 
cercles B'C'B" et B' A' B" engendreront deux nappes très-différentes de forme, quoi- 
que l'une et l'autre viennent se réunir le long des circonférences parcourues par 
les extrémités B' et B'' du diamètre vertical. La nappe extérieure est convexe^ c'est- 
à-dire que toutes les courbes qui y seraient tracées par un même point (N, N'), se 
trouveraient situées d'un même côté du plan tangent en ce point. En effet, pour 
déterminer ce plan , il faut construire la tangente N' F du méridien , et par le pied P 
de cette droite, mener une perpendiculaire PP' à la trace ON du méridien (n** 134) ; 
or on voit que la méridienne B'N'B" et le parallèle NT sont tous deux à gauche 
du plan tangent N'P'P; et quoique nous ayons choisi le point (N, N') sur le méri- 
dien principal , afin de rendre plus simple la construction du plan tangent , il est 
bien évident que les mêmes circonstances arriveraient pour tout autre point de la 
nappe exlérieure, puisqu'elle est de révolution et, par conséquent, symétrique 
tout autour de l'axe (0"Z', 0). 

Au contraire, si nous prenons un point (M, M') sur la nappe intérieure, le plan 
MTT, tangent en ce point, traversera la surface ; car le méridien B'M'B'' sera ^ 
évidemment à droite de ce plan , tandis que le parallèle M' V se trouvera à gauche : 
aussi le plan M'T'T coupera le tore suivant une courbe à nœud, qui est repré- 
sentée en projection horizontale par(MEEGE"}ihcge^'M) ^ et que nous apprendrons 
plus tard à construire (voi/es n'267). Mais cette intersection n'empêche pas le 
plan M'T'T de renfermer les tangentes du méridien, du parallèle, et de toutes les 
autres courbes tracées sur la surface par le point (M, M'); de sorte que ce plan 
est réellement tangent au tore en cet endroit, et sécant dans tous les autres points 
communs; circonstance qui tient à ce que la nappe intérieure est une surface non 
convexe ou à courbures opposées, tout à fait comparable à la gorge d'une poulie. 

139. Dans l'épure actu4k, où nous avons voulu représenter les principaux 
parallèles de la surface , une partie de la trace verticale WV du plan tangent à la 
nappe intérieure, se trouve^ il est vrai, caché par le tore; mais noua avons dû 
néanmoin'^ la laisser en trait plein, parce qu'elle reçoit la projection verticale delà 
courbe d'intersection, dont la branche antérieure /irç^^ est visible sur le plan vertical. 

l&O. HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION à une nappe. Nous avons nommé 
ainsi (n* Sk) la surface que décrit une demi-hyperbole en tournant autour de son 
axe imaginaire; mais cette surface, qui jouit de diverses propriétés très-remar- 

5* édit. 9 
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quables , peut encore élre engendrée par une droite assuje'Uie à tourner y par im 
mouvement de révolution , aulour dune autre droite fixe qui n* est pas dans m méniB 
plan avec la première. 

Pour le démontrer , représentons la droite fixe par OZ (jîj/. 47 ) , ^l la droite mo^ 
bile par ADM:8oit OD leur plus courte distance qui sera horizontale, si V{m 
regarde Taxe OZ comme vertical. Cette ligne OD décrira dans le mouvement de 
révolution autour de OZ , un cercle horizontal EDF qui sera évidemment le plus 
petit des parallèles , ou le cercle de gorge de la surface ; et la tangente DP à ce cercle 
sera nécessairement la projection horizontale de la droite mobile ADM; d'oà il 
suit que cette droite ira percer le plan méridien quelconque ZOX, en un point M 
situé sur la verticale élevée par le point P (*). Or, si Ton construisait ainsi tous les 
points M, M', F,... dans lesquels le plan fixe ZOX est successivement rencontré par 
la droite mobile ADM dans ses diverses positions, on obtiendrait la méridienne 
MMT de la surface engendrée par cette droite; et, par conséquent, la question est 
réduite à prouver que cette courbe MMT est une hyperbole qui a pour demi->axe 
réel la distance OG = OD. Pour y parvenir, rapportons le point quelconque M à 
des coordonnées parallèles aux axes OX , OZ ; et comme la distance OD reste 
invariable pendant le mouvement de la génératrice, aussi bien que Tangle MDP 
formé par celle-ci avec Thorizon , posons 

0? = x, PM = a, OD = ô, tangMDP=aj 

alors les triangles rectangles MPD et ODP donneront 

MP MP 

tangMDP = ^= 



DP v^OP' — OD^' 
ou bien, en substituant les notations précédentes, 

a=-=4==, tfoù a'x'—z' = a'i'i 

équation qui prouve que la méridienne est bien une hyperbole qui a pour demi- 
axe réel x = 3; donc le lieu parcouru par la droite mobile ADM est effectivement 
un hyperboloîde de révolution à une nappe. 

Wt. Cette surface admet une seconde génératrice ^tiligne; en effet, si dans le 
plan vertical MDP tangent au cercle de gorge , on trace une droite BND qui fasse, 
avec la verticale DV, un angle NDV égal à VDM , cette ligne BDN , en toumaat 
aussi autour de OZ, engendrera la même surface que ADM, parce que deux points 
qttdcanqaes M et N, pris à la même hauteur sur ces droites, décriront le même 



(*) La ûjgwre est censée construite en perspective sur ce plan ZOX comme tableau ; et» par consé- 
quent, toutes les lignes prlnefpales tf tuées derrière ce plan ont été ponctuées. 
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cercle MNL. Poar justifier cette dernière assertion , il suffira de joindre deux à 
deux les points M, N, Z, Y, où un même plan horizontal rencontre les diverses 
lignes dont nous venons de parler ; et ,. à Taide des triangles rectangles MVD, 
NVD , qui sont évidemment égaux , on démontrera que les triangles rectangles ZVM, 
ZVN le sont pareillement; d'où l'on conclura queZM = ZN, et qu'ainsi les deux 
points M et N se trouvent bien à la même distance de Taxe OZ. Il résulte de là qu'il 
existe sur l'hyperboloïdc deux systèmes de droites , 

A,A^,A,,... et B, 8^,83,.., 

dont le premier se compose des positions successives que prend la génératrice AD, 
et le deuxième des diverses positions occupées par BD. D'ailleurs , puisque toutes 
ces droites sont deux à deux dans des plans verticaux, tels que MDN, il s'ensuit 
que toutes tes génératrices des deux systèmes se projettent j sur le cercle de gorge ^ stn- 
vont des tangentes à cette circonférence. 

iù2. Par chaque point R de la surface il passe deux de ces droites; car les gé- 
nératrices AD et BD viendront passer, à deux époques différentes de leur révolu- 
tion, par ce point R; et elles y occuperont deux positions nécessairement distinctes 
RA„ RB,, puisque la première sera située à gauche, et la seconde à droite du pian 
méridien ZOR. Il suit de là que le plan tangent en R sera déterminé (n** 103) par 
l'ensemble des deux droites RA, et RB^, puisque ces lignes se trouvent sur la sur- 
face , et qu'elles sont elles-mêmes leurs propres tangentes. Mais il importe beaucoup 
d'observer que le plan A,RB,, quoique renfermant la droite RB, tout entière, ne 
sera pas tangent dans un autre point de cette ligne; car en D„ par exemple, le plan 
tangent sera A,D^B,; or ce dernier ne peut coïncider avec A,RBj, parce que les 
deux génératrices A^R et A^D^ appartiennent au même système, et dès lors ne sau- 
raient être contenues dans un même plan, comme nous allons le démontren* 

143. (Fig. 47O Deux droites AD et A^D,, qui appartiennent, au même système de 
génératrices^ ne se trouvent jamais dans un même plan. En effet, ces droites étant pro- 
jetées horizontalement sur les tangentes DT et D,T qui se coupent en T, ne pour- 
raient avoir de communs que les points qui sont situés sur la verticale TS; or cette 
verticale ira évidemment rencontrer A,D, en S au-dessus du cercle de gorge, et AD 
au-dessous en S', parce que les parties inférieures de ces deux génératrices do 
même système sont inclinées Tune et l'autre à gauche de leurs méridiens respec- 
tifs ZOD, et ZOD, et que le point T est entre ces méridiens. Donc, i* les droites 
AD et A,D, ne sauraient se rencontrer; 2* elles ne sont pas non plus parallèles, 
car leurs projections horizontales se coupent en T; ainsi, il reste démontré que 
deux génératrices du système A ne se trouvent jamais dans un même plan* 

A la vérité, les projections horizontales de deux de ces droites se trouveront pa- 
rallèles,, quand on comparera celles qui passent par les extrémités d'un même 
diamètre du cercle de gorge; mais, dans l'espace, Tune de ces génératrices sera 
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inclinée à droite, et l'autre à gauche du plan méridien mené par ce diamètre, de 
sorte qu'elles seront loin d'être parallèles entre elles; et d'ailleurs il est bien évident 
qu'alors elles ne pourront pas non plus se couper. 

On démontrera d'une manière toute semblable que les droites B, B,, B,,... du 
second système ne sont jamais deux à deux dans un même plan. 

Iftft. Oiaque droite du système A coupe (sans changer de position) toutes les droites 
B, B,, B3,... de f autre système. Cela est évident pour AD et DB qui sont dans le 
môme plan vertical; mais comparons AD avec une droite quelconque B^D^ de 
l'autre système. Ces deux lignes sont encore projetées sur les tangentes au cercle 
de gorge DT et D^T, et puisque celles-ci se coupent en T, la verticale TS' ira né- 
cessairement rencontrer les droites en question AD et B^D,; mais celle rencontre 
aura lieu pour chacune d'elles au-dessous du cercle de gorge, attendu que DA est 
inclinée à gauche du méridien ZOD, et D,B, à droite du méridien ZOD„ tandis 
que le point T se trouve entre deux. D'ailleurs, d'après la forme de la méridienne, 
il est évident qu'une droite comme TS', qui est parallèle à l'axe OZ, ne peut percer 
la surface qu'en deux points, dont im seul S' sera sur la nappe inférieure au cercle 
de gorge; par conséquent, ce point unique devra coïncider avec ceux où la verti- 
cale TS' a déjà rencontré les génératrices DA et D^B^ qui sont sur celle nappe; 
donc ces génératrices se coupent efTectivement au point S'. 

Il faut seulement observer que quand on comparera deux droites appartenant 
Tune au système A,, l'autre au système B, et passant par les extrémités d'un même 
diamètre du cercle de gorge, ces droites auront les projections parallèles, et elles 
seront elles-mêmes dans l'espace parallèles Cuneà C autre; de sorte que leur ren- 
contre n'aura plus lieu qu'à une distance infinie, mais du moins ces deux généra- 
trices seront encore dans un même plan. 

On démontrera d'une manière analogue que chaque génératrice du système B 
coupe, sans changer de position, toutes les génératrices du système A , ou du moins 
se trouve dans un même plan avec chacune d'elles. 

I{ii5. On désigne sous le nom général de surface gauche , tonte surface engen- 
drée par une droite qui se meut de telle sorte que ses positions consécutives ne se trouvent 
pas deux à deux dans un même plan. Or, en considérant l'hyperboloïde actuel, soit 
comme le lieu des diverses positions A, A^, A,,... que prend la génératrice AD dans 
son mouvement de révolution autour de OZ, soit comme le lieu des diverses droites 
B, Bj, B3,... de l'autre système, on voit (n* 1&3) qu'il satisfera à la définition pré- 
cédefate; par conséquent l'hyperboloïde de révolution à une nappe appartient à 
cette classe générale de surfaces que l'on nomme gauches^ et dont nous nous occu- 
perons d'une manière spéciale au livre VII. 

146. {Fig. 47.) Si par le centre de l'hyperboloïde, on mène, parallèlement 
aux génératrices DA et DB, deux droites Oa et 06, celles-ci formeront des angles 
égaux avec la verticale OZ, et par conséquent elles décriront, en tournant autoui; 
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de OZ, un seul et même cône droit dont toutes les arêtes seront respectivement 
parallèles aux génératrices k, k^, k^,... et B,B,,B3,... de Thyperbololde. Ce sera 
\ec6ne asymptotique de cette dernière surface; car, pour le déduire de celle^i, il 
suffit évidemment de poser 

OD=3=o, dans ax'—z' = ai' 

qui représentait (n*» 140 ) le méridien de Thyperboloîde : or, par celte hypothèse, 
on obtient pour le méridien du cône droit, z=d:ax ; c'est-à-dire deux droites qui 
sont bien les asymptotes de Thyperbole précédente. 

1&7. D'ailleurs, lorsque Ton fait varier la distance d, sans changer a ou Tincli- 
naison de la génératrice AD, on obtient successivement divers hyperboloïdes qui 
ont pour méridiens des courbes semblables; car les axes de l'hyperbole sont d et ai^ 
et leur rapport est «, quantité indépendante de la distance 5.JI résulte de là qae 
tous ces hyperboloïdes sont des surfaces semblables et concentriques ; et comme 
cette similitude doit s'étendre aussi au cône asymptotique pour lequel 3 est nulle, 
on pourra affirmer que , quand un même plan coupera Thyperboloïde et le cône 
asymptotique, les sections faites ainsi dans ces deux surfaces seront des courbes 
semblables et concentriques (*). Cette remarque nous sera utile plus tard. 

148. Après avoir fait connaître la nature et les principales propriétés de l'hy- 
perboloïde engendré par la révolution d'une droite, occupons-nous maintenant de 
la représentation exacte de cette surface au moyen de deux plans de projection. 
Nous regarderons toujours l'axe fixe comme vertical , et alors ses projections seront 
et l'O'Z' (fig. 46) ; quant à la droite mobile, prenons-la dans une situation quel- 
conque où elle sera projetée suivant ADB et A'D'6; puis, construisons d'abord la 
méridienne de la surface, en cherchant les points dans lesquels le plan vertical 06 
est rencontré par les positions successives de la droite (AB, A'6). Or, déjà dans la 
situation actuelle, cette droite perce le plan OG au point (M, M''), lequel appar-' 
tient à la courbe demandée , et celle-ci devra toucher en ce point la projection 
A'M^'o. En effet, quoique dans l'espace la tangente de la méridienne et la droite 
(AB, A'g) soient très-distinctes l'une de l'autre, ces droites sont néanmoins situées 
toutes deux dans le plan tangent de la surface au point (M, M'^) ; et comme ce plan 
est nécessairement perpendiculaire (n» 129) au plan méridien OG , et par consé- 
quent au plan vertical de projection, il arrivera ici que A^6 se confondra avec la 
projection verticale de la tangente, et qu'ainsi la droite A'6 touchera elle-même la 
projection de la courbe méridienne en M". 

Ensuite, un point quelconque (n, n*) de AB décrira, pendant le mouvement de 
révolution, un arc de cercle projeté sur nN et sur l'horizontale n'N' : donc ce 
point (w, n'), quand il arrivera dans le plan vertical OG, se trouvera projeté en 

n VoyeE VAnalyseàppHqnée à la géométrie des trois dimensions^ chap. IX. 
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(N, N'); -aiDsi ce sera là un nouveau pomt de la courbe méridienne G'N'M'G^ et 
U>U6 lesviutrcks se consU*uiront de la même manière. Eu appliquant ce procédé à Tex- 
trémité (D, P') de ^horizontale (OD, 0'D')| qui est perpendiculaife à la fois sur 
Taxe et sur la génératrice, et qui mesure leur plus courte distance, on obtiendra 
le point (F,'F') de la méridienne le plus rapproché de l'axe, et c'est ce point qui, 
dans la révolution complète de la droite mobile, décrira le plus petit des parallèles 
deia surface, ou te cercle de g^rge projeté ici sur DFE et E'F. De même, le pied 
^à, à!) de la génératrice, décrivant un cercle ALG qui sera la trace horizontale 
de la surface , fournira un point (G , G') de la méridienne : et quoique cette courbe 
doi^ve évidemment s^étendre d'une manière illimitée, puisque la droite génératrïce 
a e)le-nr)éme une longueur indéfinie, néanmoins, pour donner une idée plus nette 
de la surface, nous admettrons que la droite mobile est terminée* aux deux pointt 
(A, A') et (B, 6), également distants du point (D,iy) qui décrit le cercle de goi^e; 
de sorte qne la portion de surface que nous considérerons ici, sera terminée à deux 
cercles égaux projetés horizontalement sur GAH, et verticalement sorG^H'et 
Qt"W. Au reste, nous avons démontré (n**lW) que le méridien G' F' G" était une 
branche d'hyperbole qui avait pour axe réel le diamètre E'F' du cercle de gorge; 
et Ton devra observer qu'ici , cotnrne dans toute surface de révolution , le méridien 
principal G'F'G^' forme précisément le cotitovr apparent de la surface par rapport 
au plan vertical , puisque tons les plans tangents le long de ce méridien lui sont 
perpendiculaires (n* 129). Par une raison semblable, le contour apparent de 
rhyperboloïde relativement au plan horizontal , c^^t le cercle de gorge DFE le long 
duquel tons les plans tangents sont évidemment verticaux. 

tA9. (Ffgr. 46.) Pour compléter la représentation graphique de cet hyperbo- 
leKde, d'après le mode de génération par une tigne droite, il faut construire un 
œrtain nombre de positions de cette génératrice rectiligne. Or, puisqu'elle doit 
retÉer à «ne distance constante de Taxe (0, (yZ') , sa projection horizotitale sera 
toujours tangente au cercle DFE; menons donc à volonté la tangente A,D,B,, puis 
projetons le pied A^ sur la ligne de terre en A'^ , et le point de contact D, sur E'P 
emD'/, alors nous obtiendrons A'^D'^S^ pour la projection verticale de la droite 
qui était projetée horizontalement suivant A^B, : d'ailleurs, ^extrémité 6, qui est 
sur le cercle supérieur CW, devra évidemment se trouver projetée en B,, ce qui 
offrira une ^vérification. Les autres positions de la généraJrice se construiront d'une 
manière analogue, et leurs projections verticales devront encore renirfc^r l'hyper- 
bole méridienne, ainsi que nous l'avons démontré an nutnéro précédent pour la 
première droite ADB ; seulement , il faut observer que qoand on choisira la pro- 
jection horizontale parallèle à la ligne de terre, comme KL, la projection verticale 
correspondante ty 6 sera F asymptote de l'hyperbole, puîsqu'en effet une pareille 
génératrice ne rencontrera plus le plan méridien OG qu'à une dislance infinie, 
sans cesser d'être, en projeclioii veiticate, tangente a l'hypeilHrfe méridienne- 
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tbO. Pouv oMmct ded oésolUits pia» ssmétriqw», «a a^ dans Tépore aetoelte, 
divisé lé oercI& GAH en quatorze parties égales , et tracé d'abord les eordes ABi, 
A,B^, k^B^,...r de manière à soas^teadre oq mène nosibre d'arcs partiels^ ps^r A 
ces cordes^ nécessafreaient égales, se sont trouvées tangentes à un même cerde 
EDFy puis 00 en a dédoil le» projections verticales , comine nous Tavom dit aa 
numéro précédent. D'ailleorSt quoique ces cordes aboutissent deux à deux anx 
mêmes points de division sur le cercle GAH , on distinguera aisénoent les paities 
situées au-dessous du cercle de gorge d'avec les parties supérieures, puisque tes 
premières étant invisibles sur le plan horizontal sont ici représentées par desliffnvs 
ponctuées. Quant au plan vertical , les portions de génératrices situées au detà da 
plaa méridien GOB qui renferme le contour apparent de la surface {n^lhS) par 
rapport à ce plan de projection , sont les seules qui deviennent invisibles et qui 
aient dik être ponctuées. 

i5i. On sait (n^'llil) que Thyperboloïde admet un autre système de génératrices 
rectilignes, projetées également sur les tangentes au^ cercle de gorge AB, A^B,,,.^, 
mais qui ont dans Tespace une position inverse par rapport à la verticale. Par 
exemple, celle de ces nouvelles droites qui serait projetée suivant BDA (^), aurait 
son pied en (B, B') et son extrémité supérieure en (A , a), tandis qu'elle couperait 
la droite ADB du premier système au point (D, ly) ; ainsi elle aurait pour pro- 
jectioD verticale B'D' de y ligne qui a déjà reçu la projection d'une droite LMC du 
premier système. C'est pour éviter cette, coïncidence que nous n'avons pas voulti 
représenter, sur Tépure, les génératrices des deux systèmes à la fois; car autm- 
ment, les parties pleines des unes tombant sur les parties ponctuées des autres, il 
n'aurait plus été possible de distinguer les portions visibles ou invisibles dans 
chacun des systèmes. Au surplus, il sera toujours facile, même sur l'épure actuelle, 
de retrouver les droites du système B quand on en aura besoin , puisqu'il sufiSra 
de prendre les portions pleines pour les parties ponctuées, et réciproquement, 
comme nous venons de l'indiquer pour la droite BDA, On pourra aussi multiplier 
davantage les génératrices, afm d'obtenir plus (Ceffet dans le dessin; mais noos 
avons cru devoir ici sacrifier quelque chose sous ce dernier rapport, afin d'offrir 
plus de netteté dans la position des points et des lignes remarquables qu'il fallait 
signaler à l'attention du lecteur. 

152. {Fig. 46.) Du plan tangent à r hyperbolcUde^ Soit R la projection horizoAr 
tale du point de contact, assignée par la question : pour obtenir l'autre projection, 
j-observe que par le point considéré sur la surface, il passe une génératrice du 
système A, laquelle est projetée horizontalement suivant une tangente PRA aa 
cercle de gorge, et verticalement suivant Fa; si dbnc je projette H en R' sur cette 

(*) Pour indiquer plhs claîrement là situation des diverses gérfératrlccs, nous aurons toujours soin 
décider, ea pM&itrlleoi k IMt^qaidMgnerarextndoittôtii/U^ 
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dernière droite, j'aurai déterminé complètement le point de contact (R, R^). Mais 
il y a une seconde solution; car, puisque je veux mener de R une autre tangente 
BRQ au cercle dégorge, laquelle représentera aussi une génératrice du système A 
projetée verticalement suivant B'Q'\ je n'aurai qu'à projeter R en R'' sur cette der- 
nière ligne, et j'obtiendrai un second point (R, R") qui sera situé sur l'hyper- 
boloïde, et qui aura pareillement sa projection horizontale en R. 

153. Cela posé, considérons le point (R, R'), et rappelons-nous (n'*142) qu'il 
doit passer par ce point unique deux génératrices de l'hyperboloïde : l'une est la 
droite (PRA, FR'a) déjà employée et qui appartient au système A; Tautre appar- 
tient au système B et serait projetée sur (QRB, Q'R'6). Donc le plan tangent en 
(R; R') devra renfermer ces deux droites, et par suite la trace horizontale de ce 
plan sera QPS. Pour déterminer l'autre trace SV, il suffira d'imaginer dans ce plan 
tangent et par le point (R, R'), une horizontale dont les projections seront RV 
parallèle à la trace QPS, etR'V parallèle à la ligne déterre; puis, on construira 
le point (V, Y) où cette horizontale va percer le plan vertical. 

Quant au plan tangent relatif au point (R , R''), il se trouvera déterminé par les 
deux droites de systèmes opposés , qui se coupent en cet endroit : 

L'une est (BRQ, B'R"Q") pour le système A, 

L'autre est (ARP, A'R'^P") pour le système B. 

Ainsi la trace horizontale de ce plan sera la ligne AB, et la trace verticale s'ob- 
tiendrait, comme ci-dessus, par le secours d'une horizontale menée dans ce même 
plan à partir du point (R, R"). 

15ft. Revenons au plan taàgent PSV qui touche l'hyperboloïde au point(R, R'} 
(fig. 46) ï et remarquons que sa trace horizontale PQ se trouve bien perpendicu- 
laire au plan méridien OR qui passerait par le point de contact, ainsi que cela doit 
arriver (n** 13ft) dans toute surface de révolution dont l'axe est vertical : mais ce 
plan tangent PSV n'est pas tangent à l'hyperboloïde dans tout autre point, tel que 
(T, T') delà droite (PRA, P'R'a) qu'il renferme, puisque sa trace horizontale PQ 
ne saurait être perpendiculaire au méridien OT. D'ailleurs, par ce point (T, T') 
de la droite (PRA, P'R'a) qui appartient au système A, il passe une génératrice 
(HTBj, H'T'gJdu système B, laquelle est évidemment située hors du plan dont 
nous parlons, puisque le pied de cette génératrice est en H hors de la direction 
dePQ. Par conséquent, le plan PSV ne satisfait pas, pour le point (T, T'), à la 
défiuition du véritable contact, qui consiste à renfermer les tangentes à toutes les 
lignes situées sur la surface; tandis qu'au point (R, R') ce plan contient non- 
seulement les deux génératrices qui s'y coupent, mais aussi la tangente du paral- 
lèle qui est précisément (RY, R'V), la tangente du méridien, et celle de toute 
autre courbe tracée par ce point sur Thyperboloïde. 

Nous avions déjà prouvé cette propriété singulière du plan tangent à l'hyperbo- 
loïde gauche dans le n"" i!|2 ; mais nous avons cm devoir insister sur cette cir- 
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constance et Tappuyer ici par de nouvelles considérations , parce qa'il importe de 
se former une idée bien nette de la position d'un plan qui est ainsi ton^^l dcms un 
point (R, RO9 et sécant dans tous les autres points communs avec la surface, qu*il 
coupe ici suivant les deux droites (PRA, fWa) et (QRB, Q'R'6). 

155. Tous les problèmes relatifs aux plans tangents, que nous avons résolus 
dans ce livre, portaient sur des surfaces ct/Zmcfri^ues, coniques^on de révolution. Nous 
n'en ajouterons pas maintenant de nouveaux exemples, pour d'autres genres de 
surfaces, parce que la méthode se réduit dans tous les cas à employer le procédé 
général indiqué n*" 103, et que nous rencontrerons dans la suite assez d'occasions 
de rappliquer; mais il resterait à traiter la question du plan tangent, lorsque le 
point de contact n'est pas assigné sur la surface. Nous Tavons fait tout de suite à 
l'égard des cylindres et des cônes, parce qu'ici la solution était trop simple pour 
la différer; quant aux autres surfaces, il n'en est pas de même, et l'on a besoin 
quelquefois de s'aider des méthodes relatives aux intersections de surfaces-; c'est 
pourquoi nous renverrons les problèmes de ce genre à un des livres suivants. 
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CHAPITRE PREMIER- , 

DES SURFACES DIÎVELOPPABLBS, 

156. Une surface est dite développable , lorsque étant supposée flexible , mais 
inextensible, elle peut être étendue sur un plan^ sans éprouver aucun changement dans sa 
superficie. Or on sent bien que toute surface, par exemple une portion quelconque 
de sphère, ne jouit pas de cette propriété; c'est pourquoi il devra y avoir, dans le 
mode de génération d'une surface développable, quelque condition particulière qui 
lui permette de subir cette transformation , et c'est ce que nous expliquerons bien- 
tôt (n** 175). Mais, avant de nous élever à ces généralités, il nous parait utile d'exa- 
miner d'abord deux genres particuliers de surfaces qui peuvent ainsi être dévelop- 
pées sur un plan : ce sont les cylindres et les cônes. D'ailleurs, le moment est venu 
d'introduire ici les considérations de la méthode infinitésimale qui, bien entendue, 
présentera toute la rigueur désirable , et offrira dans la suite le double avantage 
d'abréger les raisonnements, et de se prêter avec facilité aux opérations graphiques 
de la Géométrie descriptive. 

157; La tangente d'une courbe étant la limite des positions que prend une 
sécante, lorsque deux de ses points de section se rapprochent indéfiniment, on peut 

6' édit. 10 
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considérer la tangente comme une droite qui passe par deux points infiniment rot- 
sins sur la courbe , ou qui a an élément de commun avec elle; par là on substitue , 
il est vrai, à la courbe proposée, tin polygone inscrit dont les côtés et les angles 
extérieurs sont infiniment petits, et dont chaque côté prolongé remplace une tan- 
gente; mais toute propriété qui, dans "un tel polygone, sera vraie indépendamment 
de la grandeur absolue de ses côtés et des angles compris , subsistera également 
lorsqu'on multipliera de plus en plus ces petites cordes «n les rapprochant de la 
courbe; par conséquent, cette propriété aura lieu pareillement quand on passera 
à la limite, c'est-à-dire quand on considérera la courf>een question est ses vérita- 
bles tangentes. 

158. D'ailleurs, nous avons démontré rigoureusement (n'95) que, dans toute 
surface, les diverses courbes tracées par un même point avaient leurs tangentes en 
ce point situées dans un plan unique; donc ce plan, que nous avons nommé tan* 
gent, pourra être considéré comme ayant de commfm avec la surface un élément 
superficiel formé par l'ensemble des éléments linéaires communs auiç courbes et à 
leurs tangentes; ce sera Télément de contact, qui se trouvera en général infiniment 
petit dans tous les sens^ à moins que la surface ne soit d'un genre tel, que le plan tan- 
gent se trouve le même pour plusieurs points consécutifs: 

159. {Fig. 48.) Dans un cylindre, par exemple, nous' savons (n* 99) que le 
plan BAT est tangent tout le long d'une môme génératrice AMB; donc ici ce plan 
aura de commun avec la surface un élément superficiel ABB'A' indéfini en longueur, 
mais compris entre les deux génératrices infiniment voisines qui passent par les 
points A et A' communs à la base AC et à sa tangente AT. On voit que nous dis- 
tinguons ici, comme dans la noie du n* i09, l'élément de la surface d'avec la géné- 
ratrice; et cela est essentiel : car, dans les surfaces gauches, nous reconnaîtrons 
que cette dernière droite sera commune aussi à la surface et au plan tangent, tan- 
dis que l'élément superficiel indéfini en longueur ne se trouvera pas tout entier 
dans ce plan. 

De même, une surface conique qui est touchée par son plan tangent tout le long 
d*une génératrice (n** 100), aura de commun avec ce plan un élément superficiel 
indéfini en longueur, mais compris entre deux génératrices infiniment voisines. 

160. {Fig. 48.) Une surface cylindrique est toujours développable; car 
imaginons qu'elle a été coupée par un plan perpendiculaire à ses génératrices , 
suivant une courbe CA qui se nomme la section droite (*) ou section orthogonale du 
cylindre, et que nous regarderons comme saliase, ou comme la directrice de la 

(•) Nous appellerons souvent, pour abréger, cylindre droit, ccfloî dans lequel on prendra pour ba^s 
ou pour directrice la section droite, sans vouloir exprimer par là <ïue cette section est un cercle» 
iltfiqucil ^^m xioui •dirioDs qu« û'eat un cylindre de réjv^ation. Du reste, cette dénomination n indiquera 
rien de particulier dans la nature du cylindre, puisqu^on sent bien que toute surface cylindrique peut 
être ramenée à ce cas en la coupant, comme ici, par un plan perpendiculaire à ses génératrices. 
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droite mobile qui a eogen^ré celte surface : puis auhstituonSy pour im moment , à 
ceUe courbe un polygone inscrit CAA'Â'^ {fig. 49), ce qui transformera le cylindre 
en» un prisme droit. Alors nous pourrons feire tourner la fiace B'^A'^A'B' autour de 
Tarôle B' A' comme charnière, jusqu'à ce qu'elle vienne se placer dans le plan de 
la face B' A' AB ; et par là le côté A' A'', transporté en A'a'\ se trouvera situé sur le 
prolongement de AA', puisqu'ils continueront d'être tous les deux perpendicu- 
laires à laréte A'W. Ensuite, on pourra faire tourner la face composée ^kal'b" au- 
tour de la charnière AB, jusqu'à ce qu'elle arrive dans le plan de la face suivante; 
et, en continuant ainsi, on amènera toutes les faces du prisme à être situées dans 
un plan unique, à la suite les unes des autres, de sorte que la surface prismatique 
se trouvera développée^ sans avoir changé de superficie. En outre, observons bien 
que tous les côtés du polygone CAA'A" formeront, après le développement, une 
seule et même ligne droite à laquelle toutes les arêtes du prisme continueront d'être 
perpendiculaires, ainsi que nous l'avons prouvé pour les deux premiers côtés AA' 
et A' A''; et que la longueur de cette droite sera égale à la somme des côtés du 
polygone primitif, tandis que les diverses arêtes AB, A'B',... auront conservé les 
longueurs qu'elles avaient auparavant. 

4161. [Fig. 48* ) Or il est bien évident que toutes ces conséquences seront éga- 
lement vraies, quelle que soit la grandeur des angles et des côtés du polygone que 
l'on a substitué à la courbe CAA'; par conséquent elles auront lieu aussi dans un 
cylindre qui est la limite des prismes inscrits, ou, si l'on veut exprimer différemr 
ment la même idée, dans un cylindre qui n'est autre chose qu'un prisme dont la 
base serait un polygone infinitésimal. On peut donc affirmer : i** que toute surface 
cylindrique est développable; 2"* qu'après cette transformation, la section orihogth 
nale ou perpendiculaire aux génératrices , devient une droite dont la longueur égale 
le périmètre de cette section ; 3"* que les génératrices restent perpendiculaires à cett$ 
dr^te^ en conservant d'ailleurs leurs longueurs primitives, soit au-dessus, soit au- 
dessous de cette base. 

162. ( Fig. 49. ) S'il existait sur le cylindre une courbe quelconque GMM', elle 
se trouverait remplacée, sur le prisme, par un polygone GMM'M", dont les côtés 
ne changeraient pas de longueur, lorsqu'ils seraient entraînés avec les faces du 
prisme, dans leurs mouvements de rotation autour des arêtes successives; mais ce 
polygone changerait de forme, puisque l'angle, intérieur MM'M" (*) deviendrait 
MM' m". Toutefois, comme dans ce développement le côté M'M" tournera par un 
mouvement de révolution autour de la charnière B'M^, il s'ensuit que l'angle 
B'M'M^ demeurera constant et égal à B'M'm" : il en sera de même de l'angle BMAI' 



(*] Le supplément de cet angle, savoir M''M'r, lequel serait compris entre deux tangentes consé- 
cutlfes, se nomme angle de coniingence^ et peut servir à apprécier la eouràure de la courbe en cet 
endroit, counaanaaarMpliqueroiM bientôt (n* IM). 
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OU TMA qui restera invariable , et dont un côté TMM' deviendra , à la limite , la tan- 
gente de la courbe que remplace actuellement le polygone GMM'. Si d'ailleurs on 
observe que toutes ces propriétés sont indépendantes de la petitesse plus ou m'oins 
grande des faces du prisme, et qu'ainsi elles doivent encore être vraies pour la 
limite de ce prisme , ou pour le cylindre de la fig. 48 , on en déduira les consé- 
quences suivantes : 

i^ {Fig. 48.) Quand on développe un cylindre sur lequel est tracée une courbe 
quelconque GM, cette ligne se change en une autre courbe que nous appellerons 
la transformée de la première , et dont les arcs ont la même longueur absolue que ceux 
de la courbe primitive. 

2% Les portions de génératrices MA, M'A',..., comprises entre cette courbe et 
la section orthogonale CAA', restent de même grandeur^ et toujours perpendiculaires 
à la droite suivant laquelle se transforme la base CAA'. 

3^ Chaque tangente MT à la courbe primitive forme, avec la génératrice MA, 
un angle qui demeure invariable; et d'ailleurs cette droite MT se retrouve ^ après le dé-^ 
veloppement , tangente à la transformée. Cette dernière assertion se justiûe en obser- 
vant que , sur le développement du prisme , la ligne MT ne cesse pas d'être le 
prolongement d'un côté du polygone transformé. Nous verrous bientôt, dans plu- 
sieurs épures , la manière dont on fait usage de ces diverses propriétés pour exécuter 
graphiquement le développement d'un cylindre, et pour y construire les transfor- 
mées des courbes primitivement tracées sur ce corps. 

163. Nous avons dit qu'une courbe quelconque G>IM' tracée sur un cylindre, 
se changeait, après le développement de cette surface, en une autre ligne qui 
généralement était encore courbe ; cependant il y a des cas particuliers 011 cette 
transformée peut être rectiligne , et pour trouver plus facilement les conditions qui 
s'y rapportent, substituons encore au cylindre et à la courbe le prisme droit et le 
polygone GMM' de la fig. 49- Alors, pour que le côté M' M", transporté en M' m", 
86 trouve sur le prolongement de MM', il faut et il suffit évidemment que l'on ait 

angle B'M' m" = A'M'M = BMM' ; 

et puisque nous avons vu (n"" 162) que le premier de ces angles demeurait égal à 
Tangle primitif B'M'M'^ la condition précédente revient à celle-ci: 

an^feB'M'M" = BMM'; 

comme il en serait de même des autres côtés consécutifs comparés entre eux , on 
en conclut que tous les côtés du polygone GMM' M" doivent couper les arêtes du 
prisme sous un angle constant. Maintenant, si l'on transporte au cylindre ces rela- 
tions qui devaient toujours avoir lieu sur le prisme, quelque petites que fussent 
ces faces, et si l'on se rappelle (n** 157) que les prolongements des côtés du poly- 
gone deviennent, à la limite, les tangentes delà courbe continue vers laquelle 
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converge ce polygone, on en déduira ce théorème : Pour qu'une courbe GfA^ tracée 
sur un cylindre, devienne regtiligne après leldéveloppement de cette surface, il faut et 
il suffit que toutes les tangentes de cette courbe fassent un angle constant avec les géné- 
ratrices du cylindre. Les courbes qui satisfont à cette dernière condition , se nom- 
ment des HÉLICES, quelle que soit la base du cylindre sur lequel elles sont tracées: 
ainsi les hélices sont les seules courbes qui deviennent rectilignes, par le dévelop- 
pement de la surface cylindrique qui les contient. 

16ft. (Fig. 48.) Elles jouissent d'ailleurs de cette autre propriété bien remar- 
quable : Un arc quelconque d'hélice GM est la ligne la plus courte que Con puisse tracer 
sur le cylindre, entre ses extrémités G et M, En effet, si on lui compare une autre 
courbe comprise entre les points G et M, ce dernier arc ne deviendra pas rectiligne 
quand on aura développé le cylindre ; donc alors il sera plus long que l'arc d'hé- 
lice qui sera devenu une droite : mais nous avons vu (n" 162) que, dans ce déve- 
loppement, les transformées conservaient la même longueur que les courbes primi- 
tives; donc aussi, avant le développement du cylindre, l'arc d'hélice était plus 
court que toute autre ligne passant par les points G et M. 

165. Il importe d'observer ici que toutes les courbes qui deviennent rectilignes 
après que le cylindre est développé, étaient primitivement' gauches ou à double cour* 
burcj c'est-à-dire que trois tangentes infiniment voisines, ou trois éléments consé- 
cutifs, n'étaient pas dans un môme plan. En effet, revenons au polygone de la 
fig* 49 > ^t considérons-y trois côtés consécutifs, KM, MM', M' M", que nous suppo- 
serons dirigés de manière à former, avec les arêtes du prisme, des angles égaux 
entre eux et désignés par a. Si ces trois côtés pouvaient être dans un plan unique, 
il en serait certainement de même pour trois droites menées par un point quel- 
conque G, parallèlement à ses côtés : or ces trois parallèles, formant aussi chacune 
un même angle a avec l'arête GD, se trouveront situées sur la surface d'un cône 
droit dont GD sera l'axe, et l'on sent bien qu'une telle surface ne saurait avoir 
trois de ses génératrices dans un même plan, puisque alors trois points de la cir- 
conférence qui lui sert de base seraient en ligne droite. Donc il est pareillement 
impossible que les trois côtés consécutifs KM, MM', M'M", se trouvent dans un 
même plan; et celte proposition ayant lieu quelle que soit la petitesse de ces côtés, 
demeure également vraie pour leurs prolongements, lorsque le polygone dégénère 
en une courbe continue; auquel cas ces prolongements sont les tangentes mêmes 
de cette courbe. Ainsi les hélices sont toujours des lignes à double courbure. 

166. Il faut seulement excepter de cette conclusion générale» un cas unique, qui 
est celui où l'angle a se trouve droit; car alors le cône qui nous a servi tout à 
l'heure à établir la proposition précédente se réduit lui-même à un plan. D'ailleurs, 
l'hélice particulière qui répond à l'hypothèse actuelle « = 90% n'est autre chose 
évidemment que la section droite CAA'; et nous savons, en effet (n*" 161), que 
cette section devient rectiligne après le développement du cylindre; mais du moins 
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nous pouvons affirmer que, de toutes les courbes flânes traitées sur un cylindre^ il n'y 
a que la sectiom orthogonale qui devienne reciili^e après le dévetoppemeui de cette 
surface. 

i67. (Fig. 49*) A Toccasion des hélices qui, comme nous Tavons reconnu, ne 
sont pas des courbes planes, nous ferons observer que, dans toute courbe gauche, 
telle que GKM, située d'une manière quelconque dans Tespace, si trois éléments 
voisins KM, MM', M'M'' ne sont pas dans un même plan, du moins cette condition 
sera toujours remplie pour deux éléments consécutifs MM' et M'M^; et le plan MM'M'' 
se nomme le plan osculatenr de la courbe au point M. Pour le point K, au contraire, 
le plan osculateur serait KMM\ et ainsi de suite; de sorte que les divers plans 
osculateurs se coupent deux à deux suivant un élément intermédiaire, et ils ne 
coïncident tous ensemble qu'autant que la courbe est plane. D'ailleurs, par les 
considérations exposées plus haut, cela revient évidemment à définir /e plan oscu^ 
latewr comme celui qui passe par deux tangentes infiniment voisines. 

168. Observons encore qu'une ligne courbe continue, plane ou non, n'a jamais 
qu'une tangente unique en un point donné ; mais elle admet évidemment une infi- 
nité de normales, c'est-à-dire de droites perpendiculaires à la tangente, et menées 
par le point de contact de celle-ci : or toutes ces normales forment nécessairement 
un plan perpendiculaire à la tangente, et que l'on appelle le plan normal de la 
courbe au point en question. Cest précisément le contraire de ce qui arrive pour 
une surface, laquelle admet, en chacun de ses points, une infinité de tangentes 
formant le plan tangent, et une normale unique perpendiculaire à ce plan. 

169. Uns SURFACE CONIQUE EST TOUJOURS DÉvELOPPABLE. Sans passcr ici par 
toutes les considérations intermédiaires que nous avons cru devoir employer pour 
le cylindre, regardons immédiatement la base du cône, quelle qu'elle soit, comme 
un polygone infinitésimal CAA' A" (fig. 56) , et ce cône lui-même comme une pyra- 
mide dont chaque faceSAA' sera un élément superficiel infiniment étroit, qui se 
trouvera commun (n* 159) à la surface et à son plan tangent le long de la généra- 
trice SA. Alors on pourra faire tourner la face SA' A" autour de Tarêle SA', jusqu'à 
ce qu elle vienne se placer dans le plan de la face SA' A, et à la suite de celle-ci ; puis, 
faire tourner le système de ces deux faces autour de l'arête SA^ et les amener dans 
le plan de la face précédente. En continuant de la sorte, on obtiendra un secteur 
polygonal (*) composé de toutes les faces de la pyramide, mises à côté les unes 
des autres dans un même plan, et dont par conséquent la superficie égalera l'aire 
de cette pyramide;- d'ailleurs, il est évident que dans cette transformation, les 
côtés et les angles des faces SA' A", SAA',... resteront invariables, ainsi que ceux 
des triangles quelconques SM'M", SMM',..., tandis que les angles AA'A",MM'M'^ 

(*) Ou plutôt, le système de deux secteurs opposés par le sommet, si Ton développe en même temps 
la pyramide sopérleare SBB' W' qui remplace la deuxième nappe du cône. 
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changeront de grandeur; et comme ces diva-ses circonstances sont également 
vraies quelle que soit la petitesse des faces de la pyramide, elles sabsisteront donc 
pareillement pour la limite de ce corps, c'esUà-dire pour un cône sur lequel les 
polygones CAA'A^' et GMM^M^ deviendront des courbes couUaiies, dont les tan- 
gentes seront les prolongements des éiémenis AA' et MM^ 

170. De là résultent évidcspiment les conséquences suivantes : i\ T<mie surface 
conique est dévetoppable^ et dans cette transformation les génératrices , ou des por- 
tiens quelconques de ces droites, ne changent pas de longueur. 

2\ La base du cône, ou toute autre courbe tracée sur sa surface , devient une 
. ligne dont la courbure n'est plus la même que celle de la courbe primitive, et 
qu'on nomme ia transformée de la première ; mais tes arcs de cette transformée con^ 
servent /a mêwie teneur absolue que ceux de la courbe primitive. Si cette dernière 
avait d'abord tous ses points à une distance constante du sommet^ la transformée 
serait un arc de cercle décrit avec cette distance pour rayon. 

3*, Chaque tangente de la courbe primitive forme avec la génératrice du cône 
wt angle qui reste invariable dans le développement de cette surface; et cette pre- 
mière droite redevient Umgente à la transformée. Nous verrons plus loin de quelle 
manière on emploie ces diverses propriétés, pour exécuter graphiquement le dév^ 
JoppemeAt d'une surface conique. 

i71. Pour qu'une courbe GMM', tracée sur un cône, devienne rectUigne après 
le développement de la surface, il faut évidemment et il suffit que deux éléments 
consécutifs WA\ W}M\ soient dirigés de manière que 

angle SWW =SM'r; 

et comme les prolongements de ces éléments sont les tangentes de la courbe pri- 
mitive, cela revient à dire que deux tangentes consécutives de cette courbe doivent 
former des angles égaux avec la génératrice intermédiaire : mais ces angles ne sont 
plus constants pour toutes les tangentes, ainsi qu'il arrivait dans le cas du 
oyUndre (n**163). 

172. {Fig. 5o. ) Toute courbe qui vérifiera la condition précédente, jouira 
aussi de la propriété d'être la ligne la plus courte que l'on puisse tracer entre deux 
de ses points, sur la surface conique; et cela par les mêmes raisons qui ont été 
données dans le n*" 16<i : mais cette courbe ne présentera pas la forme d'une spi- 
rale qui s'élèverait de plus en plus vers le sommet S du cône. En effet, l'angle 
SMW sera moindre que SM'M'' , puisque ce dernier égalera SM'l; ainsi l'inclinaison 
SM t de chaque tangente sur la génératrice correspondante étant d'abord un angle 
aigu qui va toujours en augmentant , la distance SM deviendra minimum lorsque 
cet angle sera droit, et alors on obtiendra le point de la courbe le plus rapproché 
du sommet S; puis au delà, cette courbe s'en éloignera de plus en plus, puisque 
fangle SM t deviendra obtus, et continuera de croître. Ainsi , sur un cÔne de révo- 
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lulion, par exemple, la ligne la plus courte entre deux points de la base circulaire 
n'est pas Tare de ce cercle compris entre ces deux points ; mais c'est une espèce de 
courbe hyperbolique dont le sommet se trouve à égale distance des deux points en 
question , et qui, après le développement du cône, deviendrait une corde du cercle 
dans lequel la base primitive serait transformée. Les deux rayons parallèles à cette 
corde étaient, sur le cône primitif, les génératrices asymptotes de la courbe en 
question. 

173. Au contraire, une courbe qui , sur une surface conique quelconque, joui- 
rait d'une propriété analogue à celle de Thélice (n'i63), c'est-à-dire dont chaque 
tangente ferait un angle constant avec la génératrice passant par le point de contact, 
présenterait la forme d'une spirale qui s'approcherait indéfiniment du sommet, 
lequel serait à son égard un point asymptotique : puis , dans le développement, cette 
courbe deviendrait évidemment une spirale logarithmique , car on sait que cette 
dernière a la propriété de couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant. 

Si cet angle était droit, la transformée serait un cercle ; et alors tous les rayons 
vecteurs étant égaux , la courbe primitive tracée sur le cône ne pourrait être 
qu'une courbe sphérique, c'est-à-dire qui résulterait de l'intersection du cône pro- 
posé avec une sphère ayant pour centre le sommet. ( Voyez n** 319.) 

17{|. (Fî^. 5i.) Surfaces DÉVEL0PPABLE9 QUELCONQUES. Généralisons maintenant 
les considérations que nous avons employées pour les cônes et les cylindres, et 
imaginons qu'une surface soit engendrée par une droite mobile dont les positions 
consécutives y ou infiniment voisines, se trouvent deux à deux dans un même plan. 
Nous indiquerons bientôt (n*" 180) divers modes de satisfaire à celte condition; 
mais, pour l'instant, il nous suffira d'admettre qu'elle a été remplie d'une manière 
quelconque, et que A6, A'B' , A^'B'%..., sont des positions infiniment voisines de 
la droite mobile. Alors, d'après la définition de la surface, les deux génératrices 
consécutives AB et A'B' se couperont nécessairement (*) en un certain point M'; 
de même la génératrice A'B' sera rencontrée par A''B'' en un point M^', et celle-ci 
le sera par la suivante en un point M"', etc. ; de sorte que ces intersections succes- 
sives donneront lieu à un polygone MM'M"M'"...; ou plutôt, puisqu'on suppose 
les génératrices infiniment rapprochées, cela formera une courbe continue 
VM]VrM''Uà laqnelle toutes ces droites seront évidemment tangentes, et qui se 
nomme C arête de rebroussement de la surface, par une raison que nous explique- 
rons bientôt (n*178). 

175. [Fig. 5i.) Cela posé, je dis que la surface engendrée d'après la loi pré- 
cédente est développable. En efiet, puisque les deux génératrices consécutives AMB 
et A^M^ Basent dans un même plan, elles comprennent entre elles une zone angu- 

i*) Elles pourraient être parallèles; mais en considérant alors leur point de section comme situé 
à rinfini, on retrouvera toig'ours ce cas particulier dans Tespèce générale. 
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laire delasarface, infiniment étroite, mais indéfinie en longueur, et qui est né- 
cessairement p/ane; car, pour les diverses courbes tracées sur la surface» les élé- 
ments linéaires AA\ PP\... ayant deux points communs avec les droites AH 
et A'M% se trouvent tous dans le plan de ces deux génératrices. De même, les 
génératrices A' M' B' etA''M"B" comprennent un autre élément superficiel , qui est 
plan et dune longueur indéfinie; et ainsi des autres. Alors, si Ton fait tourner le 
premier élément autour de la droite A' M' B' comme charnière, jusqu'à ce qu'il 
vienne dans le plan et à la suite du deuxième élément ; puis, que Ton rabatte 
autour de A'^B'' le système de ces deux éléments sur le plan du troisième, on 
finira, en continuant ainsi, par dérouler sur un plan unique toute la surface 
proposée y sans discontinuité et sans altérer sa superficie. D'ailleurs il est bien 
évident : i* que par cette transformation on n'aura nullement changé les lon- 
gueurs des portions de génératrices MA, M'A',..., non plus que celles des arcs 
AA', A' A",... ; 2*» que les angles MAA' ou MAT, MA' A" ou MA'T',... formés par 
les génératrices avec les tangentes d'une courbe quelconque AD tracée sur la sur- 
face, resteront aussi invariables; 3** qu'au contraire les angles de contingence tels 
que TA' T', ou leurs suppléments comme A A! A", changeront de grandeur, et 
qu'ainsi la courbe AD aura pour transformée une ligne dont la courbure ne sera 
plus la même que primitivement , quoiqu'elle conserve le même périmètre. Par là, 
il demeure donc prouvé que toute surface qui satisfera à la condition du n* 17ft, 
sera développable. 

i76. Réciproquement, cette condition est nécessaire; car, pour qu'une surface 
puisse être étendue sur un plan sans déchirure ni duplicature, il faut évidemment 
qu'elle se compose d'éléments superficiels plans , qui soient réunis seulement 
deux à deux par des bords rectilignes indéfinis , afin que ces droites puissent servir 
de charnières pour faire tourner ces éléments superficiels, et les amener dans un 
plan unique à la suite les uns des autres. Tandis que, si la droite intersection de 
deux éléments contigus était limitée par la rencontre d'un troisième élément, il 
existerait en cet endroit un angle tricdre ou polyèdre, dont les faces ne pourraient 
être étendues sur un plan, sans laisser entre elles dés interstices; et comme cette 
circonstance se répéterait pour chaque point où se réuniraient plus de deux éléments 
superficiels, il n'y aurait plus de continuité dans le développement de la surface, 
et la superficie en serait altérée. Mais dès lors que les éléments superficiels se 
coupent ainsi deux à deux suivant les droites indéfinies , on voit bien que la surface 
sera le lieu de génératrices rectilignes situées deux à deux dans un même plan ; et 
couséquemment la condition énoncée au n** 17ft est vraiment nécessaire pour que 
la surface soit développable. 

177. Il résulte imm'édiatement de là que le plan qui touche une surface dévelop- 
pable dans un point quelconque P, est tangent tout le long de la génératrice APMB 
qui passe par ce point. En effet, puisque (n* i75) toutes les courbes AD, PX, 
6* édU. ii 
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BC,... ont leurs éléments Irnéaires ÂA\ ¥P\ BB^,... sitaés dans le plm des 
droites infiniment voisines ÂM'B, A'M^B% il s'ensuit que ce plan renferme toutes 
les tangentes en A, P, B,..., et par conséquent c'est bien un seul et môme plan- 
AM' A' ou BAT, qui touche la surface développable tout le long de la génératrice 
AMB. Ainsi y dorénavant , quand on voudra construire le plan tangent relatif à uii 
point Q donné sur une telle surface, il suffira de le faire passer par tagénêrauriet 
AQB et par la tangente AT à une courbe tracée sur cette surface par un point que^ 
conque de AB. 

Cette proposition, que nous avions déjà démontrée (n"99, 10*) pour les cy^ 
lindres et pour les cônes, est donc commune à toutes les surfaces développables*; 
et elle mérite d'autant plus d'attention , qu'elle ne se vérifiera pas dans les surfaces 
gauchesj quoique celles-ci admettent pareillement des génératrices rectilignes; 
D'ailleurs, elle va nou^ servir bientôt à indiquer un nouveau mode de génération 
des surfaces développables, en les regardant comme des enveloppes d'un plan 
mobile (n"183). 

Observons aussi que le plan AM'A^ ou BAT qui est tangent à la surface déve- 
loppable, coïncide précisément av.ec le plan osculaieur de l'arête de rebroussement 
VMU, puisque les deux génératrices AM' et A' M' sont tangentes à cette courbe. 

178, (Fig. 5i. ) Nous avons dit que la courbe VMU formée par les intersections 
successives des génératrices , se nommait l'arête de rebroussement de la surface déve- 
loppable; et pour sentir la justesse de. celte dénomination, il n'y a qu'à regarder 
chaque génératrice AB comme composée de deux parties MA et MB, l'une située 
au-dessous et l'autre au-dessus du point de contact M ; puis désigner sous le nom 
de nappe inférieure la portion de surface engendrée par les parties MA, M'A', 
M" A",..., tandis que les parties MB, M'B', M"B",... formeront la nappe supé- 
rieure (*). Alors, si l'on veut passer d'une nappe à l'autre, en cheminant sur la 
surface tl'une manière continue et dans une direction quelconque (excepté dans la 
direction d'une génératrice), on s'apercevra aisément que ce passage ne peut 
avoir lieu qu'en suivant une courbe 6Na, qui présentera un point de rebroussement 
à l'endroit où elle rencontrera la ligne VMU. 

Comme cette circonstance est très-importante à remarquer, essayons de la rendre 
plus sensible, en projetant toute la figure sur un point horizontal quelconque; 
soient donc vnu {fig. 5a) la base du cylindre vertical qui passe par la courbe VNU, 
et aby a'i/,,.. (fig. 5i et Sa) les projections des génératrices, lesquelles seront né- 
cessairement tangentes à vnu. Il s'ensuit déjà qu'aucune de ces droites ne péné- 



(♦) Ce6 parties de génératrice se prolongeraient indéfiniment; mais, pour rendre plus sensible la 
forme opposée des deux nappes, nous supposons ici que ces droites se terminent à deux plans hori- 
zontaux qui coupent la surface suivant les courbes AD et BC, dont la première tourne sa convexité, 
et la seconde sa ccmcavité vers robservateur. 
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trera dans le cylindre vertical vnu, et qu'ainsi les deax nafypet de la surface déve- 
loppable restent en dehors de ce cylindre ^ sur leqael elles viennent s^appayer le 
loog de la courbe YNU* D'ailleurs, si Toa regarde ce cylindre cooune un corps 
soiide, et la génératrice projetée sur ab comme une droite h^ezible qui roule, 
sans glisser, sur ce cylindre en demeurant tangente à la courbe YNU , il est évident 
que cette droite mobile parcourra la surface développable en question. Or dans 
ce mouvement on aperçoit bien qu'un point quelconque 6 , fixement attaché à la 
partie supérieure mb de la génératrice , ira d'abord en se rapprochant du cylindre , 
et viendra en ff quand la génératrice se projettera sura!b\ puis en n lorsqu'elle 
sera projetée sur a!'b". Mais, au delà de cette position, le point générateur se trou- 
vera aie-cfes^oii^ du point de contacide la génératrice, quand elle continuera de rouler 
sur le cylindre vertical ; de sorte que le point mobile commencera dès lors à s'é- 
carter de plus en plus de ce cylindre, et il viendra en a" pour la position af^^b'"^ 
en a"" pour a""b""j..^. D'où Ton doit voir clairement que la courbe Sona' décrite 
parle points, se composera de deux branches qui offriront un rebronssement 
en n, et dont la première è&n sera située sur la nappe supérieure de la surface, 
tandis que l'autre «s'usera sur la nappe inférieure. Nous étudierons en détail, au 
n"" 456, le cas particulier on la courbe YNU est une hélice. 

£79. En résumant tout ce qui précède, on trouve les conséquences suivantes : 
i\ Pour qt^ une surface soitdévelojppable^ il faut et il suffit qu'elle soit engendrée par 
une droite qui se meuve de manière que toujours deux positions consécutives se trouvent 
dans un même plan. C'est là une propriété caractéristique pour toutes les sur- 
faces de cette classe , laquelle comprend évidemment les deux genres particuliers 
des cylindres et des cônes; puisque, dans le premier, les génératrices rectilignes 
sont toujours parallèles , et que dans le second elles se coupent toutes au même 
point. 

2*. Une surface développable admet êoujours une arête db ribrodssbiient formée 
par les intersections successives des génératrices; ces droites sont tangentes à l'arête 
do rebroussement, qui d'ailleurs divise la surface en deux nappes distinctes. Dans 
tes surfaces coniques , l'arête de rebroussement se réduit à qb point unique qui est 
le sommet; et dans les cylindres, cette arête se trouve transportée tout entière 
à une distance indéfinie. 

â"". Le plan tangent d'une surface développable est commun pour tous les points 
d'une même génératrice rectiligne, et il coïncide avec le plan osculateur de l'arête 
de rebroussement. ^ 

4^ Dans le développement de la surface, les portions des génératrices, aussi bien 

que les arcs d'urne courbe quelconque tracée sur la surface, ne changent pas de lon^ 

gueur absolue; et les tangentes à cette courbe forment avec les génératrices des angles qui 

'demeureni constants. Mais il n'en est pas ainsi des angles de contingence , compris 

entre deux de ces tangentes consécutives; et par conséquent la courbe primitive a 
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pour transformée une ligne donl la courbe n'est plus la même qu'auparavant {*). 
180. {Fig. 5i.) Voyons maintenant de quelle manière on pourra remplir la 
condition qui a servi (n** 17^) à la définition des surfaces développables. Prenons 
deux courbes quelconques AD et BC fixes dans Fespace; puis, assujettissons une 
droite mobile à glisser sur ces directrices, mais de manière que ses positions con- 
sécutives se trouvent deux à deux dans un même plan. Après avoir choisi sur la 
première courbe un point quelconque A\ il ne faudra pas le joindre avec un point 
arbitraire de' la deuxième, parce que rien n'assurerait que la droite ainsi tracée 
serait dans un même plan avec la position très-voisine qu'elle prendrait ensuite (**); 
mais imaginons une surface conique qui ait pour sommet le point A^ et pour base 
la courbe BC, et menons-lui un plan tangent qui passe (n"* 125) par la droite AT 
tangente au point A' de la directrice AD; alors, si Ton construit la droite A'B' 
suivant laquelle ce plan touchera le cône auxiliaire, je dis que Â'B' sera la position 
que doit prendre la génératrice de la surface développable lorsqu'elle passe par le 
point A' de la directrice; et les autres positions A"B", A"^B''',.., s'obtiendront d'une 
manière semblable. Pour justifier cette construction, il sufiit d'observer que, 
quand la droite mobile passera de la position A' B' à une position infiniment voi- 
sine A"B" , elle pourra être censée glisser sur les tangentes A'A"T' et B'B"S' qui 
coïncident avec les vraies directrices dans l'intervalle des éléments A' A" et B'B": 
or ces deux tangentes sont évidemment situées dans, un plan unique, qui est le 
plan langent que nous avons mené au cône auxiliaire; donc aussi les deux généra- 
trices A'B' et A"B" se trouveront dans ce même plan. 

181. (Fig. 5i.) IlsuQirait même d'assigner une seule directrice pour déterminer 
complètement la surface développable, si Ton assujettissait la droite mobile à de* 
meurer constamment tangente à cette courbe. Soit, en effet, VNU une ligne quelconque, 
fixe dans l'espace, mais qu'il faut choisir à double courbure, si l'on ne veut pas 
retomber sur un simple plan. Construisons les tangentes AMB, A'M'B', A''M"B",.** 
pour des points M, M^W ^ extrêmement rapprochés sur la courbe ; ce seront là 
autant de positions de la droite mobile, et je dis que la surface, lieu de toutes ces 
positions, sera développable. Car les deux génératrices infiniment voisines A&IB et 
A'M'B' ont de commun avec la courbe, l'une l'élément MM', l'autre l'élément 
M'M"; donc ces génératrices se coupent au point M', et, par conséquent, elles 
sont bien situées dans un même plan. Un raisonnement semblable s'appliquerait aux 



(*) On doit excepter néanmoins Tarôte de rebroussement , pour laquelle tes angles de contingence 
restent invariaides, puisqu'ici ces angles sont formés par les génératrices entre elles, et que ces droites 
^rfentpréGisémeat de charoières pour exécuter le développement. Ainsi, par exemple, l'angle AM' A' 
demeure constant, aussi bien que son supplément MM' M''. 

(♦♦) À moins qu'on ne voulût laisser immobile le point de la droite placé en A' et faire glisser seu- 
letneiit l'autre extrémité sur la courbe BC ; mais par là on n'obtiendrait qu'une suriface conique, genre 
trop particulier de surface développable pour que nous nous y arrêtions. 
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autres génératrices consécutives : ainsi il est certain que la surface, lieu de toutes 
ces tangentes, est développable ; et dans le cas actuel, la courbe directrice YNU 
est précisément Faréte de rebroussement , qui a toujours pour plans osculaleurs les 
plans tangents (n** 177) de la surface développable. 
Voici encore quelques autres manières d'engendrer une surface développable. 

182. ( Fig. 53. ) Si , sur une surface donnée que nous désignerons simplement par 
S, on trace unq courbe fixe et quelconque CND...; puis, que par des points très^- 
voisins N, N', N",..., pris sur cette ligne, on mène à la surface des plans tangents 
P, P', P",..., qui sont ici figurés seulement par les droites NP, N'PV.-^ ces plans 
se couperont consécutivement suivant les droites AM, A'M', A^'M'V'-> 9"* *^ ^^ou^ 
veront deux à deux dans un même plan. En effet , les deux premières résultant des 
intersections du plan P' avec le précédent P et avec le suivant V\ sont évidem*- 
raent situées Tune et l'autre dans le plan P'; de môme les droites A' M' et A'^M" 
sont toutes deux dans le plan P", et ainsi de suite. D'où il résulte que ces diverses 
intersections déterminent une série de faces planes et angulaires AMA', A!W h!\ 
M'Wk!'\...^ qui approcheront de former une surface co;2(fwue , et évidemment dé- 
veloppable, d'autant plus exactement, que les points de contact N, N', N",.-. 
seront plus voisins sur la courbe CD. Or,, pour atteindre à cette limite , il suffit 
d'imaginer que le plan P roule sur la surface S par un mouvement continu, en 
lui demeurant perpétuellement tangent le long de la courbe donnée CND; alors 
on dit que la surface développable en question est f enveloppe des posiiiens que 
prend le plan mobile^ parce qu'en effet elle est touchée par ce plan dans chacune de 
ses positions, puisque celles-ci ne sont autre chose que les prolongements des 
petits éléments superficiels AMA', A'ftf A",... qui composent la surface. 

183. Ceci n'est point particulier à la surface qui nous occupe , et l'on peut dire 
généralement que toute surface développable est C enveloppe des positions d'un ptahmo^ 
6i/e assujetti à se mouvoir suivant une loi déterminée. En effet, dans le cas général, 
nous avons vu (n* 177) que la surface était touchée tout le long de la génératrice 
AA (fig. 5i ), par un plan unique qui renfermait la génératrice infiniment voisine 
A'B\ et qui, par suite, était le prolongement de l'élément superficiel AM'A'; de 
même, le plan tangent consécutif serait le prolongement de l'élément A'M"A'', et 
ces deux plans se couperaient suivant la droite A'M'B'; de sorte que les diverses 
génératrices étant les intersections des plans tangents consécutifs, on peut obtenir 
ces droites ou bien engendrer la surface développable, en faisant mouvoir un plaA 
indéfini, de manière qu'il prenne successivement les positions AM'A', A'M"A'%...» 
Mais, dans chaque surface particulière^ le mouvement du plan mobile devra être 
réglé par une loi déterminée ^ c'est-à-dire par des conditions telles, que ce plan ne 
puisse prendre qu'une position unique, pour chaque point de l'espace par lequel il 
passera, 

îSh* Ainsi y par exemple^ on peut assujettir le plan mobile à rouler sur deux sur^ 
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fiiees fixes <, en demeurant constamment tangent à ces deux surfaces , poomr toute- 
ibis que ni Tune ni Tautre ne soient développables ; car on doit sentir que la 
condition de toucher une surface de ce dernier genre , même en un point indéter- 
miné , équivaudrait à deux conditions distinctes, parce que le (X)otact s'étendrait 
nécessairement tout le long d'une môme génératrice (n" 177). Cette restriction 
est analogue à ce que nous avons dit pour les cylindres et les cônes dans les 
«'' 118 et i^. 

185. On peut a«ssî exiger que le plan mobile soit constamment osculateur 
{n'' 167) à une courbe fixe, telle que la ligne YNU de la)^. 5i; c'est-à-dire qu'il 
passe toujours par deux éléments consécutifs de celte ligne, qui alors deviendra 
-évidemment l'arête de rebroussement de la surface développable, formée par les 
intersections successives du plan mobile. 

186. Enfin, on peut faire mouvoir ce plan de manière qu'il reste perpétuelle- 
aient normal (n'**168) à une courbe donnée YNU ; car on reconnaîtra, comme au 
n"" 182, que ses diverses positions se couperont consécutivement , suivant des 
■droites qui se trouveront deux à deux dans un même plan , et formeront ainsi une 
surface développable. Cette surface se réduirait évidemment à un cylindre , si la 
courbe donnée VNU était plane , puisque alors tous les plans normaux se coupe* 
jraient suivant des droites perpendiculaires au plan de YNU, et par conséquent 
fiarallèles entre elles. 

187. (Fig.Si.) Examinons, maintenant , quelle condition doit, remplir une 
a)urbePP'X tracée sur une surface développable quelconque, pour qu'elle âoit 
ia ligne la plus courte entre deux de ses points P et X. Il faut et il suffit qu'elle 
devienne reciiligne après le développement de la surface ; car , dans cette opération , 
Jdous savons (n"* 179, 4'') que chaque transformée conserve la même longueur que 
ia courbe primitive; et quand la surface est étendue sur un plan, il est bien cer- 
tain qu'une droite est la plus courte ligne entre deux de ses points : donc, etc. 

Or, pour que la courbe PP'X admette une transformée rectiligne, il est né^ 
cessaire et suffisant que deux éléments consécutifs fassent toujomrs des angles égaux 
avec la génératrice iiUermédiaire ^ c'est-à-dire que l'on ait pour chaque point de la 
oourbe, la relation 

angle1AP'R = m'f\ 

Su effet, comme ces deux angles resteront invariables de grandeur quand on fera 
lourner le premier autour d^i côté commun MF, il est évident que lorsqu'ils 
seront amenés dans le même plan , les deux éléments FF et f'f" se trouveront 
dans le prolongement l'un de l'autre, si la relation précédente «st vérifiée. Telle 
eet donc ia condition que doit remplir ia courbe PX pour être minimwn : mais il 
6D résulte une autre propriété qui mérite d*étre remarqviée. 

188. La courbe minimum PX a tous ses plans osculateurs normaux à la stÊffade 
développable sur laquelle elle est tracée. fVmr le démontrer, j'observe q%ie, d'après 
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la relation adnise dans le numéro précédent , les deux tange&tes eonfiécuiîves 
PP^R et FFR' font des angles égaux avec la génératrice A'M'; d*où il suii que 
ces tangentes sont deux arêtes d'un cône droit qui aorait pour axe la ligne Â^M^; 
et puisqu elles sont infiniment voisines , on doit regarder le plan RFR' comme 
tangent au cône dont il s'agit, le long de Taréte RP'. Mais, dans toute surface de 
révolution, le plan tangent (n"" 129) est perpendiculaire au plan méridien qui 
passe par le poiot de contact; donc ici le plan RFR' est perpendiculaire sur le 
plan AM'A' qui contient Taxe du cône et Taréte de contact FR. Or le premier de 
ces plans n'est autre chose que le plan osculateur PPT'' de la courbe proposée, 
et le second est précisément le plan tangent de la surface développable ; par eonr 
séquent, il est vrai de dire que chaque plan osculateur delà courbe minimum est 
normal à cette dernière surface. 

189. {Fig. 53.) Cette propriété dont jouit la courbe minimum est d'autant plus 
remarquable qu'elle se trouve également vérifif^e , quelle que soit la surface sur 
laquelle est tracée une pareille courbe. Soit, en effet, GND la ligne la plus courte 
entre toutes celles qui, sur une surface quelconque S, réunissent les deux points 
C et D : si par tous les points N, N', N'V** ^^ ^^^^ courbe, nous menons des 
plans tangents à S, ils formeront, comme nous l'avons vu (n** 182), une surface 
développable S' circonscrite à S, et qui aura évidemment les mêmes plans tangents 
que cette dernière tout le long de la courbe minimum. Il suit de là que , dans la 
direction CND, chaque élément superficiel (infiniment petit en tout sens) de la 
surface S sera commun à la surface S', et qu'ainsi la courbe CND, qui est sup- 
posée minimum sur la première, devra aussi se trouver minimum sur la seconde; 
mais, par cette dernière condition, la courbe CND aura ses plans osculateurs per- 
pendiculaires (n* 188) aux plans tangents de la surface développable S'; et comme 
ceux-ci sont les mômes que les plans tangents de S, on est en droit de conclure 
que , sur une surface quelconque , la courbe minimum a tous ses plans osculateurs hor- 
mâcx à cette surface. 

CHAPITRE II. 

DES SURFACES ENVELOPPES. 

190. On appelle surface enveloppe , ou simplement enveloppe , le lieu des inter- 
sections consécutives d'une autre surface mobile, qui varie de position et même 
de forme, d'après une loi déterminée. Ce lieu ayant, comme nous allons le voir, 
la propriété de toucher le long d'une courbe, chacune des positions de la sorfece 
mcA>ile est appelée avec raison l'enveloppe de toutes ces positions, tandis que ces 
dernières se nomment les enveloppées. D'ailleurs, par un motif q«e nous expli- 
querons plus tard (n*" 203), on donne le nom de caractéristique k l'iotersection de 
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deux enveloppées consécalives, et c'est le long de cette caractéristique qu'a lieu 
le contact de Tenveloppe et de l'enveloppée. Ainsi, lorsqu!un plan se meut suivant 
une certaine loi (n*" 182-186), il admet pour enveloppe une surface dévelop- 
pable, lieu de ses intersections successives qui sont ici des droites, et voilà les ca* 
ractéristiques ; tandis que les enveloppées sont les diverses positions du plan mo« 
bile, dont chacune touche l'enveloppe suivant une de ces caractéristiques. Mais 
pour mieux éclaircir ces notions générales, il faut considérer des exemples moins 
particuliers, et où les enveloppées soient des surfaces courbes. 

191. {Fig. 55.) Imaginons une sphère mobile, dont le centre parcourt la 
verticale OZ, et dont le rayon OA varie suivant une certaine loi; de manière, par 
exemple, qu'il coïncide successivement avec les diverses ordonnées OA, O'A', 
0"A",.-« d'une courbe AA'X tracée dans le plan vertical de la figure. Alors deux 
sphères infiniment voisines, et 0', se couperont évidemment suivant un cercle 
horizontal projeté sur la corde BC ; de même la sphère 0' coupera la troisième 0^ 
suivant le cercle B'C, et ainsi des autres. Or tous ces cercles ayant leurs centres 
sur OZ et leurs plans perpendiculaires à cette droite, appartiendront (n* 78) à une 
surface de révolution qui touchera^ en l'enveloppant, chacune des sphères mobiles. 
En effet, les deux cercles infiniment voisins BC et Q'C se trouvant à la fois sur la 
surface de révolution et sur la sphère 0', ces deux surfaces ont de communs tous 
les éléments superficiels situés sur la zone infiniment étroite BB'C'C : par consé- 
quent elles ont l'une et l'autre les mêmes plans tangents, ou bien elles se touchent 
tout le long de cette zone. De môme, la surface de révolution sera tangente à la 
sphère 0" le long de la zone B'B"C"C'; ainsi celte surface générale est bien Venve^ 
loppe de toutes les sphères qui sont les enveloppées , et le contact avec chacune 
d'elles a lieu le long d'un des cercles BC, B'C',..., qui sont les caractéristiques ou les 
intersections de deux enveloppées consécutives. 

192. Si l'on ne considère, pour un instant, que les grands cercles des sphères 
mobiles qui sont situés dans le plan vertical de la figure, on voit que leurs circon- 

-férences forment, en s'entre-coupant, une suite d'arcs BB', B'B",.-- dont la ligne 
enveloppe donnera évidemment le méridien DBB'F de la surface de révolution. La 
forme de ce méridien dépendra delà loi suivant laquelle varieront les rayons OA , 
O'A',.--; si, par exemple, tous ces rayons étaient constants de grandeur, les ca- 
ractéristiques seraient toutes des grands cercles égaux entre eux , et le méridien 
une droite parallèle .à OZ. Ainsi, lorsqu'une sphère constante de rayon a son centre 
en mouvement sur une droite ^ r enveloppe de l'espace qu'elle parcourt est un cylindre 
de révolution. 

193. Lorsqu'au contraire le méridien DBF d'une surface de révolution est as- 
signé d'avance, il faut évidemment rendre chacune des enveloppées sphériqueé, 
tangente à ce méridien, en prenant les normales BO, B'O',.-- pour les rayons de 
ces différentes sphères ; ainsi , l'om peut dire généralement que toute surface de ri-- 
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voluiion est C enveloppe de V espace parcouru par une sphère mobile^ qui a pour rayon 
variable la portion de chaque normale comprise entre le méridien et Faxe. 

19b. Les surface^ de révolution admeltent aussi pour enveloppée une autre 
surface génératrice dont la forme très-simple en rend l'emploi fort utile dans cer- 
tains arts. Imaginons que par des points très-voisins M, M', M",... {fig. 55) pris 
sur le méridien FDY, on lui mène des tangentes MT, MT, M"T", et qu'on les fasse 
tourner en même temps que le méridien, autour de l'axe YZ. Par là, ces tangentes 
engendreront des cônes droits qui toucheront la surface de révolution chacun le 
long d'un parallèle; car la tangente MT ayant avec la méridienne l'élément MM' 
commun , tous les éléments superficiels situés sur la zone infiniment étroite MM'N'N 
seront conununs au cône TMN et à la surface générale; donc ces deux surfaces se 
trouveront tangentes l'une à l'autre tout le long de cette zone. D'ailleurs, deux 
cônes consécutifs, TMN et T'M'N', se couperont évidemment suivant le parallèle 
M'N' qui réunit les deux zones de contact; d'où il résulte que toute surface de 
révolution peut aussi être regardée comme C enveloppe (*) de C espace parcouru par 
un cône droit variable TMN, qui se meut de manière que son sommet reste sur Faxe^ 
pendant que sa génératrice reclitigne demeure tangente à la méridienne. 

195. C'est par ce mode de génération que les tourneurs exécutent des surfaces 
de révolution. En effet, lorsqu'ils présentent au solide animé d'une vitesse de rota- 
tion le tranchant rectiligne de leur ciseau , ils produisent sur ce cylindre un tronc 
de cône qui est une des enveloppées de la surface générale qu'ils veulent obtenir; 
puis, en variant convenablement l'inclinaison de ciseau, ils engendrent une série 
de zones coniques qu'ils savent fondre ensuite les unes dans les autres, en inter- 
calant de nouvelles enveloppées, jusqu'à ce qu'ils arrivent à une surface qui soit 
sensiblement continue. 

Cest encore par le secours des enveloppes que les ferblantiers exécutent des sur- 
faces développables; car ils se servent d'une enclume cylindrique ou conique, 
pour plier peu à peu la feuille de fer-blanc le long d'une série de droites tracées 
dans son plan ; et celui-ci devient alors l'enveloppée mobile dont les petites zones 
élémentaires composent la surface générale , laquelle se trouve ainsi l'enveloppe de 
toutes les positions qu'a prises le plan mobile de la feuille de métal. 

196. Outre les enveloppées sphériques ou coniques qu'admettent les surfaces 
de révolution, ces dernières pourraient être encore produites par le mouvement 
d'un cylindre. En eflet, si, par tous les points de la méridienne, on mène des droites 
perpendiculaires à son plan, et que l'on fasse tourner ce cylindre autour de l'axe, 
l'enveloppe de toutes ces positions sera nécessairement la même surface de révo- 

n n ne faut pas attacher à ce mot d'enveloppe Vidée d*une surface qui en renferme d'autres dans 
son Intérieur. L'enveloppe peut être en dehors ou en dedans des enveloppées, et Ton veut seulement 
exprimer qu'elle touche chacune de celles-ci tout le long d'une courbe. 

6* édit. 12 



90 uvBE m. — «iTRFàCBS imSybloppables bt enveloppes. 

kitîoB que produirait la rotalion de la méridienne ; car chaque arête de ce cylindre 
mobile a évidemment, pour courbe enveloppe de toutes ses positions individuelles, 
le parallèle de la surface qu'aurait décrit le point correspondant de la méridienne. 

Avant de passer à une espèce très-générale de surfaces enveloppes, qui manifes- 
tera une circonstance bien remarquable produite par les intersections des caracté- 
rîstiqnes, étudions d'abord quelques propriétés des lignes enveloppes relativement 
aux courbes planes. 

i«7. DÉVELOPPÉES des courbes planes. {Fig. 56.) Soit ABX une courbe quel- 
conque tracée dans un plan ; concevons-la divisée en éléments égaux BB' = B'B^' 
=s:B"B"^,..., et, par le milieu de ces éléments, menons les normales infiniment voi- 
sines MC, M'C, M^C",.*- q«i> par leurs intersections successives, formeront une 
courbe CC'C"... à laquelle elles seront tontes tangentes. Cette courbe DCY, enve- 
loppe de toutes les normales à la ligne primitive ABX, se nomme la développée de 
celle-ci , tandis que la ligne ABX reçoit le nom de développante par rapport à la 
courbe DCY ; ces dénominations vont être justifiées par les relations suivante». 

Le point C où se coupent les deux normales MC et M'C, élevées sur les milieux 
des éléments égaux BB'et B'B", se4rouve évidemment à égale distance des trois 
* points B, B', B'^; par conséquent C est le centre d'un cercle qui aurait, arèc la 
courbe AX , deux éléments communs BB' et B'B'^. Or, comme on ne saurait assujettir 
une circonférence à passer par plus de trois points , c'est donc là le cercle qui , 
parmi tous les autres, approche davantage de se confondre avec la courbe AX 
dans les environs de B ; aussi on rappelle le cercle osculateur de cette ligne pour le 
point B. Quant au rayon de ce cercle osculateur, ce serait à la rigueur une des 
trois lignes CB t= CB'= CB'^; mais on peut y substituer CM = CM', parce que ces 
diverses droites sont les rayons de deux cercles circonscrit et inscrit au même po- 
lygone BB'B'', et l'on sait qu'à la limite, ou pour les éléments infiniment petits, 
ces deux circonférences coïncident (*). D'où îl résulte que te centre C et le rayon 
MG du cercle osculateur ^ sont déterminés par la rencontre de deux nortnales infiniment 
voisiness 

199. Cette droite MC s^appelle aussi le rayon de courbure de la ligne ABX pour 
le point M , parée que sa longueur, plus ou moins grande , indiquera une cour- 
bure plus ou moins fieiible. En effet, si nous voulons acquérir une idée nette de la 
courbure d'une ligne ABX , regardons-la comme un polygone que Ton aurait formé 



n Les lignes CM et CM' sont égales, attendu que les éléments BB' et B'B'' étant ici de même lon- 
gueur, les triangles rectangles CMB' et CM'B' seront égaux. D'ailleurs le premier de ces triangles donne 



CM=v/CB'«~MB'« = CB'j^i-^j»; 



et, en développant, on voit que quand MB' sera infiniment petit, la différence entre CM et CB' ne sera 
qu'un infiniment petit du second ordres quantité qui doit être négligée, même vis-à-vis de MB'. 
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ea pliant sttcoessiveiDeiit une droite BVb^'b'\.. autour des points B'^ b% b'\..r, de 

cette manière, il est évident que la courbure au point B' sera exprioiée par Técart 

que l'on aura mis entre les éléments B'6" et B'B", c'est-à-dire par Y angle de coitân- 

fÊfice TWVf ou plutôt par lare e qui mesurerait cet angle dans un cercle dont le 

rayon serait Tunité. Or Tangle TB'T' égale Tangle MCM\ et celui*ci comprend un 

arc de courbe MB' M' qui se confond avec le cercle osculateur décrit du rayon MC ; 

donc Tare e, semblable à MB' M', et décrit avec un rayon égal à Tunilé, aura pour 

valeur 

MB' M' BB' ds 



MC MC p 



n 



Mais comme la courbe ÂBX est divisée en éléments tous égaux entre eux , la quan- 
tité ds sera constante ; et il résulte de la valeur précédente que ta œurbure, indi- 
quée par e , variera d*un point à un autre de la ligne ABX , en raison inverse du 
rayon MC = p. {Voyez n' 653.) 

199. (Fîj.^6.) Maintenant, si Ton plie un fil flexible MCC'C'Y le long de la 
développée , et qu'après avoir attaché fixement un des points de ce fil , par exem- 
ple Y, on donne à la partie rectiligne CM une longueur telle, que l'extrémité M 
aboutisse sur la développante ÂBX, cette extrémité parcourra exactement la ligne 
ABX, quand on déroulera successivement le fil en le tenant toujours tendu. En 
effet, lorsque le contact du fil avec la développée sera venu de C en C, la partie 
rectiligne du fil MC :=M'C se sera accrue de CÇ', et elle aura alors pour longueur 
totale M'C + CC' = M'C'; mais, puisque cette dernière ligne (n* i97) est égale à 
M"C', il s'ensuit que l'extrémité mobile M aboutira précisément en M". Il en serait 
de même pour toutes les positions successives du fil, qui peut ainsi servir à décrire 
la développante^ en le déroulant de dessus la développée; d'ailleurs, il résulte de là 
qu'un arc quelconque CC'C" de la développée^ est égal à la différence des deux rayons 
de courbure MC et M"C'' qui aboutissent à ses extrémités. 

Observons, en oi^j^e, qu'une courbure déterminée ABX n'admet jamais qu'une 
dévelopi)ée unique; tandis qu'une même développée DCY correspond à une infinité 
de développantes, puisqu'en prenant sur le fil MCC'Y divers points M, m,..., iU 
décriront des courbes différentes MM'M"X, mm'm^a;,...., qui seront autant de 
développantes de la même développée DCY. Toutes ces développantes auront évi- 
demment leurs normales communes, et se trouveront partout équidistantes dans la 
direction de ces normales; mais elles différeront beaucoup les unes des autres, 
quant à leurs propriétés et à leurs équations. 

200. Pour citer quelques exemples simples de la théorie des développées, nous 
diccms que si la courbe ABX {jig. 56) était une parabole du deuxième degré, sa 
développée se composerait de deux branches indéfinies, telles qm DCY et DY^ 
placées L'une au-dessous, l'autr^e au-dessus de l'axe AD, et qui viendraient s'y 
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réuDÎr en formant un rebroussement au point D. Ce point est éloigné du sommet A, 
de la quantité AD= 2AF= le demi-paramètre, et cette droite AD est aussi le 
rayon de courbure de la parabole pour le sommet A. 

Dans une ellipse ABDE {fig. 76) dont les demi-axes sont OA=a, OB = A, la 
développée est une courbe aSSt composée de quatre branches qui présentent antant 
de points de rebroussement , placés à des distances 

A« = D3=-, B6 = Ee = T. 
a b 

Ce sont là aussi les grandeurs des rayons de courbure pour les sommets A et B; 
car les deux branches aS et Sd servent à décrire la demi-ellipse ABD , tandis que 
les deux autres «e et eJ se rapportent à la portion inférieure AED. 

Dans un cercle, la développée se réduit à un point unique, qui est le centre, et 
le rayon de courbure est constamment égal au rayon même du cercle donné. 

201. Mais, pour obtenir des résultats plus intéressants dans les applications 
que nous allons faire aux surfaces enveloppes, nous admettrons ici que l'on s'est 
donné immédiatement une développée circulaire YDFE {fig. 54), et qu'on en a 
déduit la développante YO"0'OX, en déroulant un fil plié sur le cercle, et dont 
Textrémilé mobile aurait d'abord coïncidé avec le point Y. Pour tracer graphi- 
quement celte courbe, on divisera la circonférence en parties égales, douze par 
exemple; puis, en portant sur les tangentes FO, F'O', F"0",." des longueurs égales 
à ^, ~, 77,... de cette circonférence, on obtiendra (n" 199) les divers points 0, 
0', O'V- qu'il faudra réunir par un trait continu. Ce sefa d'autant plus facile, 
qu'on pourra employer à cet effet de petits arcs de cercle décrits avec les rayons 
FO, F'O', F''0",...; car ces distances sont précisément (nM97) les rayons des 
cercles osculateurs de la courbe XOY. , 

Cette développante XOY sera une spirale indéfinie, ayant pour origine le point Y; 
et même on doit regarder la spirale Yo"ox symétrique de la précédente, comme 
étant une seconde branche de la même développante, et comme ne formant avec 
la première qu'une seule courbe dont toutes les parties sont décrites par le mouve* 
ment continu d'un point unique. En effet, si au lieu d'un fil plié sur la développée, 
on conçoit une droite inflexible et indéfinie ASF ab qui, demeurant tangente au 
cercle CY, roule, sans glisser^ sur sa circonférence, il est clair qu'un point 0, fixe 
sur cette droite, viendra successivement se placer en 0', 0" et- Y; puis, si la rota- 
tion de la droite continue dans le même sens, ce point se trouvera dès lors en 
arrière du point de contact, et décrira sans discontinuité la branche Yox. D'ailleurs 
on doit apercevoir que cette manière de décrire une développante quelconque par 
la rotation d'une droite inflexible sur la développée, équivaut à la génération 
indiquée n" 199; mais le mode actuel est plus général, et il devient même néces- 
saire quand la développée offre des points de rebroussement, comme dans l'ellipse, 
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la parabole,..., puisque autrement il faudrait changer souvent le point d'attache 
du fil , pour le transporter d'une branche sur l'autre. 

202. SURFACES CANAUX. {Fig. 54.) Cela posé, imaginons qu'une sphère 
d'un rayon constant , représenté par 0A= OB , se meuve de manière que son centre 
suive la courbe horizontale XOYor; l'enveloppe de toutes les positions de celte 
sphère mobile sera formée (n* 190) par les intersections des enveloppées consé- 
cutives ; ainsi , examinons ce que sont ici ces intersections. Pour deux positions 
voisines et 0' du centre mobile, les deux sphères égales se couperaient suivant 
un petit cercle , dont le plan serait évidemment perpendiculaire sur le milieu de la 
droite 00' qui joint les centres; par conséquent ce petit cercle serait projeté sur 
le plan de notre épure qui est horizontal , suivant une droite perpendiculaire à la 
corde 00', et passant par son milieu. Or, à mesure que le centre 0' se rapproche 
de 0, la corde 00' indéfiniment prolongée approche de plus en plus de la tangente 
à la courbe XOY, et elle coïncide avec celte tangente à la limite : donc, pour deux 
sphères infiniment voisines, la courbe d'intersection est un grand cercle projeté sur 
la normale AOB de la directrice XOY. Il suit de là que l'enveloppe peut être regar- 
dée comme engendrée par le grand cercle vertical AOB, dont le centre parcourrait 
la ligne XOY, tandis que son plan resterait normal à cette ligne ; ainsi , cette 
enveloppe présentera la forme d'un canal curviligne qui aura pour axe la courbe 
directrice XOY, et dont toutes les sections normales à cet axe seront des cercles 
d'un rayon constant. 

203. Ces conséquences continueront évidemment d'avoir lieu quelle que soit 
la nature de la ligne XOY; c'est-à-dire que si Ton adopte successivement diverses 
courbes pour directrices du centre de la sphère mobile, on obtiendra des enve- 
loppes de formes très-variées , mais dont chacune aura pour section normale un 
cercle du rayon OA. Ainsi, ce cercle devient une génératrice déforme invariable, 
commune à toutes tes surfaces qui enveloppent C espace parcouru par une sphère d'un 
rayon constant, et qui imprime à toute celle famille d'enveloppes, un caractère 
distinctif et indépendant de la nature de la directrice XOY ; c'est pourquoi Monge 
a donné le nom de caractéristique à ce grand cercle normal, et généralement il ap- 
pelle ainsi l'intersection de deux enveloppées consécutives, dans chaque famille 
d'enveloppes engendrées par uçe même surface mobile, quelle que soit la loi du 
mouvement de cette dernière surface. 

204. Nous avons dit (n° 190) que l'enveloppe toucherait chacune des enve- 
loppées particulières précisément le long de la caractéristique , qui est ici le grand 
cercle vertical et mobile AOB. En effet, trois positions infiniment voisines S, S', •S*' 
de la sphère mobile, se couperont suivant deux cercles situés l'un et l'autre sur la 
sphère S', et ils y comprendront une zone infiniment étroite, de largeur inégale, 
mais qui sera commune à S' et à l'enveloppe; de sorte que ces deux dernières 
surfaces ayant les mêmes éléments superficiels, ou les mêmes plans tangents tout 
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le long de eettezone, se trouveront bien tangentes Tune à l'autre dans cette région 
commune, qui d'ailleurs comprendra, vers son milieu, la véritable caractéristique 
ou le grand cercle normal à la courbe XOY. Ainsi, il est vrai de dire que le contact 
a lieu le long de cette caractéristique. 

205. Maintenant 9 comparons entre elles les diverses caractérÎBtîqaes projetées 
ici sur ÂOB, A'O'B',*;. {fig. 54), et pour faire mieux ressortir les circonstanoes 
assez délicates de leurs intersections , imitons le procédé indiqué vers la fin du n° 201 
pour décrire la développante : c'est-à-dire, imaginons que le plan vertical AOBF 
da la caractéristique soit inflexible et indéfiniment prolongé; puis, faisons-le 
rouler, sans glissery sur le cylindre vertical FDYE auquel il deoieurera tangent. 
Alors le cercle AOB, entraîné avec le plan mobile, parcourra nécessaireanent 
l'enveloppe qui nous occupe, puisque les conditions précédentes reviennent 
évidemment à dire que le centre de ce cercle se mouvra sur la développante XOY, 
tandis que son plan restera normal à cette courbe. D'ailleurs, tous les points de 
cette circonférence mobile, projetés en B, Ry—, A, décriront d'autres spirales BD, 
EL,..., AA'E, qui seront autant de développantes du cercle FDY, et dont la pre- 
mière et la dernière formeront le contour apparent de l'enveloppe. 

206. Gela posé , tant que , par la rotation du plan vertical AF sur le cylindre 
FDY, l'extrémité B du diamètre du cercle mobile n'aura pas atteint la développée, 
deux caractéristiques consécutives ne se couperont pas; car on sait (n"" i97) 
qu'une normale quelconque AT' à la courbe XOY, ne serait rencontrée par la 
normale infiniment voisine qu'ad point F' situé sur la développée, et ce point se 
trouve en dehors du diamètre A'B' qui limite la projection de la caractéristique. 
Mais, dès que le point B aura touché le cylindre en D, les caractéristiques oonsé* 
cutives commenceront à se couper: en effet, la normale GL^, par exemple, rencon- 
trera la normale infiniment voisine au point L situé sur la développée; et comme 
ce point se trouve en dedans du diamètre 69= AB, il en résulte que les deux 
caractéristiques projetées sur G^ et sur la normale infiniment voisine , se couperont 
en deux points projetés en L , et situés l'un au-dessus , l'autre au-dessous du plan 
horizontal de l'épure. Toutefois, pour justifier complètement cette assertion, il faut 
^jouter que ces deux caractéristiques sont placées (n"* 20ft) sur une même position 
de la sphère mobile; autrement, les plans de ces deux cercles pourraient bien se 
couper suivant la verticale L, sans que leurs circonférences eussent des points 
communs. 

Il résulte de là qu'à partir de la position DI, les diverses caractéristiques circu- 
lâmes se trouveront partagées par leurs intersections consécutives , chacune en 
deux segments projetés 

sur LG, MH, YP, VQ, UT, (N) 
et sur Ljf, MA, Yp, Vç, Ur. (n) 

Les segments de la première série formeront une nappe que nous désignerons 
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par (N), et à laqnelte appariieudront le» earactéristîfRe» totalcis A6^ A^B^,..., 
taadis que les segments de Taatre série donneront iieu à une seconcto nappe (it), 
qui commencera par être renfermée daiM rmtériem* de la première , mais qm 
bientôt en sortira pour s'étendre indéfiniment jusqu'aux caractéristiques totatas 
Qlb\ û6,.... En outre y ces de«x nappes de Tenveloppe se réuniront l\ine à i'airtre 
le long d'une ligne à double courbure projetée sur DLMYVUE , et qui n^est autre 
chose que le <^rd6 vertical AB, dont le plan serait fulié et enro«té sur te cylindre 
de la dé?elof^)ée. 

207. Observons d'ailleurs que cette Kgne à double courbure DYE [fig. 54) eeft 
une véritable aréie de rebroussement pour l'enveloppe totale. €ar, en se rappdanil 
(n** 205) qu'un point quelconque Z de la caraetéristique mobile, déorit les deux 
branches Z aS M et Mydz d'une spirale dont le rebroussement est en M , on doit 
apercevoir que , quand le point mobile Z est en a ou en 6 , il se trouve encore sur 
la nappe (N) placée au delà des poiits de contect D ou L; mais dès que ce point est 
arrivé en y ou en 3, il appartient à la nappe (n) placée en deçà des poidts de con- 
tact Y ou V; par conséquent, le passage de ce poîrrt mobile d'une nappe à l'autre a 
lieu précisément en M, et la forme de la spirale en cet endroit prouve bien que ce 
passage s'effectue par un véritable rebroussement. Comme on en dirait autant des- 
autres points de la caractéristique AB, il en faut conchu^e que la courbe projetée sur 
DMYE est une ligne de rebroussement pour les deux nappes de l'enveloppe. 

Une circonstance analogue se reproduirait dans toutes les enveloppes, quelle 
que fiU la surface mobile qui les engendrerait ; c'est pourquoi Mongb a donné le 
nom général d'arête de rebrounemenî d'une enveloppe, à la ligne formée par les bUeT" 
sections consécutives des diverses caractéristiques; et nons en avions déjà Tencontré 
un exemple remarquable dans les surfaces déveioppables où les caractéristiques 
étaient des droites (n"" 190). 

M8. Revenons à l'enveloppe particulière qui nous occupait, et observons que 
les segments de caractéristiques L^, MA,... qui appartiennent à la nappe (n) doi- 
vent être fondues j parce qu'ils sont invisibles comme étant renfermés dans l'inté- 
rieur de la nappa (N). En effet, on a évidemment 

L6 = LM<Le+eM; 

d'où, en retranchant la partie commune Ls, il résaite que 

eS < eM; 

par conséquent si l'on ramenait sur le cercle AOB les deux pomte projetés eu s eft< 
qui appartiennent l'un au segment LG, l'autre au segment MA, le premier vien-^ 
drait occuper une position s plus voisine du point Z et, par suite, du centre 0, que 
ne l'est la position e^' où viendrait se placer le deuxième; donc le point t est plus 
élevé que «^, et, par conséquent, le segment iJGr passe au-dessus du segment MA. 
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On expliquera, par des considérations analogues , les divers modes de ponctuation 
employés dans Tépure; toutefois, nous ferons encore observer que les points R et p, 
Z et ç,.., du cercle mobile AOB, se trouvant respectivement à la même hauteur, 
décriront des spirales qui se rencontreront deux à deux; de sorte que les deux 
nappes (N) et (n) de Tenveloppe se traverseront mutuellement suivant une ligne 
d'intersection projetée sur la droite YW. 

Les surfaces que nous avons examinées dans ce chapitre, et surtout la dernière 
que nous venons de discuter avec détail , parce qu'elle présentait par elle-même 
des circonstances intéressantes , suffiront , sans douljie , pour donner au Iecte!ir une 
idée assez complète des enveloppes et de leurs particularités; c'est pourquoi nous 
allons passer au problème important des intersections de surfaces. 



LIVRE IV. 

INTERSECTIONS DE SURFACES. 



CHAPITRE PREMIER. 

PEINCIPBS GJâNiRAUX. 

209. Pour donner une idée générale des procédés par lesquels on parvient à 
déterminer Tintersectiou de deux surfaces, supposons qu'il s'agisse d'abord d'un 
cas très-simple , celui où une surface S serait coupée par vn plan horizontal donné P. 
Puisque la surface est censée connue et définie, on connaitra la forme de la géné- 
ratrice (n® 70) et la loi d'après laquelle elle varie; par conséquent, on pourra 
construire » sur les deux plans de projection, diverses positions de cette génératrice, 
aussi nombreuses et aussi rapprochées que l'on voudra. Désignons les projections 
de ces lignes par (G, G'), (6,, G'J, (G„ G',),... ; puis, observons que le plan sé- 
cant P qui est perpendiculaire au plan vertical, coupe la ligne (6, G') en un point 
qui doit être projeté verticalement à la rencontre de G' avec la trace du plan P; 
par conséquent, si l'on ramène ce point sur la ligne G au moyen d'une perpendi- 
culaire à la ligne déterre, on obtiendra la projection horizontale m d'un point de 
l'intersectipn de S avec P. En répétant la même opération pour chaque génératrice, 
on se procurera une série de points m, m^^m^^ m^ ,... ; et s'ils sont assez rappro- 
chés les uns dcB autres, ils pourront être aisément réunis par un iraii continu (*) 

{*} n fant de Thabitude, sans doute, pour réunir ainsi des points situés à certaines distances par 
une ligne qui }i'oin*e ni jarrets^ ni changements brusques de courbure; mais on ne doit rien épargner 
pour se former l'œil et la main par de nombreux exercices, et pour acquérir le sentiment de la ooa- 
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oui fera connaître , sur le plan horizontal, la courbe suivant laquelle la surface S 
est coupée par le plan P. Quant à la projection verticale de cette même courbe, il 
est évident qu'elle se réduit, dans le cas actuel, à la trace même du plan sécant P. 

210. Considérons maintenant deux surfaces quelconques S et S' ; et pour trou- 
ver leur intersection, dupons-les par une série de plans horizontaux P, P,, P, ,.... 
Chacun de ces plans auxiliaires, P par exemple, coupera la surface S suivant une 
ligne mm^m^...j et la surface S' suivant une autre ligne m^m\m\...; ces deux 
lignes se construiront comme nous Tavons dit au numéro précédent, et si elles se 
coupent elles-mêmes sur le plan horizontal en un ou plusieurs points M, N,..., ce 
seront là les projections horizontales de divers points, qui sont évidemment corn- 
tnuns aux deux surfaces S et S', et qui dès lors appartiennent à leur intersection. 
Quant aux projections verticales, on les déduira des premières, en ramenant sur 
la trace du plan auxiliaire P les points M, N,..., par des perpendiculaires à la 
ligne de terre. Maintenant, si Ton répète des opérations semblables pour les au- 
tres plans P,, P3,..., on obtiendra sur chaque plan de projection une suite de 
points M, M^, M3,..., N, N,, N3,..., qu'il faudra réunir par un trait continu, en 
distinguant toutefois ceux de ces points qui appartiennent à une même branche 
de courbe d'avec ceux qui font partie d'une autre branche. Cette distinction est 
quelquefois assez délicate ; mais on y parviendra en suivant avec attention , et de 
proche en proche, les résultats fournis par les plans auxiliaires successifs. D'ailleurs, 
si l'une des surfaces S et S' avait deux nappes distinctes, comme il arrive dans un 
cône, il ne faudrait pas réunir des points qui seraient sur des nappes opposées. . 

211. La méthode que nous venons d'exposer est générale, et suffisante dans tous 
les cas pour obtenir l'intersection de deux surfaces quelconques S et S'; mais au 

tinuité dans les courbes, attendu que la construction des Intersections de surfaces est un des problèmes 
les plus utiles, soit comme moyen de recherche, soit dans les applications pratiques de la géométrie 
descriptive à la perspective, à la coupe des pierres, à la charpente, etc. Toutefois, nous ferons 
observer ici qu'il n'est pas toujours avantageux de multiplier extrêmement les constructions auxi- 
liaires qui déterminent les divers points m^ m^f m^,,. ,, parce que les petites erreurs inséparables 
de toute opération manuelle, portant alors sur des points très voisins, produisent des sinuosités ou 
d'autres défauts choquants qui n'eussent pas été sensibles sur de plus grandes distances. l\ faut donc 
répartir ces constructions avec mesure, en consultant de bons modèles, et les multiplier davantage 
dans les parties où la courbe semble ofTrir quelque forme singulière qui* a besoin d*ètre vérifiée. On 
doit aussi profiter des notions que Ton peut avoir d'avance sur la nature de l'intersection cherchée; 
si, par exemple, on prévoit que la projection doit être une courbe du deuxième ou du quatrième 
degré, il ne devra y exister aucun arc qui puisse être coupé par une droite quelconque, en plus de 
deux ou de quatre points; et si le contraire arrivait, il faudrait refaire les constructions relatives à 
ces parties pour les rectifler. La détermination des tangentes, que nous apprendrons à effectuer, est 
encore un moyen de corriger la forme d'une courbe; parce que la connaissance d'une pareille droite 
fera aisément sentir si l'arc qui précède ou qui suit le point de tangence a besoin d'être élevé ou 
abaissé pour que le contact soit complet. Au surplus, les préceptes généraux sur cette matière ne 
suffisent pas, et il faut réclamer encore, sur un certain nombre d'exemples bien choisis, les conseils 
d*un praticien habile. 

6* édU. 13 



98 LIVUB IV. ;7- )NTBft8E;OTK>NS PP BUAIUOeB. 

surplus, on peut donner aux plans sécants P, P,, P,,..., telle direction que Ton 
voudra , pourvu que Ton sache construire commodément les courbes auxiliaires 
mm,... et m'm\.... Ainsi, dans chaque problème, il sera avantageux de choisir les 
plans sécants de manière que les sections auxiliaires soient, s'il est possible, des 
(ùûiies ou des cercles^ parce que de pareilles lignes se tracent facilement au moyen 
de deux données. Par exemple, s'il s'qgitde cylindres, ou prendra les plans P, P, ,.,., 
parallèles aux génératrices des deux surfaces à la fois; s'il est question de deux 
cônes, on fera passer tous les plans sécants par la droite qui réunit les deux som- 
mets. Quelquefois mémo on emploie, pour couper les surfaces S et S', non plus des 
plans, mais des surfaces courbes, telles que des sphères concentriques, qui peuvent 
fournir alors des cercles pour sections auxiliaires dans les deux surfaces proposées. 
{Voyez ïi'U&.) 

212. Quand on a construit les deux projectioos.de rinterseclion cherchée, cette 
courbe est certainement déterminée; mais si elle est plane y il faut en outre, pour 
manifester plus clairement sa forme, en exécuter le rabatiemeni sur un des plans 
de projection. Lorsqu'une des deu^ surfaces proposées est développable ^ on doit 
aussi effectuer le développement de celte surface, et y construire la transformée 
(n" 175) de l'intersection; car colle nouvelle courbe est nécessaire à connaître 
dans les applications à la stéréotomie. Enfin, comme la détermination des tangentes 
à une courbe est un moyen de dessiner avec plus de précision le cours de cette 
ligne, et que^cette connaissance est d'ailleurs nécessaire dans divers cas, il faudra 
s'exercer à octte recherche , tant pour l'intersection primitive que pour son rabat- 
tement et pour sa transformée ; mais les tangentes à ces deux dernières courbes se 
déduisant toujours fs^cilement de la tangente à la première, nous nous bornerons à 
donner powv celle-ci une méthode g[énérale. 

213. Désignons les suiifaces •proposées par S et S\ et soit AMB leur .inter$ectio,n 
dont il faut trouver la tangente {fig. 57). 

Puisque cettQ courbe est située en môme tenips sur les deux surfaces , sa tangente 
MT pour le point quelconque M., doit se trouver à la fois (n** 95) dans le piap qui 
touche la surface S en M, et dans celui qui touche S' au même point; donc la lay^ 
gente MT sera Pintersection des plans tangents aux deux surfaces. Par conséquent, il 
suffira de cons.truire ces deux plans par les méthodes g^posées précéfjlemment, et.de 
chercher la droite suivant laquelle ils se couperont : on pourra même se biorner À 
trouver un seul point de cette intersection, puisque le point de contact M est d^à 
?S8ig9é pnrj# question. 

Lorsqu'une des surfaces proposées, par exemple S'^ ser^ uti fHWs Q)i.biQp.quiaa4 
on saura que la courbe AMB est plane, quoique les deux surfaces dont elle est 
l'intersection soient courbes, la règle précédente se réduira évidemment à chercher 
l'interseQtipn du seul plan tangent de S avec le plan S', ou avec le plap de AMB. 

2i;i. Autre méthode. Si l'on construit la normale MN de la surface S j^çniir 1I9 
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poiut M, et la normale MN' de la surface S' pour le même point, il est évident que 
le plan NMN' conduit par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire à chacun 
des plans tangents, et par suite à leur int'erséctîon qui est MT. Ainsi , la tangente à 
Vinierseciion de deux surfaces est une droite perpendiculaire au plan des deux normales 
à ces surfacesfce plan coïncide d^ailleurs avec le plan normal (n"^ 168) de la courbe 
AMB. 11 suffira donc de construire ces deux normales et le plan qu'elles- déter- 
minent; et puis, de lui mener une perpendiculaire par le point donné M. Cette mé- 
thode (*) est fort précieuse, i** parce qu'il y a des surfaces où la normale se déter^ 
mine d'une manière beaucoup plus simple que le plan langent,. et indépendamment 
de celui-ci (n« 136) ; a** parce qu'il se rencontre quelquefois des points singuliers, 
pour lesquels les deux plans tangents se trouvent perpendiculaires à un même plan 
de projection ; alors le procédé du n" 213 ne donne plus de résultat déterminé 
pour la tangente de la courbe projetée sur ce plan, tandis que la méthode des deux 
normales peut encore s'appliquer par suite de certaines relations qui, à la limite, 
ne deviennent pas indéterminées. Nous en verrons des exemples dans plusieurs 
épures de Géométrie (n" 340 et 48S) et dans la Coupe des pierres. 

215i Lorsque les surfaces en question sont placées de telle sorte qu'elles se tou- 
dieni le long de la ligne qui leur est commune, cette intersection, parliculière 
prend le nom Aq ligne de contact^ et l'une des surfaces est dite circonscrite à l'autre. 
On pourra toujours construire cette courbe pai* le procédé général du n** 210, mais 
on ne saura plus lui mener de tangente; car, d'après l'hypothèse actuelle, les 
deux plans tangents dont cette droite serait l'inlersection se trouveront confondus 
l'un avec l'autre. La môme indétermination résulterait- de la méthode des deux 
normales; car ces droites coïncideront entre elles en même temps que leà plans 
tangents, et le plai^ normal qu'elles devaient servir à fixer restera encore indé- 
terminé. Ainsi, pour les lignes de contact de deuK Surfaces, la géométrie ne fournit 
point de méthode graphique propre à trouver leurs tangentes (**), à moins totiiëfois 
qtie la ligne de contact nësoit plane ; car, dans ce cas, la combinaison de son plan aveC 
le plan tangent commun aux deux surfaces, donnerait encore la tangente cherchée; 

216»' Après avoir exposé ces notion» générales'sur leô» intersections de surfaces, 
nous allons les éclaircir en résolvant diveris problèmes de ce genre, dans lesquels 
nous trouverons d'ailleurs l'ocoaslioû d^expliquer eneore quelques particularités 
remarquables, telles que la- recherche àsèbrtmches* t«/îwî«é^ et celle 6,e6 a$yinptoteê\ 
dont Wus ne pourriôud^parler maintenant que d'une manière vague et obsctfre. 



Kiftfi fi n 1. 



(*) Elle est due à M. J. Binet^ qui en a fait lui*même cteif applications intéressantes à diverses 
épures de Géométrie et de Coupe des pierres. 

(♦*) Gèpetidattt'nous Indiquerons, au n* SS4; une méthode propWà atleïnfdrè ce but, niWi*trop 
c<miMiqûéë'paM^'èti^* vMnSëât HiVIlè diiià la pr&tique, et Tèmàl*qiMbl€r«éuléinMit soQft le point de* vùb 
de la tliéorle qu'elle^servirsUi compléter. 
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CHAPITRE IL 

DES SECTIONS PLANES. 

PROBLÈME I. Trouver i° C intersection (Tun cylindre droit et d'un plan donnés; 
2" le rabattement de cette intersection et sa tangente; 3° le développement du cylindre^ 
et la transformée de ^intersection avec sa tangente. 

217. {Fig. 58.) Nous avons déjà dit (n* 160) que par cylindre droit nous en- 
tendions un cylindre qui avait pour base ou pour directrice une courbe plane et 
perpendiculaire aux génératrices rectilignes de cette surface, sans exiger que cette 
base Wt un cercle; ainsi, tout en adoptant ici celte dernière forme pour exemple, 
nous raisonnerons d'une manière générale et applicable à toute autre courbe. D'ail- 
leurs, comme dans chaqfte problème il convient de choisir les plans de projection 
dans des directions propres à simplifier les opérations graphiques, nous adopterons 
le plan de la base A^DC pour plan horizontal, et nous choisirons le plan vertical 
perpendiculaire au plan sécant, lequel aura aiusi pour traces PQ et QR'. Quant au 
cylindre, il sera représenté par la courbe ABDC qui en est le contour apparent 
sur le plan horizontal ; et sur le plan vertical, le contour apparent sera formé par 
les deux droites GG' et VV qui sont évidemment les traces de deux plans tangents 
perpendiculaires à ce plan de projection (n** 106). Nous supposerons de plus que 
le cylindre est terminé aux deux plans horizontaux G V et G' V. 

218. Cela posé, le plan PQR' coupera le cylindre vertical suivant une courbe 
qui, d'après la situation actuelle des plans de projection, se trouvera évidemment 
projetée suivant ABDC sur le plan horizontal, et sur le plan vertical suivant la por- 
tion A'D' de la trace du plan sécant. Ainsi, dans ce cas très-simple, les projections 
de l'intersection sont connues immédiatement^ et il n'y a pas lieu d'employer la mé- 
thode générale exposée au n* 210. 

219. Rabattement: Pour connaître la véritable forme de Tintersection , rabattons 
le plan qui la contient autour de PQ, sur le plan horizontal; ou plutôt, afin d'ob- 
tenir un résultat disposé symétriquement, faisons tourner le plan PQR' autour de 
la droite (BC, B'), jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan horizontal. Par 
cette révolution, la trace verticale Q'R' deviendra l'horizontale ç'B', et un point 
quelconque de la courbe, par exemple (M, M'), décrira un arc de cercle perpen- 
diculaire à l'axe de rotation; donc cet arc sera projeté verticalement sur un arc 
égal M' m' décrit du centre B', et horizontalement sur la droite indéfinie MF pa- 
rallèle à la ligne de terre. Alors, puisque le point M' s'est transporté en m', si l'on 
projette ce dernier en m sur MF, on aura la position (m, m') que prend, après 
le rabattement, le point (M, M') delà courbe proposée. En opérant de même pour 
d'autres points, tels que A, D, E, F,... (*), on verra qu'ils se rabattent en o, c/, ^, 

n Quoiqu'on puisse prendre ici ces points d'une manière arbitraire sur la base ABDC, il est bon, 
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/,...; et en réunissant ces derniers par un trait continu , la ligneamBdCna repré- 
sentera rintersection cherchée dans ses véritables dimensions. 

220. Cette intersection est ici une ellipse, puisqu'en la comparant avec le cer- 
cle ABDC, on voit que pour les mêmes abscisses comptées sur la droite BC, les 
ordonnées perpendiculaires à cette ligne ont augmenté toutes dans le rapport con- 
stant de OA à B'A'; or on sait qu'une pareille modification change un cercle en 
une ellipse. D'ailleurs, comme il existait deux points M et N de la courbe primi- 
tive , qui avaient l'un et l'autre M' pour projection verticale , et que ces deux points 
se sont transportés sur ufie corde mn évidemment perpendiculaire à 0«, et dont 
le milieu est sur cette droite , il s'ensuit que la ligne aOd divise en deux parties 
égales et à angles droits une série de cordes parallèles dans la courbe rabattue; 
donc flOrf est un axe de Tellipse, et par conséquent BOC ost le second axe. 

221. Cherchons maintenant la tangente de l'intersection poui' un point quel" 
conque (M, M'). D'après la règle générale (n** 213), cette droite devant être située 
à la fois dans le plan PQR' et dans le plan tangent du cylindre qui est le plan ver- 
tical MT, il en résulte immédiatement qu'elle a pour projection MT et M'Q. En- 
suite, si l'on veut retrouver celte tangente sur le rabattement de Tinlcrsection, on 
observera que le pied (T, Q) de cette droite décrit, comme nous l'avons expliqué 
pour (M, M'), un arc de cercle perpendiculaire à la charnière (BC, B'); de sorte 
que le pied de la tangente se transporte en £, et puisque le point de contact est venu 
en î?i, la tangente rabattue est donc (m. Celte droite devra toucher exactement la 
courbe aiiiBd. 

On peut encore observer que la tangente TMS de l'intersection primitive allait 
rencontrer la charnière en un point (S, B'), qui doit demeurer immobile pendant 
le mouvement de rotation; ainsi, il faudra que la droite tm^ déjà déterminée, aille 
passer par le point S. 

222. Développement. Nous avons vu (n** 161) que, quand on développe un cy- 
lindre, la section droite qui est ici la base ABDC {fig. 58), devient rectiligne sans 
changer de longueur absolue; et que les arêtes lui demeurent perpendiculaires. 
Si donc, en supposant qu'on ouvre le cylindre le long de l'arête (D,VV'), on porte 
sur une droite indéfinie , des longueurs (*) 

D''E''= DE, E"F'= EF, F'B" = FB, B^\r= BM,..., 
et que par les points D", E", F'^... on élève des perpendiculaires égales à la hau- 



pour l'opération ultérieure du développement, de les choisir tous do manière qu'ils divisent la circon- 
férence en parties égales. 

C*; Observons ici que, quand la courbe ABDC est quelconque, il faut, pour rectifier les arcs DE, 
EF, . . . , les mesurer en employant une ouverture de compas qui représente une très-petite corde sen- 
siblement confondue avec l'arc partiel qu'elle sous-tend; puis, reporter sur la droite indéfinie ly'lf' 
le même nombre de fois cette ouverture de compas. Mais, quand il s*agit d'un cercle, comme dans 
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teur VV du cylindre, on obtiendra, pour le développement de cette surface, le 
rectangle D"V"V'''D'". Maintenant, rapporlons-y les points de l'intersection; et à 
cet effet, rappelons-nous (n* 162) que les portions de génératrices du cylindre, 
comprises depuis la base jusqu'à celte courbe, doivent conserver après le dévelop- 
pement leurs longueurs primitives. Par conséquent, si nous portons sur les verti* 
cales du développement , des distances 

D"3 = VD', E% = KE', F'9 = IF,...., 

et que nous réunissions par un trait continu les extrémités de ces hauteurs, nous 
obtiendrons , pour la transformée de l'intersection , la courbe 56^6j:a«ô'. 

223. Dans l'exemple actuel, où la base du cylindre droit est un cercle, la trans- 
formée sera composée d'abord de deux parties évidemment symétriques «3 et a8'; 
car les deux arcs égaux AM et AN, qui répondent à deux points de la section pro- 
jetés en M', fourniront sur le développement , des abscisses et des ordonnées res- 
pectivement égales; savoir : 

A^M'' = A"N" et MV = N%. 

En outns chacune de ces parties, par exemple ad, se trouvera aussi composée do 
deux portions 6a et Si égales, mais inversement placées par rapport à l'horizontale 
wS : cela résulte de ce qu'à partir de S, les points cp et fz, c et X, proviennent des 
points du cylindre F' et M', E' et L', qui se trouvent à des hauteurs respectivement 
égales au-dessus et au-dessous du point B'.. D'ailleurs, la transformée totale n'est 
qu'une portion d'une courbe indéûnie (*) qui, d'après la relation existante entre 
ses coordonnées, admet une infinité de branches successives identiques avec ^adj 
On peut même, par la géométrie, faire naître ces diverses branches, en imaginant 



Texemple actuel , il est beaucoup plus commode et surtout plus exact de prendre immédlatetn^nt la 
droite IX'iy égale aux ^ du diamètre AD, puis de diviser cette droite en autant de parties égalas 
qu'en contient la circonférence. Cela suppose d'ailleurs que les points de division de labasedu cylindre 
ont été choisis eux-mêmes à des distances égales, comme nous Tavons recommandé dans la note du 

(^) Cette courbe est une sinusoïde; car, si Ton appelle x Tabscisse hofizotitale et y l'ordonnée 
verUcale du point f , comptées à partir du point 6 comme origine, puis que Ton désigne par x' = B' V\ 
y' = FU\ les coordonnées du poiut analogue F par rapport à Torigine B\ il est évident que Ton aura 
les relations 

y' = y; a?' = slA BF^ sin B" F^ = sin ar, y^=z ax'; 

en désignant par a la tangente trigonométrique de Tangle KB'^d'. Donc, en éliminant les variables 
auxiliaires «f« y\ U viendra ppur.réquation de.la transformée rapportéeà rortgîoe 6, 

y=^a6inxi nubien yaaRsin^, 

eaicgm^tm^ suivant Tusage analytique^' les sinus dans le cén^é dont leray on est runité,- et désIgnMt 
pais R to'nofitfi du cylindra aotneb 
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que le plan sur lequel ou elTectue le développement du cylindre, avait «élé roulé 
sur ce corps un nombre de fois iodéfini, et en répétant les constructions anté- 
rieures sur le pi^olongenient de la droite iD''<D". 

22Ji. Construisons maintenant la tangente de la transformée oao pour un point 
quelconque ^. Nous savons (ndâS, 3**) que celle droite est la position que prend, 
après le développement du cylindre, la tangente (iMT, M'Q) de la courbe primi- 
tive, et que d'ailleurs Pangle de cette tangente avec Taré^te du cylindre demeure 
invariable. Il s'ensuit que le triangle rectangle formé par cette tangente , la verti- 
cale (M, M' H) et la sous-tangenie MT, reste aussi invariable de forme, et ne fait que 
tourner autour de cette. verticale pour s'appliquer sur le plan dudévelopipement; 
il suffit donc de reproduire ici ce triangle dans ses véritables dimensions. Or, 
comme on a déjà la hauteur /xM"= M'H, si Ton prend M"T" égale à la sous- 
tangente MT, l'hypoténuse T"^ sera la direction de la taogente cherchée- 

On pourrait aussi employer un triangle rectangle, opposé par le sommet au pré- 
cédent, et qui a pour côtés la verticale (M, M'/*') et l'horizontale (MS, A'B'). Ce 
triangle demeurant encore invariable de forme, il suffira de prendre juci> = M'A' et 
de tirer l'horizontale xik>oS'':=: MS; alors, en joignant les points S'' et jul, ou obtien- 
dra une droite qui devra se trouver le prolongement de T''^ 

225. Il est important de remarquer qu'aux deux .points ( A, A') et (D, D') de l'in- 
tersection du cylindre avec le plan PQR^ la taagente à cette courbe se trouvait 
parallèle à la trace PQ, puisque le plan tangent du cylindre en A ou en D est lui- 
même parallèle à cette trace. Il en résulte qu'en chacun de ces points , Ja tangente 
de la section formait un angle droit avec TaiTÔle du cylindre; et comme cet. angle 
doit demeurer invariable (n"* 162, 3**) dans le développement de la surface, il 
faudra qu'aux points a, à^à' la transformée coupe encore à.augles droits les verti- 
cales A''« , D'M, D''' 5'. 

226. Observons en6n qu'au point 6 de la transformée il y aura udo inflexion; 
c'est-à-dire que si l'on construisait, comme ci-dessus, la tangente en ce point, cette 
ligne traverserait la courbe, en laissant l'arc Sa au-dessus d'elle, et l'arc W au- 
dessous. Néanmoins, il ne faut pas la regarder comme une «écarte; car, i)ieB au 
contraire, elle a dans ce point singulier un contact plus intime avec la courbe qoe 
cdui d'une taogente ordinaire. En effet , d'après la symétrie que nous avons prouvé 
exister (n*" 223) entre les deux parties ga et Sd, rsi aous «nenions par le .point g une 
droite quelconque qui rencontrât l'arc inférieur en /x, cette méaie ligne ^couperaît 
nécessairement l'arc supérieur dans un autre point cp qui serait à la môme distance 
cjue^ par rapport à £; donc en faisant tourner cette sécante autour du point S, les 
ieux points ^ QX^ fte rapprocheront simultanément ,de celui-ci, et lorsque ^ vien^ 
dra se confondre avec S, au même instant (f coïncidera paneillemmtavec.^. >D'<oà 
l'on voit que la position limite de celte sécante sera déterminée , non par la révoion 
de deux points de section, mais par celle de trois points de ce.genre^ et qu'ainsi 
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celle tangente particulière offrira un contact du second ordre j d'après lequel elle 
aura un élément commun avec l'arc Sx , et aussi un clément commun avec l'arc 
65/ D'ailleurs, ces deux arcs se trouveront évidemment de côtés opposés par rap- 
port à la tangente, à cause des mouvements contraires que prennent simultanément 
les deux portions de la sécante, lorsqu'elle tourne autour du point 6; donc il y aura 
là une véritable inflexion (*). 

Pour éviter la confusion des lignes, nous avons construit cette iRugeule singulière 
pour le point analogue y, en prenant la sous-langenle C"9" égale à C9, et en joi- 
gnant les points y et 6". 

227. Le développement d'un cylindre est une opération nécessaire à employer 
dans certains arts. Si, par exemple, on voulait former en tôle ou en fer-blanc un 
tuyau cylindrique qui dAl se terminer à deux plans, l'un perpendiculaire, l'autre 
incliné sur sa longueur, il faudrait tracer, sur une feuille de métal encore plane^ la 
courbe ô'a3, puis découper cette feuille le long de celte courbe, en enlevant la 
partie supérieure; alors on serait certain qu'en courbant le reste de la feuille de 
tôle au moyen d'une enclume cylindrique, le bord supérieur présenteraii la forme 
d'une courbe ptane^ ayant l'inclinaison voulue par la question. 

De même si, après avoir exécuté en bois ou en pierre un cylindre droit, on vou- 
lait le terminer par un plan incliné, il faudrait construire, sur un carton flexible, 
le développement de ce cylindre avec la transformée y ad de la section dont il 
s'agit, puis découper ce carton le long de cette courbe, et le rouler ensuite sur le 
cylindre. Dans cet état, le bord du carton aurait repris la forme qui convient à la 
section plane demandée, et l'on pourrait tracer celle-ci sur le solide, en suivant 
avec un crayon le bord de ce carton enroulé; de sorte que l'ouvrier, connaissant 

ainsi le contour de la partie du solide qu'il doit enlever, pourrait achever l'ouvrage 
/ 

(*) Au lieu de ces considérations qui sont particulières au cercle, mais qui nous ont paru très-pro- 
pres à faire sentir aux élèves le caractère distiuctif de i^ir fl 'Xion, on peut démontrer généralement 
que, dans tout cylindre coupé par un plan oblique, la transformée de la section offrira une inflexion 
au point situé sur la génératrice pour laquelle le plan tangent du cylindre se trouvera perpendiculaire 
au plan sécant. En effet (/î(/. 69 bis), soit r, le plan qui coupe le cylindre suivant la courbe KLMNPQ ; 
soit YMT un plan tangent perpendiculaire kr.iil coupera ce dernier suivant une tangente VMNT qui 
sera évidemment la projection orthogonale, sur le plan r., des deux génératrices infiniment voisines 
YM et ZN. Or on sait (n** 42) que l'angle aigu ZNT est le minimum, et l'angle obtus ZNV le maximum 
de tous les angles que l'oblique ZN forme avec les diverses droites tracées par son pied sur le plan - ; 
donc, on aura toujours 

angle ZNT <ZNP et angle YMV > YML. 

Par conséquent, lorsqu'on développera le cylindre sur le plan tangent YMT supposé immobile, l'élé- 
ment NP de la courbe ira prendre une position NF située au-dessous de la tangente MT, tandis que 
l'élément ML se transportera au-dessus, comme ML'. Ainsi la courbe transformée K'L'MNP'Q' pré- 
sentera bien une inflexion au point M, ou suivant l'élément MN. 

Cette remarque intéressante a été faite d'abord par M. Th. Olivier; mais nous lavons présentée ici 
sous une forme telle, que l'énoncé s'appliquera identiquement aux surfaces coniques et à toutes les 
surfaces développables, comme nous le verrons au n** ^M, 
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avec toute ]a précision désirable. Nous rencontrerons des applications fréquentes 
de ce procédé dans la Coupe des pierres et dans la Charpente. 

228. AUTRE SOLUTION de Cintersectian (Cun cylindre droit par un plan {fg. Sg). 
Il peut arriver que quelque circonstance de la question empêche de choisir le 

plan vertical de projection perpendiculaire au plan sécant ; alors ce dernier aurait 
pour traces des droites quelconques PQ et QR', et le cylindre serait toujours re- 
présenté par sa base ABDC, et par les deux verticales UU', VV, qui forment son 
contour apparent sur les plans fixes. Dans ce cas, suivons la méthode générale du 
n* 210, et coupons le cylindre et le plan donné PQR' par divers plans horizontaux ^ 
tels que K'N'M'; ce dernier aura pour section dans le plan donné une horizon- 
tale (K'M', KM), et pour section dans le cylindre, une courbe projetée sur la base 
ÂBDC ; par conséquent, les points M et N qui sont communs à ces deux sections 
auxiliaires sur le plan horizontal, étant projetés sur K'M', fourniront deux points 
(M, M') et (N, N') de Tinlersection demandée. Les autres s'obtiendront d'une ma- 
nière toute semblable, en menant à volonté des parallèles à la ligne de terre, comme 

229. Mais il vaut mieux interpréter autrement ces constructions, en disant que 
Ton mène à volonté des plans auxiliaires qui soient verticaux et parallèles à la trace 
PQ, comme MNK. Alors ce plan vertical coupera le plan PQR' suivant l'horizon- 
tale (KM, K'M'), et le cylindre suivant deux génératrices projetées sur XN' et YM' ; 
donc la rencontre de ces dernières avec la ligne K'M' fournira deux points (M, M') 
et (N, N') de l'intersection demandée. Cette marche offrira l'avantage de pouvoir 
trouver directement certains points remarquables qu'il importe de construire, préfé- 
rablement à d'autres qui en seraient même très- voisins. 

I^ Si l'on applique cette méthode à la recherche des points situés sur les arêtes 
(A, UU'), (D, VV), qui forment le contour apparent du cylindre sur le plan ver- 
tical, on obtiendra les points A' et \y qui séparent la partie visible de Tiniersection 
cherchée, d'avec la partie invisible; et, dans ces points-là, la projection verticale 
A'B'D'C devra toucher les deux droites UU' et VV. En effet, la tangente de la courbe 
dans l'espace pour le point (A, A'), est nécessairement située dans le plan tangent 
du cylindre le long de l'arête (A, UU'); mais ce plan est ici perpendiculaire au 
plan vertical , et par conséquent la tangente en question se trouve projetée sur sa 
trace UU', laquelle doit ainsi toucher la courbe A'B'D'C; car d'ailleurs nous avons 
démontré (n» 402) qu'une courbe et sa tangente devaient se retrouver taugentes 
l'une à l'autre, quand on les projetait sur un môme plan. 

2\ Le point le plus haut et le point le plus bas de la courbe, c'est-à-dire ceux 
où la tangente sera horizontale , s'obtiendront en cherchant les arêtes B et C , pour 
lesquelles le plan tangent du cylindre se trouve parallèle à la trace PQ. En effet, 
si, après avoir conduit dans cette direction la tangente BI de la base ABDC, et avoir 
construit comme ci-dessus le point (B, B') de la section, on veut trouver la lan- 
6* édit. iii 
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gente relative à ce point, il faudra (n^213 ) jcbercher rintergecUon du planfQR^ av€ic 
le plan vertical BIT qui touche le cylindre eu (B, B^); or ces deuxcplaaA^tyaniieiiKs 
traces parallèles, ils se couperont nécessairement suivant une horisoolale VS^ qui«era 
Ja tangente au point B'. Cette droite devientaiosi. une limite delà courbe; etTautre 
limite sera la tangente au point (C, C), qui se trouvera pareillement horizontaie. 

230. La tangente en un point quelconque (M, M') sera donnée par rintersaelÛHi 
du plan PQR' avec le plan tangent du cylindre le long de Taréte verlicaleM; ofice 
^dernier a pour trace la droite MT qui rencontre PQ au point Tj.de sorte que, saAS 
cbercher la seconde trace de ce plan tangent, on est certain que T ast laUraee 
horizontale de la tangente demandée. Dès lors, en projetant ce point sur.la ligoe 
déterre, et le joignant avec le point de contact, on obtiendra TM etTM' pour les 
projections de la tangente. 

231. Le rabattement de la courbe pourrait s'effectuer en faisant tourner le plan 
PQR^ autour de sa trace PQ, pour Tabattre sur. le plan horizontal ; et comme, dans 
ce mouvement de révolution , le point quelconqae (M>M') ne sortirait pas du pian 
vertical PM perpendiculaire à la charnière PQ, il suffirait de chercher (n* 17) la 
difitance du point P au point (M, M'),, puis >de porter cette distance sur PM pro- 
longée,. pour obtenir la position du point (M, M') «n rabattement. Les autres points 
se détermineraient d*nne manière semblable. 

Mais il vaut mieux rabattre le plan PQR^ sur le plan vertical, autour de sa trace 
QR', parce que chaque horizontale telle que (KM, K'M') conservera sa grandeur 
absolue qui est KM, et deviendra parallèle à la position que prendra la trace PQ 
après ce rabattement. Pour trouver cette position, j'imagine que la droite (BC,,B' C) 
soit prolongée jusqu'aux points S et R' où elle rencontre les deux traces du plan 
PQR'; et j'observe que cette droite, dont la vraie grandeur est le rabattement R^ S'\ 
£ait partie d'un triangle rectangle dont les deux autres côtés sont QS et QR'. Si 
donc, avec ces trois côtés, on construit le triangle QR's, la bs^eQ^p sera le rabat- 
tement de la trace QSP : alors, en tirant des parallèles à cette ligne Qxp, et en» pre- 
nant les distances 

rfr = IB, Z'a = ZA, Z'/ = ZL, K'n = KN, K'm = KM,..., 

on obtiendra une série de points qui , réunis par un trait continu , fourniront la 
courbe blmedcfab pour la vraie grandeur de l'intersection dû cylindre par le plan PQR'. 
Quant au rabattement de la tangente (MT, M'T'), il suffira évidemment de pren- 
dre la distance Q( égale à QT, et de joindre le point t avec m par la droite tm^ 
laquelle devra se trouver tangente à la courbe bmd. 

232. Le développement de la surface s'effectuera, comme au n* 222, en portant 
sur une droite indéfinie des longueurs égales aux arcs de la base ABDC, rectifiés 
au moyen de très-petites cordes, savoir {fig. SgA) : 

B"L''=.BL, L"M" = LM, !M''£" = ME, E''iy'=ED,.^.; 
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eBMiie, par Ie9 points de division, on élèvera dé» ordbmiée9 égales anx porlions^ 
corre9poiidantc& des généra trices^ savoir: 

et la courbe 63i/ji€dy93c8'' sera. la (ran9formée de la section du cylindre. 

La tangeaKe de cette transformée au point ^jt est ce que devient la tangente pri* 
mitive(B!îri, M'T'); or celle-<^i éiantirbypoténuse d*un triangle rectangle qui a pour 
base MT'et pour hauteur YM', et dont les angles demeurent invariables {n* ^62), 
il n'y auraïqu'à prendre la sous-tangente M''T'' = MT, et tirer la droite V^i. Celte 
ligne devra toucher la transformée en fx, point qui est ici assez près de riw/f^artewi; car 
cette circonstance arrive en e, attendu qae le point (E, E') est* évidemment celui 
où le plan tangent du cylindre serait perpendiculaire au plan sécœitj ce qui est' la 
condition esseutielie pour Tinflexion, ainsi que nous Tavons démontré dans la 
note du n^ 226; 

PROBLÈME IL Trouver les points de section d^un plan quelconque PQR' avec une 
courbe dont les projections sont ABCDEF ei A'B'C'D'E'F. 

2â3w Ce problème rentre tout à fait dans le précédent; car, si Ton imagine le 
cylindre vertical qui projette la courbe donnée suivant ABCDEF {fig. G2), et que 
Ton; construise, comme au n*228, la projection verticale A"B''C"D'^E" de Tinter- 
section dece cylindre avec le plan PQR^ il est-clairque les points cherchés devront 
se^trouver' sur cette intersection; et comme ils sont aussi sur la courbe donnée, ii 
n'y aura qo^à 'examiner si ces deux courbes se rencontrent quelque part sur le plan 
vertical. Ici: elles ont trois points communs^ l/, M', N', que Ton projettera sur le 
plan horizontal en L,M,N, et ce sont là aussi lés points où le plan PQR' coupe là 
courbe proposée. Il est* vrai qu'il existe un quatrième point de rencontre entre lés. 
projections verticales ; mais on reconnaît aisément que ce point n'est pas commun 
aux deux courbes, parce qu'il tombe, pour l'une, sur Farc CD, et pour l'autre, sur 
l'arc DE. 

Nous avons ponctué lés ancs de la courbe qui sont au-dessous dii plan, parce que 
non» regardons celui-ci comme existant r^Wemenij afin de faire mifeux ressortir la 
situation des diverses parties dé la ligne à double courbure : mais il'n'en est pas dé 
même dans l'épure Sq, où le plan sécant se trouve ^combiné avec une surface, et 
où nous avons dû, suivant là convention générale établie au n* 108, regarder ce 
plan comme enlevé, après avoir ooupé le cylindre. 

2Sfir; Dans le problème précédent et dans des questions analogues, on donne 
quelquefois à la courbe auxiliaire A'^B^D"... le nom de courbe de recherche ou 
courbe iï erreur y parce que les constructions que nous avons emploj^ées peuvent être 
présentées sous le point de vue suivant. Si le point inconnu, où là courbe propo- 
séeperceleplànPQR', élàitprojeté en B, que je prends au hasard'sur la projection 
horizontale ABCD... , il fiâudrait qu'en menant par ce point; considéré comme ap- 
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D^iHeufB, il'deviêiîdiasiiperflirîde tracer les projections de celte courbe^ attendu 
que les rabaltemenié ainsi obtenus sofiironi, conimeoH va te voiry.poiir:caiisiriiîr& 
laivnàê ^amkurdo cette courbe , et ponreffeclacr*/€'(i^tv(o|DpiMriii'dii cjiiadre^ 
ce qui est le but principal du problème aotaeL(*). 

Néaimioifïss si Ton «veut déduire de là»Ic3 projections deia»«ectîon droite, il n*y 
a-qu'à rapporter les points a'', c"\ m", «",.•• en a, c, m, w,... pardes perpendicu- 
laires' à la charnière A^¥«;* puis, projelerces derniers points en -a'', 4/^ m', n'y... sur 
lèB'projeeticms vertica4)cs' dès génératrices correspondanles. 

îai95 II est dès poinis' remarquantes qu'il férut comstrcpire prérérabfemenl à 
d'àutres-qui en seraient nréne très-voisins, et' Ton fera bien de commencer par là 
rexéC0tion 1 de' Tépure. 

I*. Si Ton applique Fane des deux méthodes précédentes aux arêtes BB" et DD'' 
(j/^- 6^) 9"î forment le contour apparent sur le plan horizontal, on trouvera les 
points (6, b') et (rf, cf ), dans lesquels la courbe devra toutkerlŒ arêtes en question, 
ïûd\s seulement en projection horizontale. En efiet,.qnoiqueidansrespace la tangente 
de celte courbe et l'arôte du cylindre soient très- distinctes Tune de l'autre, puis- 
qtiMcf elles sont perpendiculaires , néanmoins ces droites se trouvant situées toutes 
dëtrx dàfnfi: le plan tangent qui est évidenfttnent pertiW pour le point {b\ //), il 
s%[fôuit'qu'ëîfes dblvcnt coïncider en* projection horizontale; donc la tangente se 
titjruveici projetée sur BB'', et par conséquent (n* 102) cette ligne doit toucher la 
projection horizontale de la courbe. 

Observons, d'ailleurs, que les points b ei d étant situés sur le contour apparent 
de la surface relativement au plan horizontal , ils formeront les limites qui séparent 
la branche visible 6ad dô la branche invisible 6cd, pour l'observateur qui considère 
cette 'projection. 

^2''. En appliquant aussi'le procédé général à la recherche des points situés sur 
leîB arêtes E'E'*^ et F' F"*', qui forment le contour apparent sur le plan vertical , on 
obtiendra les points (e, e') et (/,/), dans lesquels la projection verticale de la 
courbe sera touchée par ces droites. Ce contact résulte encore de ce que la tan- 
gente de la courbe dans l'espace et Tàrête du cylindre sont toutes deux dans. un 
ptàn tangent qui se trouve ici perpendiculaire au plan vertical ; et par conséquent 
la projection verticale dé la tangente coïncide avec celle de l'arête du cylindre. 
D^ailleurs, lès points e' et/ seront ici lès limites qui séparent la branche visible 



(•V<**te méthode' ingéfaîèuse, qui tst^dtte^à M: Th. ORvier, rerléiitt'Wi'oftfr îé plan vertical de 
pr^feetfDBipnndlëU aa» ayètesdûtiylliidi^e^.eit^Héotl^dMqivaiMStt^t^ «MeDcMfert<s6i»fblesiIans 
les.opératLoBS-dasvn** t4i'«r»i3«.CepondaHty s'ila'agissait d'obtenir. riDteMectite'd^iincyiMire 
oblique par un plan quelconque non perpendiculaire aux génératrices, il vaudrait mieux suivre Uu 
pi^ttiiét^ifrM!it)dè; c>BSt pourquoi nous l'avons conservée ici, affn de montrer corara^nt on devrait 
agînluisim j^tt eaM^ 



e'alm'f de la branche iuvbîble e</'/ii/^ pour l'observataor qui coasidèffe. la pro- 
jection* verticale. 

S"". Pour obtenir le point le plus haut et le point te plus bas de la courbe, c'e^- 
à-dire ceux où sa tangonte est /loria^nro/e,. il faut chercher d'abord eur ia base 
.^VBCD, quelle que soil^saiforHEtô, tes points Â et C où /n tangente s^ra parallèle. à 
la trace horizontale PQ du plan^qui coupe ie cylindre : alors, si Ton construit. par 
le procédé général le point (a» a') de riolersectioii qui sera situé sur rarâte.ÂA'', 
•je dis que la tangente en ce poiot i&d trmivera horizontale. En leffet, cette tangente 
doîbélrû (n*" 213) Tintersection du pian PQR^ avec le plau' Langent le long de Tatéte 
AA'^ : mais, par hypothèse, la trace horizontale A9 de ca dernier. plan est parallèle 
à PQ; donc. ces deux plans ne peuvent se couper que suivant une droite .parallèle 
à PQ, c'est-à-dire hotiiùHtate. 11 en serait de mèiBe.pour Taiféte CCf,.qui£ûarQira.un 
point (c, c') où la tangente de l'intersection sera encore .lK)rizonlale. Ce» deux 
points sont très-utiles à déterminer, pour tracer la courbe avec facilité et exacti- 
tude, sur les plans de projection. 

2fi0. Maintenant, construisons la tangente de Tintersection pour un poiqt 
quelconque (ni, m'). Ce point se trouve sur Taréte mM; et le plan tangent du 
cylindre le long de cette génératrice ayant pour trace horizontale la tangente MT 
de la base, si Von prolonge cette droite jusqu*à ce qu*éHe coupe PQ et T, oe «era<ià 
un point de Tintersection du plan tangent avec le plan de la courbe, intersection 
qui n'est autre chose que la tangente cherchée (n* 213). Donc, en joignant iepomt 
de contact (m, m') qui est déjà connu , avec leipôint T qui se projette verticalement 
en T' sur la ligne de terre, on obtiendra Tm et Vm^ pour les projections de la tan- 
gente demandée. 

2;il. Rabattement. Pour obtenir Tintersection dans sa véritable forme, rabattons 
le plan PQR' sur le plan horizontal , en faisant tourner le premier autour de -sa 
trace PQ; puis, cherchons ce que devientalors le point quelconque (m, m') de la 
courbe. Ce point ne sortira pas du plan vertical mV perpendiculaire à ia char- 
nière ; et comme sa plus courte distance à cette droite est évidemment «la lî§^e 
(mV, m'V), il n'y a qu'à évaluer, par le procédé général du n** 17, la véritable 
longueur de cette ligne, puis la porter de V en /x, et ce dernier point sera le rabat- 
tement de ( m, m). Mais observons ici que , si Ton a employé la méthode du n* 238, 
on connaîtra immédiatement la vraie longueur cherchée, car elle est évidem- 
ment Vm"; de sorte qu'en décrivant avec cette droite pour rayon un arc de cercle, 
il ira couper la ligne VM au point demandé /x. De même , les arcs de oerde décrits 
avec les rayons Ya" et Yc" fourniront les points a et y ; et par des opérations 
semblables, on obtiendra la courbe aX/xSvcfyd pour le rabattement de la section 
droite du cylindre. 

«4f2. La tangente (mT, m'T')dela courbeprimitiveayaut son pied Tsitué sur 
la chacnièrePQ, ce .point restera immobile pendant le mouvement de rotation,; ^t 
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comme le point de contact (»n, m') s'est transporté en fjt, il s'ensuit que T^ est le 
rabattement de la tangente, ligne qui devra toucher exactement la courbe aX(x6... 
au point fx. 

2ù3. Développement. Nous avons démontré (n** 166) que, parmi toutes les 
courbes planes tracées sur un cylindre quelconque , la section orthogonale était la 
seule qui devînt une ligne droite après le développement de la surface. Par consé- 
quent il ne suffisait pas ici de connaître la base ABCD du cylindre, pour être en 
état de le développer; mais il fallait nécessairement chercher la section droite 
(abcd^ cib'dd')y et même construire le rabattement aSyJ de cette courbe, afin de 
pouvoir mesurer chacun des arcs aX, V,.»-> et de porter leurs longueurs rectifiées^ 
à la suite les unes des autres, sur une môme droite (*). Ainsi, en supposant qu'on 
ouvre le cylindre le long de l'arête AA" {fig. Go ei 6i), on prendra sur une droite 
indéfinie xy les distances 

puis, par tous les points de division, on élèvera des perpendiculaires indéfinies sur 
la droite xy, et ce seront là ( n" 161 ) les positions des génératrices après le dévelop- 
pement. Ensuite , pour obtenir la courbe suivant laquelle se transforme , par celte 
opération, la base inférieure ABCD, il faudra porter sur ces perpendiculaires , les 
longueurs des diverses portions de génératrices comprises entre cette base et la 
section droite, lesquelles ont pour projections 

(Aa, AV), (L/,L'r), (Mm, M' m'),..., 

et qui peuvent être évaluées par le procédé général du n' 17. Mais ici encore la 
méthode du ïC 238 offrira un avantage sensible ; car elle fournira immédiatement 
pour ces longueurs les droites rabattues suivant 

Aa", Ll% Mm^..., 

que l'on transportera sur le développement en 

et la courbe A, L, M^ B, C, D, A, qui passera par les extrémités de ces droites , sera 
la transformée de la base ALMBCDA. 

La transformée de la base supérieure s'obtiendrait généralement en portant , 
sur les perpendiculaires à o:^ et au-dessus de celte ligne, des distances égales aux 
portions de génératrices qui seraient comprises entre la section droite et la courbe 
A"L"M"B",... ; mais ici oii les deux bases sont parallèles, les longueurs des gêné- 
es) Noos avons déjà dit que, pour rectifier un arc tel que aX, il faut employer une ouverture de 
compas qui soit contenue un certain nombre de fois sur cet arc, mais assez petite pour que la corde 
qu'elle représente se confonde sensiblement avec Parc partiel que sous-tendrait cette corde. 



CHAPITRE n. — DBB «BCtU»,^ ^^^ 

ratrices totales sont constantes ; de sorte qtfil auBw '^ ' ^<^*''^^®^^"* 

seule arôle (AA", A' A'") , laquelle est donnée par w*j;;*"- ''^**® T" 

puis de porter cette grandeur constante sur les àiver«^'**'^v '^^ . 

parlir des points A, , L, , M, ,.... On obtiendra ainsi, ^(^^"--^ '' 

supérieure, une courbe A, L, M, C, A^ identique avec A \. v*?*'"^**. '°* 

24Z|. Observons ici que quand la base ABGD du cylindre «èr * ' " 

dans notre épure, ou môme une ellipse dont un des âxos Bï> a^" ***"- 
diculaîre aux génératrices , la section droite sera une ellipse i\oni i * w, 
( bd, b'd' ) et (r/c, a'c').* En effet, le plan qui serait mené par les denx ariW^*^ *^- 
ayant alors, par hypothèse, sa trace horizontale BD parallèle à PQ i\ ^ *^'*îi 
le plan PQR' suivant une corde {bdjb'd') parallèle à PQ; par conséa^^^^*^»^ 
corde sera perpendiculaire sur les tangentes de la courbe aux points (6 y\ ,. / *^* 
puisque ces tangentes sont dans les plans verticaux BB'' et DD^ Ainsi la '*" 
horizontale (6rf, b' d') est nécessairement un diamètre principal ou un axe de Tell 
dans l'espace, et le second axe, qui est perpendiculaire au premier, est (oc, aV\ 
Mais il faut observer que ces deux droites, en se projetant sur le plan vertical' 
ne restent pas perpendiculaires, et deviennent seulement diamètres conjuguée ^^ 
a'b'c' d' , tandis qu'elles continuent d*être, en projection horizontale, les axes de la 
courbe abcd. 

D'après cette remarque, et si Ton a eu soin de prendre les points G et M, 
E et L,... deux à deux sur des droites parallèles à PQ, la section orthogonale 
rabattue suivant aSyo se trouvera divisée par les génératrices en arcs égaux et 
symétriquement placés quatre à quatre; de sorte que, pour rectifier cette courbe, 
il suffira de mesurer seulement les trois arcs «X, X/ut et f;.6, puis de porter ces lon- 
gueurs sur xy quatre fois de suite, mais en renversant l'ordre de ces arcs à chaque 
série. Les longueurs des portions de génératrices ofifriront aussi des relations ana- 
logues, qui permettront de n'employer que la première moitié de ces droites. 

245. ( Fig. Go et Gi . ) Pour obtenir la tangente de la transformée, qui n'est autre 
chose que ce que devient la tangente primitive TM de la base du cylindre, après le 
développement de cette surface, il faut se rappeler (n" 162) que, dans cette oné- 
ration, le triangle projeté sur MmT reste invariable de forme. Or ce triangle est 
rectangle au point (m, m'); l'un des côté^ projeté sur Mm est déjà rapporté sur le 
développement en ^x. M, ; le second côté Tm a pour longueur véritable T(x qui est 
son rabattement : donc, si l'on prend sur xy la distance fjt,T, == fjiT, et que 
Ton mène l'hypoténuse T, M, , cette droite sera la tangente de la transformée au 
point M^. 

Puisque, d'après ce que nous venons do dire pour un point quelconque, l'angle 
T^M.u, formé par une tangente et par l'arête correspondante demeure le môme 
avant et après le développement, il s'ensuit qu'aux points A, , C, , A^ , la transformée 
devra couper les génératrices à angles droits; car, sur le cylindre primitif, la tan- 

5* édit. 16 
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gente aux points A et C de la base était évidemment perpendiculaire sur la géné- 
ratrice correspondante. 

U inflexion aura lieu, dans la transformée , aux points B, et D,; car aux points 
correspondants B etD sur le cylindre primitif, ie plan tangent se trouvait évidem* 
ment perpendiculaire sur le plan sécant POR\ ce qui est la condition caractéris- 
tique , comme nous l'avons vu dans la note du n** 226. 

PROBLÊME IV. Étant donnés un cône droit et un plan^ trouver^ i'* le$ projections 
de leur intersection; 2"" le rabattement de cette courbe; ^ le développement du cône et 
la transformée de C intersection , ainsi que les tangentes à ces diverses courbes. 

2/|6/> (Fig. 63.) Un cône droit étant une surface de révolution engendrée par 
une droite qui rencontre Taxe, toute section perpendiculaire à cette dernière ligne 
sera iin cercle ACBD, que nous regarderons comme la directrice ou la base du cône, 
et dont nous adopterons le plan pour plan horizontal de projection. Le sommet 
étant projeté en (S, S') , le contour apparent du cône sur le plan vertical sera formé 
(n^* i06) par les deux génératrices S^A\ &B\ qui répondent aux plans tangents 
AA'S, BB'S', perpendiculaires au plan vertical; et si d'ailleurs on admet, pour 
simplifier un peu les opérations graphiques, que celui-ci a été choisi perpendi- 
culaire au plan sécant, ce dernier aura pour traces des lignes telles que PQ et QR'. 

2Ù7. Cela posé, coupons le plan PQR'etlecône par des plans auxiliaires qui 
passent tous par le sommet (S, S') , et qui soient en outre parallèles à la trace hori- 
zoniale du plan PQR\ D après le choix de nos données, chacun de ces plans auxi- 
liaires aura pour traces une droite S' F' menée par le point S' dans une direction 
arbitraire, et une droite F'KF perpendiculaire à la ligne de terre. Connue cette 
dernière trace rencontre la base ACBD du cône en deux points F et K , j'en con- 
clus que les génératrices SF et SK sont les sections de la surface par le plan auxi- 
liaire S' F' F; mais celui-ci coupe le plan PQR' suivant une droite évidemment 
perpendiculaire au plan vertical, et projetée en (M', XNM); donc la rencontre de 
cette droite avec les deux génératrices fournira, sur le plan horizontal, deux points 
M et N de la courbe demandée, lesquels seront d'ailleurs projetés verticalement en M^ 

En répétant ces constructions pour d'autres plans auxiliaires, on obtiendra des 
points de Tintersection aussi multipliés qu'on le voudra; mais, pour l'opération 
ultérieure du développement, il sera utile de faire passer les traces horizontales 
deç plans auxiliaires par des points A,E, F, C,... qui divisent le cercle en arcs 
égaux. Parmi ces plans, se trouveront les plans tangents AA'S' et BB'S\ dont 
chacun fournira un point unique (G, G') ou (H, H') ; ce seront là deux sommets 
de l'intersection, car on voit aisément que la droite (GH, G'H') divise en deux 
parties égales et à angles droits toutes les cordes parallèles à MN ; de sorte que 
cette droite est qn aae de la section conique. Cette courbe, qui, dans l'exemple 
actuel , est une ellipse , a pour projections GLMHN et G'H^ 

2ft8. ( Fig. 63. ) La méthode précédente ne pourra pas servir à trouver les, points 
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de rintersoction, situés sur les deux arêtes SG et SD qui se projettent verticalement 
suivant Taxe du cône ; parce qu*ici les sections auxiliaires faites dans cette sur* 
face et dans le plan PQR' se confondraient toutes sur le plan horizonlal avec la 
droite CSD. Mais si nous menons par le point I' un plan sécant liorizonialj il 
coupera le cône suivant un cercle du rayon F V = SV, et le plan donné suivant 
une droite ( l\ CD) ; par conséquent, la rencontre de celte ligne avec le cercle du 
rayon SV sur le plan horizontal fournira les deux points demandés I et J. 

Ce second procédé aurait pu aussi être employé pour trouver les autres points 
de rinterseclion du cône avec le plan PQR'; et d'ailleurs, il peut servir à vérifier la 
position des points pour lesquels, dans la première méthode, la rencontre des arêtes 
et des droites se fait sous un angle trop aigu. 

249. La tangente en un point quelconque (M, M') de la courbe sera donnée 
(n* 213) par rinterseclion du plan PQR' avec le plan tangent au cône le long de 
l'arête SMF. Or ce dernier a pour trace horizontale la tangente FT de la base ACBD; 
ainsi le point T où se coupent les droites FT et PQ est un point de la tangente 
cherchée, et même ce point en est la trace horizontale ; donc, enfin, cette tangente 
est la droite (TM,QM'). 

250. RabaitemenL Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR', pour 
le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, la droite (MNX , M'), évidem- 
ment perpendiculaire à la charnière, demeurera à angle droit sur cet axe de rota- 
tion, et prendra la position M'm; donc, en portant sur cette dernière ligne les 
distances 

M'm = XM, M'iî = XN, 

ou obtiendra les points m et n pour les rabattements de ( M, M') cl (N , N'). Tous 
les aulres points se trouveront semblablement , et la vraie yrandeur de la sectioa 
sera ylmilin. 

Par suite des mêmes considérations, on verra aisément que le pied T de la tan- 
gente TM se transporte à une distance Q|=:QT, sur une perpendiculaire à la 
charnière QR'; ainsi, enjoignant les points t et m, on aura la droite im qui devra 
toucher en m la courbe rabattue glnilu 

251. Développement. (Fig. 63. ) Nous savons (n' 170) qu'une surface conique 
quelconque est développable , et que , dans celte transformation , les génératrices 
ou des portions quelconques de ces droites ne changent pas de longueur. Donc» 
pui&(iu'ici , où le cône est droit , les arêtes comprises depuis le sommet jusqu'à la 
base sont toutes égales , il est évident que les extrémités de ces droites se trouve- 
ront situées , après le développement , sur une circonféience de cercle qui aura 
pour centre le sommet du cône, et un rayon égal à S'A'. Ainsi, choisissons sur le 
plan où Ton veut exécuter le développement, un point arbitraire S"; et avec un 
rayon S" A'' = S'A', décrivons un cercle sur lequel nous prendrons un^rc A'^B^'A"^ 
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qui soit égal en longaeiir absolue à la circonférence ACBDA, ce qui revient à dire 
que cet arc h"W A!" doit être une fraction de la circonférence totale, exprimée par 
le rapport de SA à S' A' ; puis, tirons le rayon S" A''', et alors le secteur S" A''B" A**" 
représentera exactement la nappe inférieure du cône , développée sur le plan que 
nous avons choisi. Quant à la nappe supérieure, nous en faisons abstraction âci, 
parce qu'elle n'est pas rencontrée par le plan PQR'; mais, dans un autre exemple 
(n** 262) , nous verrons ce qu'il faut faire pour cette seconde nappe. 

252. Maintenant, pour obtenir la transformée de l'intersection (GLMH , G' H') , 
et en admettant que le cône a été ouvert le long de l'arête ( SA, S' A' ) , prenons sur 
la circonférence A"B"A'", qui est elle-même la transformée de la base ACBD, des 
arcs (*) 

A"E" = AE, E'T'' = EF, F"C" = FC,..., 

puis tirons les rayons S"E", S''F",... sur lesquels il faudra porter des longueurs 
respectivement égales aux portions de génératrices, comprises entre le sommet et 
les divers points de la courbe (GMH, G'H'). Or, si Ton considère; par exemple, le 
point (M, M') situé sur la génératrice (SF, S'F'), et que l'on fasse tourner cette 
droite autour de l'axe, jusqu'à ce qu'elle devienne parallèle au plan vertical, il est 
évident qu'elle ira coïncider avec l'arête (SA, S'A'), tandis que le point M' restera 
sur une' horizontale et se transportera en i»! : donc alors S'/ sera la véritable 
longueur delà droite primitive (SM, S'M'). Ainsi, après avoir mené par tous les 
points L', M',... des horizontales , il faudra porter sur les rayons du développement 
des distances 

S''G"=S'G', S"L"=S'X', S"M"=S'^', 8"!" = S'Y',..., 

et la courbe G"L"M"rH"N" G'" sera la transformée de la section faite dans le cône 
par le plan donné PQR'. 

253. Cette transformée , considérée en elle-même , ne se terminerait pas brus- 
quement aux points G" et 6"'; mais elle se prolongerait en offrant une infinité de 
branches égales à G"H"G'", lesquelles finiraient cependant par coïncider exacte- 
ment, si le rapport de l'apothème S'A' au rayon SA de la base était un nombre 
commensurable : c'est ce que montre clairement l'équation de cette courbe , où il 

(*) Ici il ne s'agit pas de rectifier précisément les arcs AE, EF,... , mais de les changer en arcs 
d*an rayon différent et de mêmes longueurs absolues que les arcs primitifs. Or, si Ton emploie des 
ouvertures de compas propres à représenter des cordes sensiblement confondues avec les arcs par- 
tiels qu'elles sous-tendraîent sur le cercle ACBD, puis que l'on reporte ces ouvertures de compas sur 
la circonférence A"B" A'", on approchera encore plus de la vérité que si on les portait sur une ligne 
droite; par conséquent, le procédé est le même que pour rectifier les arcs AE, EF, • . . . Toutefois, 
dans le cas actuel, on opérera avec plus d'exactitude et de facilité si, comme nous l'avons recom- 
mandé, on a eu soin de prendre les points A, E, F,... à égales distances sur la base circulaire, 
parce qu'alors il suffira de diviser l'arc total A"B" A*^ en autant de parties égales qu'il y en avait sur 
le co^le ACBD. 
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entra une fonction circulaire et périodique (*). Mais pour se rendre compte syn- 
thétiquement de ces circonstances , il n*y a qu'à imaginer que le cône est enve* 
loppé par une surface flexible , qui a fait un nombre indéfini de révolutions : alors, 
toutes ces nappes superposées ayant été coupées simultanément par le plan PQR', 
elles produiront y en se déroulant de dessus le cône , une infinité de branches iden- 
tiques qui se construiront graphiquement en continuant de porter sur la circon- 
férence A"B''A'% et au delà du point A'", des arcs égaux à A" E", E"F", F'C",.,. avec 
des rayons vecteurs égaux à ceux que Ton a déjà employés. 

25/|. Quant à la tangente au point M'' de la transformée, il faut se rappeler 
(n** 170) que cette droite doit faire ici avec S" F'' le même angle que formait pri- 
mitivement la tangente (MT, M'Q) avec cette génératrice; et comme cela est vrai 
également de la tangente FT à la base , il s'ensuit que le triangle rectangle projeté 



(*) Pour obtenir cette équation en coordonnées polaires, représentons pax R, /i, /, le rayon de la 
base, la hauteur et Papothème du cône [fig. 63) ; soient d'ailleurs fe = F Y la hauteur du point (T, S) 
où le plan PQR' coupe Taxe, et co Tangle de ce plan avec Thorizon : nommons enfin p la distance du 
sommet & un point quelconque (M, M) de la courbe, et a Tanglè ASF, c'esl-à-dire l'arc qui mesure 
cet angle dans un cercle dont le rayon est l'unité; d'où il résulte que l'arc AF = Ra. Avec ces don- 
nées, il serait bien facile de former les équations du plan et de la droite (SF, S' F'), puis de trouver la 
distance du sommet à leur point de rencontre, distance que l'on égalerait à p; mais nous pouvons j 
arriver plus promptement de la manière suivante : 

Dans le triangle formé par l'axe du cône avec la génératrice (SF, S' F'), sur laquelle est situé le 
point (M, M') dont nous appellerons z la hauteur, on a évidemment 

h : ti — z:: /:?; 

ensuite, dans le triangle S' F' Y qui est la projection verticale du précédent, et où la droite 

\r G = = —^^ — , on trouvera aisément 

tangco tango» 

ti'.fi — zillXcosa : ^=^; 
tangu) 

alors si l'on élimine z entre es équations fournies par ces deux proportions, il viendra 

p = ' i , 

^ fi — R tang u) . cos a 

Ce résultat contient deux variables p et a dont la première conserve la même grandeur sur le déve- 
loppement du cône; mais l'angle a est alors remplacé par l'angle G"S"M" = qui correspond, dans 
le cercle du rayon /, à un arc A" F' dont la longueur absolue égale celle de l'arc AF dans le cercle du 
rayon R; par conséquent on a la relation Ra=z/o, au moyen de laquelle on peut éliminer a de 
l'équation précédente qui devient enfin 

li/i-k) 

P = ^• 

A — R tang Cl). cos — 

Cette équation, que nous laissons à discuter par le lecteur, représentera toujours la transformée, soit 
que rintersection primitive se trouve une ellipse, une parabole ou une hyperbole, en faisant attention 
que si (o varie pendant que k demeure constant, on aura pour ces trois genres 

Rtangu)<A| ou =A, ou >A. 
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8ur MFT demeure invariable de forme quand le cône se développe. Or, Ttio des 
côtés de ce triangle est déjà rapporté sur le développement en M"F"; donc, si on 
lui élève une perpendiculaire F"T" = FT, et que Ton tire la droite T'M", cette 
ligne devra toucher la Irai/sformée au point M", 

11 résulte aussi du principe que nous venons de rappeler, qu'aux points 6'^ H", 
G''', la courl)e doit couper à angle droit le rayon vecteur correspondant; car, aux 
points primitifs (G , G') et (H , H') , la tangente de Tintersection se trouvait évidem- 
ment perpendiculaire sur la génératrice du cône, 

255. Du point d'inflexion. Il arrive ordinairement, comme ici dans l3i fig. 63, 
que la transformée G'^M"H"G"^ après avoir tourné sa concavité vers le somor^t S", 
tourne ensuite sa convexité vers ce point, et dès lors il doit y avoir une inflexion 
entre G" et H''. Il importe de pouvoir assigner Tendroit précis où arrivera cette 
circonstance, et pour cela il faut se rappeler le lemme suivant, qui est bien facile 
à démontrer : Lorsqu'une droite est oblique à un plan, Tangle qu'elle forme avec 
sa projection orthogonale sur ce plan , est le minimum de tous ceux qu'elle fait 
avec les diverses lignes tracées par son pied dans ce même plan ; et le maximum 
de tous ces angles est celui qu'elle forme avec le prolongement de sa projection. 

Cela posé {fig. 64 bis) , soient PQR le plan sécant, et ABMDEF la section qu'il 
trace dans un cône quelconque; je dis qne la transformée de cette section présen- 
tera une inflexion au point situé «tir la génératrice pour laquelle le plan tangent du 
cône se trouvera perpendiculaire au plan sécant. En effet, si nous abaissons la per- 
pendiculaire wST sur le plan PQR, et que nous menions la droite TMDP tangente 
à la courbe de section , le plan STM sera bien tangent au cône, et perpendiculaire 
au plan sécant; d'ailleurs, les deux génératrices infiniment voisines SM et SD con- 
tenues dans ce plan tangent, auront évidemment la tangente TMP pour projection 
orthogonale sur le plan PQR. Or, d'après le lemme cité plus haut, on aura 

angle SMT < SMB et angle SDP > SDE; 

donc, lorsqu'on développera le cône sur le plan tangent SMT supposé immobile, 
l'élément MB de la courbe ira prendre une position MB' située au-dessous de la 
tangente MT, tandis que l'élément DE occupera une position DE' supérieure à DP, 
Par conséquent, la transformée A'B'MDE'F' offrira bien une inflexion au point M, 
ou autour de la tangente TMDP. 

Surface développable quelconque. Le théorème démontré ci--de68U% pour un cône, 
et pour un cylindre dans la note du n"* 226, est encore vrai pour toute surface 
développable coupée par un plan; car la démonstration précédente n'exige nulle- 
ment que, dans la/^. 64 bis^ toutes les génératrices aillent se couper au même 
point S; elle suppose seuleoient que deux génératrices infioimeul voisines, comme 
SM et SD, sont situées dans un même plan qui est le plan tangent de la surface. 
Or, comme cette condition est toujours remplie dans les surfaces développables , 
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il s'ensuit que le théorème précédent est encore vrai pour toutes les surfaces de 
ce genre. 

256. Pour appliquer ce théorème à la fig. 63 , nous abaisserons du sommet 
(S , S^) une perpendiculaire {S'l\ SX) sur le plan sécant PQR'; et par le pied X de 
cette droite^ nous mènerons à la base du cône la tangente Xp, qui fera conoaitre 
la génératrice Sp sur laquelle sera situé le point de la section où se produira une 
inflexion dans la transformée. Il restera donc à trouver, sur le développement du 
cône, la position que prendra la génératrice projetée actuellement sur Sp; ce qui 
s'effectuera comme au n^ 252. 

Observons , toutefois , que si le pied (X y X^) de la perpendiculaire abaissée sur le 
plan sécant se trouvait en dedans de la base ACBD, il n'y aurait plus d'inflexion 
dans la transformée de la section; ce qui peut arriver pour une certaine inclinai* 
son du plan PQR'. 

257. Cas où ta section conique est tme hyperbole {fig.ùl^). Soient toujours A£BD 
la base du cône droit, et A!?>b\ B'S'a', les arêtes qui forment le contour apparent 
de cette surface sur le plan vertical : nous tiendrons compte ici des deux nappes, 
en les supposant terminée à deux sections horizontales A'B', a' b\ qui se trouvent 
également distantes du sommet, et qui < par conséquent, donnent lieu à deux cer* 
des projetés Tun et l'autre sur ACBD. Quant au plan sécant, disposons-le de ma- 
nière à couper les deux nappes du cône; et en admettant toujours que le plan 
vertical a été choisi perpendiculaire au plan sécant, les traces de ce dernier seront 
IVQetQP. 

La construction de la courbe de section pourrait s'eflectuer comme au n"" 2^7, 
au moyen de plans auxiliaires qui seraient menés par le sommet, perpendiculaire- 
ment au plan vertical; mais, à cause de la grande obliquité que présenteraient ici 
les sections rectilignes , il sera plus exact d'employer des plans horizontaux. Soit 
donc/ui'y'un de ces plans; il coupe le cône suivant un cercle projeté sur ^ M y, 
et le plan donné PQR' suivant une droite (M', XNM); par conséquent, les points 
M et N communs à ces deux sections sur le plan horizontal, appartiennent à la 
courbe demandée dont une des branches est ainsi (PM6NI , Q€/). I/autre branche 
(RLHKN, H'R') se construira de même; et Ton fera bien d'employer une section 
î'X'= if!y\ laquelle fournira deux points (L, L') et (K, L') projetés encore sur le 
cercle a M y. Nous ne répéterons pas ici ce que nous avons dit dans le problème 
précédent, sur les sommets et la construction de la tangente; mais nous allons 
passer à une recherche particulière an cas actuel. 

258. Lorsqu'une courbe admet une branche infinie, et qu'on éloigne de plus 
en plus le point de contact d'une tangente , cette droite varie de situatipu, et quel* 
quefois elle se transporte tout entière à l'infini en même temps que le point de 
contact, ainsi que cela se présente dans la parabole du second degré; mais, dans 
d'autres cas^ il arrive que cette tangente variable reste toujours en deçà d'une 
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certaine limite , qu'elle n'atteindrait qu'autant que le point de contact serait à une 
distance infinie. Alors , cette limite des positions de la tangente se nomme une 
asymptote; et l'on énonce cette propriété d'une manière abrégée, en disant que 
T asymptote d'une courbe est la tangente pour un point de contact infiniment éloigné. 

259. {Fig. 64.) D'après cela, proposons-nous de construire les asymptotes de 
la section faite dans le cône, par le plan PQR'. Le point de contact d'une tangente 
de celle espèce, devant être à une distance infinie , se trouvera nécessairement situé 
surfine génératrice parallèle an plan sécant ; si donc on mène par le sommet, et 
parallèlement à PQR', un plan S' «'« qui coupe le cône suivant les droites Sa et Se, 
ces deux arêtes seront celles qui contiennent les points de contact des asymptotes. 
Considérons la première, et rappelons-nous que le plan qui touche le cône tout Le 
long de la génératrice Sa, quelque prolongée qu'elle soit, a pour trace horizon- 
tale la tangente aO de la base; donc, Tasymptole qui doit être (n" 213) l'inter- 
section de ce pian tangent avec le plan PQR', passera par le point G où se ren- 
contrent leurs traces; et elle sera précisément la droite 9&) parallèle à Sa, puisqTie 
ces deux plans sont l'un et l'autre parallèles à celle génératrice. 

On construira de même l'autre asymptote 900, qui sera parallèle à l'arête S S; 
et les deux asymptotes devront se couper en un point &> , qui soit situé précisément 
au milieu de l'axe réel GH, c'est-à-dire au centre -de la courbe. 

260. Si l'on appliquait la méthode précédente au cas d'une section parabolique j 
ce qui exigerait que le plan PQR' eût sa trace verticale parallèle à S'A', on trouve- 
rait que les deux arêtes S« S6 se confondraient avec SA; de sorte que cette 
dernière droite étant la seule génératrice du cône qui fût parallèle au plan sécant 
PQR', la section aurait bien encore une branche infinie, mais elle n'admcltrait plus 
d'asymptote ; car le plan PQR' et le plan tangent le long de SA , qui devraient 
donner cette tangenle par leur intersection , se trouveraient évidemment parallèles 
entre eux. 

261. Rabattement. Cette opération s'effectuera comme dans le n° 250, en 
portant sur chaque droite M' m perpendiculaire à la trace verticale QR', des dis- 
tances M' m = XM, et M'n = XN. Quant aux asymptotes, on rapportera d'une 
manière semblable leurs pieds et 9 , en 9' et cj»'; puis , on joindra ces derniers 
avec co" qui est le rabattement du centre (&>, &>'). 

262. Développement. {Fig. 6liei 65.) D'après les principes rappelés au n** 251, 
il faudra décrire d'un point arbitraires", et avec un rayon égal à l'apothème S'A', 
un cercle sur lequel on prendra un arc B" A" B'" qui soit à la circonférence totale 
dans le rapport de SA avec S'A'; et le secteur S"B"A"B'^ représentera le dévelop- 
pement de \^ nappe inférieure du cône, en supposant qu'on ait ouvert cette surface 
le long de l'arête (BSA, B'S'a' ). Mais, comme la nappe supérieure se développe en 
même temps que la première, et par un mouvement contraire autour du sommet 
qui peut être censé immobile, cette seconde nappe aplanie viendra occuper un 
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secteur S"ot'b"ol" égal au précédent , et dont les rayons extrêmes seront les prolon- 
gements de S^'B'^ et de S'^B'^ Pour rendre plus sensible la distinction de ces deux 
secteurs, nous avons supposé ici que la nappe supérieure se terminait à un cercle 
a^b^a^ d'un rayon un peu moindre que S'^B'', et nous avons ponctué les parties 
du secteur inférieur qui sont recouvertes par Tautre; cependant, pour effectuer les 
constructions dont nous allons parler , il faudra toujours opérer sur le cercle pri- 
mitif BU" B'" 6". 

Cela posé , sur le rayon S'' A" qui divise en deux parties égales le premier secteur^ 
on prendra la distance S"G'^= S' G', et le point G'^ sera la position du sommet 
(6, G'). Ensuite, pour un point quelconque (M, M') de la courbe, on mènera 
la génératrice SMF dont la position S" F", sur le développement, s'obtiendra en 
prenant Tare A"F" = AF; et comme la véritable distance du sommet au point 
(M, M') est égale à S^' (tf 252), si Ton prend une longueur S''M" = S^', le 
point M" sera la position actuelle de (M, M' ). Les autres points se détermineront 
d'une manière semblable , et la transformée de la branche inférieure de la section 
conique sera r M" G'' N'a". 

Quant à Tautre branche, elle se trouvera divisée en deux parties séparées, puis- 
que le sommet (H, H') était placé sur la génératrice B'S'a' suivant laquelle on a 
ouvert le cône, et que cette arête s'est transportée en S" al' d'une part, et de l'autre 
en S' ci". On portera donc sur ces dernières droites deux distances S'' H" et S" H"' 
égales à S' H', et les points H'^, H'^' seront les positions actuelles du sommet H\ 
Ensuite, pour un point quelconque (L, \J) de cette branche, on tirera la généra- 
trice SLC dont la position ^"CJ'j sur le développement, se trouvera en prenant 
l'arc a"C" = AC; et sur le rayon S"C'', il restera enfin à porter une longueur 
S'X''= S'X' qui est la véritable distance du sommet au point (L, L'). Par des opé- 
rations analogues, on trouvera que la section faite dans la nappe supérieure du 
cône, a pour transformées les deux branches H"L"R" et H"'K"V", lesquelles 
doivent couper à angles droits les rayons extrêmes S'' a'' et S"a"\ 

263. {Fig. 64 et 65.) Cherchons maintenant à retrouver les asymptotes, et ob- 
servons bien que ces droites étant situées, non sur la surface même du cône, mais 
dans les plans tangents le long des génératrices Sa et S g, elles conserveront leurs 
positions primitives par rapport à ces arêtes autour desquelles les plans tangoits 
ne font que tourner, lorsqu'on développe la surface. Commençons donc par dét^- 
miner ces arêtes sur le développement , en prenant les arcs A" a" = Aa, A''6''= A6, 
et tirant les rayons S"a'' et S''6": ensuite, sur les tangentes aux points «" et 6", 
nous prendrons des distances a''8" = aS, 6''ç'= gç, et les droites e"0, ç'O, res* 
pectivement parallèles aux génératrices S"a", S" g'', seront les positions actuelles 
des asymptotes primitives. 

Le point où ces droites se coupent doit se trouver sur le rayon S'' A", à cause 
de la symétrie des constructions précédentes, à droite et à gauche de ce rayon; 
5* édii. iS 
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mais il ne faut pas croire qae ce point est le même que rintersection ta des 
asymptotes primitives, car ces droites ont changé de position Tune par rapport à 
l'autre. 

Néanmoins, les lignes O'^O et cp'^O doivent se trouver asymptote9 relativement aux 
diverses branches de la transformée. En effet , comme la forme de cette courbe 
doit toujours être la même , quel que soit le plan sur lequd on a développé le 
cône , nous pouvons concevoir que ce développement a été fait sur le plan tan- 
gent le long de Tarête Sa; alors Tasymptote 9ck>, qui se trouvait dans ce pian, a 
dû rester immobile, aussi bien que Télément infiniment éloigné qu'elle avait de 
commun avec Thyperbole : donc cet élément est encore commun & la droite G^^O 
et à la transformée; par conséquent, cette droite est bien une asymptote de la 
branche G^'M'^F, et aussi de la branche H'^K^' V^. 

26/|. Point (f inflexion. Dans la fig. 65, la branche de courbe H'^L^^R^^ qui com«- 
mence par tourner sa concavité vers Tasymptote, finira nécessairement par pré- 
senter sa convexité à cette espèce de tangente; 11 doit donc y avoir un point d'tn* 
flexion sur cette branche , et on l'obtiendra , comme au n^ 256, en menant un plan 
tangent au cône de la^i^. 64 par la droite (S'T\ SA), abaissé perpendiculairement 
9ur le plan sécant PQR\ Mais, comme ici cette droite irait rencontrer trop loin la 
base inférieure du cône, prolongeons-la jusqu'au point (X^, X), où elle va percer le 
plan de la base supérieure, et du point ÇX"^ X), menons à cette base la tangente Xp, 
qui fera connaître (n"" 255) la génératrice Sp, sur laquelle sera situé le point oh 
l'inflexion se manifestera lors du développement. Toutefois , il faut bien observer 
que la génératrice projetée sur Sp appartient à la nappe supérieure; ainsi, la dis^ 
tance Ap devra être portée sur \^fig. 65 , non à partir de A'', mais à partir de a", 
suivant Tare a"p''; et le rayon S'^p" contiendra le vrai point d'inflexion dont il ne 
t«ste plus qu'à trouver la distance au sommet du cône, ainsi qu'on l'a fait pour 
{L,y) aun°2e2. 

PROBLÈME V. Trouver rinier^ecHon étun cône oublgonqub par vn plan y le 
développement de la surface , et la 4ransfifrmie de F intersection, 

265* Sans construire one épure que nous engageons le lecteur à tracer kii«- 
nàne , désignons par B la base ou la trace horizontale du cône en question , et 
par P le plan sécant. Il n'y aura qu'à couper cette snrfece et le plan P par une suite 
de plans auxiliaires menés tous pat le sommet, et les choisir, si Ton veut , parallèles 
à la trace horiMniale du plan sécant; ce qui s'exécutera en conduisant tous ces plans 
par une droite porall^e à cette trace horizontale et tirée par le sommet du cône. 
Alors chacun de oes plans auxiliaires produira, dans les deux surfaces, des sections 
recUHpuê bien faciles à trouver, et dont les points de rencontre appartiendront à 
la courbe demandée. 

.2*6. Des branches infinies. Il importe de Savoir reconnaître, à priori , si la sec- 
tion aura ou non qu^que branche infinie^ or, il est aisé de voir que la question 



revient à Bavoir s'il existe, sur le côoe donné, quelque génératrice qui scât paraU 
lèia au plan sécant P ; car, si aucune des génératrices ne remplit cette condition , 
le plan P ne pourra rencontrer ces diverses droites qu'à des distances /nie^, et dès 
lors la courbe d'intersection sera nécessairement limitée dans tous les sens. On 
mènera dono par le sommet du cône un plan F qui soit parallèle à P, et on exa^ 
minera si la trace horizontale du plan F rencontre quelque part la base B du 
cône. Lorsque ces lignes n'auront aucun point commun, on pourra affirmer qu'au- 
cune des génératrices du cône n'est parallèle au plan P, et qu'ainsi la section 
n'aura que des branches /ermda. IMais si la trace du plan F coupe la base B en un 
ou plusieurs pointa, les diverses génératrices G, G',.«- qui aboutiront à ces points, 
se trouveront évidemment parallèles au plan P, et dès lors elles n'iront le rencon** 
trer qu'à l'infini; par conséquent, la section admettra autant de branches infinies. 

Vasymptote de la branche correspondante à la génératrice G s'obtiendra en 
cherchant l'intersection du plan P avec le plan tangent mené suivant cette géné- 
ratrice G , ainsi qu'on l'a vu au u"" 259. Si ce plan tangent coïncidait avec P', ce qui 
arrivera quand la trace horizontale de ce dernier se trouvera tangente à la base du 
cône, alors la branche infinie serait dépourvue iT asymptote. Mais comme la trace 
horizontale du plan P' peut avoir avec la base B plusieurs points communs , dont 
les uns seraient des sections véritables, et les autres des contacts ^ il pourra arriver 
que l'intersection totale du cône avec le plan présente à la fois des branches infi- 
nies douées d'asymptotes, et des branches infinies qui en soient dépourvues. 

267. Quant au développement de la surface conique , il faudra partager la base 
en arcs assez petits pour être sensiblement confondus avec leurs cordes; alors, en 
mesurant une de ces cordes et les deux arêtes qui aboutissent à ses extrémités, on 
pourra former avec ces trois droites et sur un plan quelconque, un triangle qui 
représentera un élément superficiel du cône; puis, à la suite de ce triangle, on con- 
struira de môme l'élément adjacent qui aurait un côté commun avec le précédent ; 
et en continuant de la sorte, on obtiendra tous les éléments di:bcônc étendus sur un 
plan y ce q)ii ^onnera bien le développement de cotte surface. 

A la vérité cette marche exigera que les opérations soient faites avec beaucoup 
de soin, parce qu'il faut ici construire une suite dé triangles où l'un des côtés est 
extrêmement petit par rapport aux deux autres , et que les erreurs partielles peu- 
vent s'accumuler. Il serait p}us avantageux, sans doute , de connaître d'avance sur 
le développement , une ligne droite ou circulaire sur laquelle il ne resterait plus 
qu'à prendre des arcs déterminés, pour fixer la position nouvelle des généra- 
trices, ainsi que nous l'avons fait pour un cylindre quelconque au n* 2!|5 , et pour 
un cône de révolution au n''23i; mais ici où il s'agit d'un cône quelconque, il 
n'est plus possible de se procurer cet avantage important , parce qu'on ignore en- 
tièrement la forme que prendra la base du cône après le développement de cette 
surface. On pourrait, il est vrai, obtenir une donnée équivalente ou une section 
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orthogonale j en cherchant d'abord Tintersection du cône proposé avec une sphère 
concentrique; mais cette méthode , que nous exposerons plus loin (n*^ 330 et 331), 
est elle-même sujette à des inconvénients encore plus graves. 

Quand une fois le développement du cône est effectué par une méthode ou par 
une autre 9 on y construit la transformée d'une section plane , on celle de tonte autre 
courbe 9 en portant sur les rayons du développement , des longueurs égales aux dis- 
tances da sommet aux divers points de cette courbe, comme nous l'avons vu dans 
le n* 252. 

PROBLÈME YL Construire [intersection (Tun plan avec une surface de révolution 
{fig. 45). 

268. Prenons pour exemple le tore dont nous avons déjà parlé au n« 138, et 
qui a pour méridien le cercle (A'B'C'B", AC) tournant autour de la verticale 
(0, 0"Z') situé dans son plan; puis, cherchons l'intersection de celte surface avec 
le plan M'T'T qui lui est tangent au point (M', M) de la nappe intérieure^ car nous 
avons remarqué précédemment (n* 138) que les plans tangents à cette nappe 
devaient couper la surface. 

Employons ici des plans auxiliaires qui soient horizontaux, et soit F'K'N' la trace 
verticale d'un de ces plans. Il coupe le tore suivant deux cercles dont les rayons 
sont ON = rN' et OM = F K', tandis que son intersection avec le plan M'fT est 
la droite (F', F/) perpendiculaire au plan vertical ; donc les quatre points F, F", 
f'j /, où celte droite rencontre les deux cercles , appartiennent à la courbe de- 
mandée. Les autres points se trouveront d'une manière semblable ; mais quand on 
arrivera aux parallèles extrêmes D'^B" et D'B', on n'obtiendra, pour chacun, que 
deux points G et gr, ou H et /i; tandis qu'en opérant sur le plan horizontal V'M'L', 
on trouvera trois points R, r et M, dont le dernier est celui où les branches de la 
courbe forment un nœud. D'après cela, l'intersection cherchée a pour projections 

MHREFGE''M/i£îy^M, et G' H'. 

Nous avons ponctué les parties de celte courbe qui se trouvent aiu-dessous de 
l'équateur et du cercle de gorge, parce qu'elles sont invisibles sur le plan hori- 
zontal ; et sur le même plan , la courbe doit toucher ces deux cercles aux points E, 
E'^, e"j e, attendu que le plan tangent du tore est alors évidemment vertical, et 
qu'ainsi la tangente de la courbe et celle du parallèle, qui sont toutes deux dans ce 
plan , se confondent en projection horizontale. ^ 

269. Cherchons la tangente de la courbe pour un point quelconque (F, F) ; et 
puisque cette droite doit être (n* 213) rintersection du plan MTT avec le plan 
langent du tore au point (F, F'), construisons d'abord ce dernier. D'après la mé- 
thode générale exposée n" 133 et 134, il faut ramener le point donné (F, F') 
sur le méridien principal en (N, N'), puis tirer la tangente N'P' dont le pied est 
évidemment P; ensuite, après avoir reporté ce point P en tt sur la trace du méri- 
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dien OF, on mènera , perpendiculairement à ce méridien , la droite nB qui sera la 
trace horizontale du plan tangent au point (F, F') du tore. Il serait bien facile de 
trouver la trace verticale de ce même plan : mais cela nous est inutile ici ; car le 
point 9 où se coupent les droites irS et T'T, appartient évidemment à Tintersection 
du plan tangent avec le plan M^T^T^ ou bien à la tangente cherchée, laquelle est 
par conséquent la droite (9F, T'F'). 

Cette méthode devient insuffisante pour obtenir la tangente de la section au 
point singulier (M, M'), parce qu'en cet endroit le plan de lia courbe se confond 
avec le plan tangent du tore; mais nous apprendrons plus tard (n** 73ft) à effectuer 
cette recherche intéressante qui fournira les droites MX et MX''. 

270. Pour obtenir la courbe dans ses vraies dimensions , on rabattra le plan 
M'T'T autour de sa trace horizontale T'T, et un ,point quelconque tel que (F, F') 
restera sur une perpendiculaire à la charnière , en se transportant à une distance 
indiquée par T'F'. Il sera donc bien facile d'avoir le rabattement de la section, que 
nous n'avons pas exécuté ici , afin de laisser lire plus nettement les constructions 
principales (*). 

PROBLÈME VIL Intersection (fun plan avec un hyperboloîde de révolution à une 
nappé. 

271. Nous savons (n^ 140) que cette surface peut être engendrée par une hy- 
perbole qui tourne autour de son axe imaginaire, ou bien par la révolution d'une 
droite mobile autour d'une droite fixe, lesquelles ne sont pas dans un même plan. 
Si nous partions de la première définition, la méridienne serait connue, et nous 
rentrerions tout à fait dans le problème du n"" 268 ; c'est pourquoi nous emploie- 
rons l'autre mode de génération, et nous représenterons la droite fixe par (0, 0'Z'), 
et la droite mobile par (AD, A'D') (fig. 68). Cette dernière ligne est supposée ici 
parallèle au plan vertical , mais il sera toujours bien facile de l'amener dans cette 
position (n"" 12|9), si d'abord on l'avait assignée dans toute autre. La plus courte 
dislance des deux droites est l'horizontale (OD, D') qui décrit le cercle de gorge 
(XDY, X'Y'); et le pied (A, A') de la droite mobile parcourt le cercle A a B qui 
est la trace horizontale de la surface. Nous nous bornerons ici à ce petit nombre 
de données, pour fixer Thyperboloïde en question, sans exécuter la représentation 
graphique de cette surface sur le plan vertical ^ où le contour apparent serait une 

(*) n est intéressant d'observer que si le plan TTM' tangent au tore était incliné de manière à 
passer par le centre (G, 0'), auquel cas il toucherait une seconde fois cette surface dans un point 
(m, m') symétrique de (M, M') , il arriverait que la section produite par un tel plan dans le tore se 
réduirait à deux ceirles égaux et se croisant aux points de contact (M, M') et {m^ m'). On vérifie 
cette proposition en formant Téquation de la section rapportée à des axes tracés dans son plan ; maf^ 
pour apercevoir aisément que cette équation du quatrième degré peut se décomposer en deux facteurs 
rationnels du second, il est nécessaire d'y introduire les coordonnées polaires. Cette propriété fort 
curieuse dont jouit le tore, a été reconnue et indiquée par M. Yvon ViUarceau dans les Comptes 
rendais de Clnstitut^ le a8 août iSAS. 
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hyperbole (n* lUS) ; et pour laisser voir plus distiDctement la courbe d'ialersection 
sur le plan horizontal , nous réduirons la surface à sa nappe inférieure, c'est-à- 
dire que nous supposerons la droite mobile terminée au point (D^ ly). Enfin, nous 
rappellerons que la génératrice du second système (n'^lM) serait (BD, B'D'); et 
qu'en transportant ces deux génératrices parallèlement à elle8«>mémes, dans les 
positions (D'A', Oa), (D'B', 06), elles produiraient alors par leur révolution 
autour de l'axe vertical, le cône asympioie (n** 146) dont la base serait le cercle a6, 
et dont le sommet (0, D') coïncide avec le centre de l'hyperboloïde qui n'est autre 
chose que le centre du cercle de gorge. 

272. Cela posé, soient PQ et QR' les traces du plan sécant donné, ce qui sup- 
pose que l'on a choisi le plan vertical de projection perpendiculaire à celui-là ; 
mais, quand môme la trace PQ serait oblique à la ligne de terre, tous les raison- 
nements qui vont suivre seraient entièrement identiques, et les constructions ana- 
logues. Pour obtenir l'intersection de ce plan PQR' avec l'hyperboloïde , j'emploie 
encore des plans auxiliaires horizontaux, tels que celui qui a pour trace verticale 
M'V. Ce plan rencontre la génératrice (AD, A'D') au point (V, V), et, par consé- 
quent, il coupe la surface de révolution suivant un cercle dont la projection hori- 
zontale est la circonférence VMN décrite avec la distance OV pour rayon : mais ce 
même plan M'Y' coupe le plan donné PQR', suivant une droite (M', IMN) perpen- 
diculaire au plan vertical ; donc leç points M et N communs à cette droite et au cercle 
précédent, sont deux points de la courbe demandée sur lo plan horizontal; ils 
sont d'ailleurs projetés verticalement l'un et l'autre en M'. En menant d'autres 
plans auxiliaires parallèles à M' V, on déterminera les divers points de l'intersection 
qui, selon l'inclinaison du plan PQR', peut être une ellipse, une parabole, une 
hyperbole, ou une variété de ces courbes. 

273. Des êommets. Si du point (0, R'), où le plan sécant rencontre Taxe ver^ 
tical de la surface, on abaisse une perpendiculaire (OP, R'Q) sur sa trace hori- 
zontale, cette perpendiculaire partagera évidemment toutes les cordes parallèles 
à MN, en deux parties égales et à angles droits; donc elle sera nécessairement un 
aw de la courbe, quel que soit le genre de celle-ci; si donc cette courbe a des 
points situés sur cet axe, ce seront les sommets ^ et il importe de les obtenir direc- 
tement. Pour cela, il faudrait faire tourner la génératrice (AD, A'D') jusqu'à ce 
qu'elle vînt rencontrer (OP, R'Q) en un certain point G; mais si, au contraire, 
qious laissons immobile la première de ces lignes, et que nous fassions tourner la 
droite (OP,R'Q) autour de la verticale qu'elle coupe en (0,R'), elle ira ren- 
contrer la génératrice (AD, A'D') en un point que j'appellerai K, et qui se trou- 
vera évidemment sur te même paraUèle où aurait été situé le sommet G. Or, il est 
fiMÛle de construire le point K, qui est rinterseotion de la droite (AD, A'D') avec 
le cône engendré par la révolution de (OP, R'Q); car, après ayoir décrit le cercle 
du rayon OP, base de ce cône auxiliaire ^ on conduira par le sommet (0, R,') et 
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par la génératrice (AD, A'D') un plan dont on trouvera la trace horizontale AG 
en menant par ce sommet une parallèle (R'G^ OC) à la génératrice; alors, cette 
trace AG coupant le cercle OP en dou^ points F et E, fora connaître les deux arêtes 
OF et OE du cône auxiliaire qui sont rencontrées par la génératrice (AD, A'D'), 
et, par suite, on aura aussi leurs points de section K et L. Maintenant , pour re- 
venir de ces points aux véritables sommets G et H qui doivent être projetés sur OP, 
on décrira avec les rayons OK et OL, deux cercles qui rencontreront la droite OP 
aux points cherchés G et H. Il est vrai que chacun de ces cercles couperait OP en 
deux points ; nàais on distinguera aisément lequel est vraiment situé sur la ligne 
indéfinie (OP, R'Q), en traçant les projections verticales K'G' et L'H' de ces deux 
cercles. 

Il est bon de commencer le tracé de Pépure par la construction des sommets, 
parce qu'une fois ces points déterminés, on pourra mener les plans auxiliaires, 
tels que M'Y', à des distances convenables; et que d'ailleurs la recherche de ces 
sommets fera connaître le genre de la section, ainsi que nous allons l'expliquer. 

27Q|. Discussion. (Fig, 68. ) i*. Si la trace AG coupe la base du cône auxiliaire 
décrit par la droite (OP, R'Q), et fournit deux arêtes OF et OE qui rencontrent 
Tune et Tautre la génératrice AD, la section offrira deux sommets situés sur 
(OP, R'Q) ; et par conséquent cette courbe sera une ellipse ou une hyperbole ayant 
cette droite pour axe réel. Ges deux cas se distingueront aisément Tun de Tautre, 
en examinant si un plan quelconque M'Y' mené entre les points (G, G') et (H, H') 
fournit, ou non, quelque point de la courbe. D'ailleurs, lorsque la section sera 
elliptique, on obtiendra le second axe en faisant passer un plan horizontal par le 
milieu (w, w') de l'intervalle des deux sommets. 

a'. Si, des deux arêtes OF et OE, l'une est parallèle à la génératrice DA, un des 
sommets s*éloignera à une distance infinie; et la section sera une parabole qui aura 
toujours pour axe la droite indéfinie (OP, R'Q). 

3^ Lorsque la trace AG se trouvera tangente au cercle du rayon OP, les deux 
arêtes OF et OE se confondront en une seule droite; et le point où elle coupera la 
génératrice AD, étant rapporté sur OP, donnera le sommet unique de la section 
qui se réduit alors au système de deux droites. Gette assertion pourrait être justifiée &i 
remarquant qu'une hyperbole dont les deux sommets se réunissent, se réduit à ses 
asymptotes : mais d'aîlleurs, si l'on prend la peine de construire l'épure relative à 
l'hypothèse actuelle, on reconnaîtra que le plan AG mené par le sommet du cône 
auxiliaire j devient alors tangent à ce cône, auss' bien que PQR' ; de sorte que ces 
deux plans, qui coïncideraient si Ton faisait tourner Tun des deux autour de la 
verticale 0, doivent produire dans l'hyperboloïde de révolution des sections iden- 
tiques. Or, le plan AG contenant d^à une génératrice DA, ne peut couper de nou- 
veau la surface du second degré que suivant une autre section rectiligne^ projetée 
également sur une tangente au cercle de gorge (n* l&i); donc aussi le plan PQR' 
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produira dans Thyperboloïde une section composée de deux droites analogues aux 
précédentes, et qui se couperont au point trouvé pour sommet unique sur la droite 
(OP, R'O). D'ailleurs en ce point, le plan PQR' sera tangent (tf 142) à Vhyperbo- 
loïde. 

Dans le cas très-particulier où la droite suivant laquelle se réunissent les deux 
arêtes OF et OE, se trouverait parallèle à DA, le plan PQR' couperait Thyperbo- 
loïde suivant deux génératrices parallèles entre elles , et il ne serait plus tangent à 
la surface que /lans un point infiniment éloigné. 

4°. Enfin, si la trace AC ne rencontre pas du tout le cercle du rayon OP, il n'y 
aura aucun sommet réel sur (OP, R'Q), et la section sera alors une hyperbole 
dont cette droite sera Taxe imaginaire. Dans ce cas , la courbe se construira tou- 
jours comme au n* 272 ; mais pour trouver le centre , et par suite l'axe réel , il 
faudra recourir aux asymptotes dont nous parlerons tout à l'heure : ou bien , ce 
qui est plus simple, on prendra le milieu o' de l'intervalle des deux points y et»' 
où le plan PQR' coupe les arêtes D'B' et D'A' du cône asymptote. Cette dernière 
jrègle est fondée sur ce que cette surface et l'hyperboloïde, étant semblables et con- 
centriques , doivent être coupés par le plan PQR' suivant deux courbes qui auront 
tin centre commun {n" Ib?). Or, pour la section faite dans le cône asymptote, on a 
vu (n** 247) que les deux sommets étaient projetés sur le plan vertical , en y' et yj'; 
par conséquent le milieu w' de la distance y'r}', est à la fois le centre de la section 
conique et celui de la section faite dans l'hyperboloïde. Il restera donc à projeter 
ce point en o) , sur la ligne OP que l'on sait être un axe de la courbe; et le plan 
horizontal conduit par ce point fera trouver les deux sommets réels par la méthode 
du n'» 272. 

275. ( Fig. 68. ) Pour obtenir Ut tangente en un point quelconque M de la section 
produite par le plan PQR', il faut chercher l'intersection de ce plan avec celui qui 
touche l'hyperboloïde en M. Or ce dernier est déterminé (n^* lft2) par les deux 
génératrices rectilignes qui passent par ce point , et nous savons que leurs projec- 
tions horizontales s'obtiennent ( n"" lUl) en menant au cercle de gorge les tangentes 
(5f,M3j et êMd; par conséquent les deux points «, et 6, où ces génératrices cou- 
peront le cercle OA qui est la trace horizontale de l'hyperboloïde, appartiendront 
nécessairement à la trace du plan tangent cherché; donc cette trace sera la droite 
a,6T qui, par sa rencontre avec PQ, fournira le pied T de la tangente TM qu'il 
s'agissait de construire. 

A la vérité , les tangentes au cercle de gorge menées par le point M , couperont 
le cercle OA en quatre points : mais d'abord, on ne devra combiner ensemble que 
ceux qui se trouveront tous deux en deçà , ou tous deux au delà des points de 
contact d et d, par rapport à M; car les deux génératrices que l'on cherche doivent 
se couper en M , et conséquemmcnt (n"" iftS) elles ne sauraient appartenir au même 
système, ce qui arriverait évidemment pour les droites a,d, et ad, aussi bien que 
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pour 6d et 6, d,. Ainsi rincertitade qui pourra rester, consistera à savoir si Ton doit 
combiner les deux droites a^i.etSif ou bien les deux droites ai et g,d,; mais 
pour ces dernières qui ont leurs extrémités inférieures en « et 6, ^ le point de sec- 
tion projeté en M se trouverait évidemment au-dessus du cercle de gorge ^ tandis 
que le point (M, M^) que nous considérons ici, est sur la nappe inférieure de Thy- 
perboloïde; donc il faat encore rejeter ce deuxième couple de génératrices , qui 
devrait au contraire être seul conservé, dans une épure où le point considéré M se 
trouverait placé sur la nappe supérieure de la surface. 

276. RabaiiemenU Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR^ pour 
le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, Thorizontale (M',IMN) res* 
tera perpendiculaire à la charnière, et deviendra M^mn, droite sur laquelle on 
portera des distances M'm = IM, Wn = IN; ce qui fournira évidemment deux 
points m, n, de la courbe rabattue. Les autres points s'obtiendront d'une manière 
semblable, aussi bien que la tangente dont le pied T se transportera en l^ et qui 
deviendra (m. 

La surface actuelle étant gauche^ comme nous Tavons démontré au n"" i2|5 , elle 
ne saurait satisfaire à la condition essentielle du n* 179, et il n'y a pas lieu de 
chercher son développement. Observons enfin que toutes les opérations précédentes 
s'effectueraient d'une manière entièrement analogue , si le plan sécant PQR' était 
oblique au plan vertical de projection, et quand même la génératrice (AD, A'D') 
serait assignée dans une position quelconque; aussi nous engageons le lecteur à 
s'exercer sur de pareilles données. 

277. DES BRANCHES INFINIES. {Fig. 68.) Il est tr4-important de savoir 
reconnaître à priori si la section de Thyperbololde par un plan quelconque PQR', 
présentera ou non des branches infinies. A cet efiTet, il faudra mener par le centre 
(0,D') du cercle de gorge, une droite (Oa, D'A') parallèle à la génératrice 
(DA, D'A'), et tracer la circonférence ab que décrit le pied (a /A') de cette paral- 
lèle» quand elle tourne autour de l'axe vertical pour engendrer le cône asymptote; 
et comme on sait (n* i{|6) que toutes les arêtes de ce cône sont respectivement 
parallèles aux diverses génératrices de l'hyperboloïde, il n'y aura qu'à conduire 
par le sommet (0, D') un plan tc parallèle à PQR', et voir si ce plan tt contient 
quelque arête de cette surface conique. 

i\ Lorsque la trace horizontale du plan tt ne rencontrera pas le cercle a6, base 
du cône asymptote, il n'y aura aucune arête de ce cône, et conséquemment aucune 
génératrice de l'hyperboloïde, qui soit parallèle au plan donné PQR'; donc aucun 
point de la section faite par ce dernier plan ne pourra être situé à l'infini , et dès 
lors cette section sera fermée et elliptique. 

^% Quand le plan ir coupera la base ab du cône asymptote en deux points, il 
existera sur ce cône deux arêtes, et sur l'hyperboloïde deux couples de génératrfces, 
qui seront parallèles au plan PQR' : donc la section faîte par ce dernier dans l'hy- 

5' édit. M 



pei^oloïde, ofMn deux branches infinies et sera un^ hyperbole. I^âinears, diaeim de 
ees d^x Goaplés de génératrices, composé de doax droites paraltètee, déterminem 
nu plan -qcirise trourera bien tangent à rhyperbolOîdé (n** fS^) dans fe pdnÉ de 
mioontre infiniment éloigné de ces lignes; ce sera donc Pinitersëcti«m de ra plan 
tangent asymptotique par le plan donné PQR', qui fonmira Vtmymptoùi de la branche 
correspondante. Ceci s^éclaîrcira par l'exemple du n" 278. 

3*. Enfin, si le plan tt ne fait que toncher la base du cône asymptoile, il n'y aura 
plus sur ce cône qu'une seule arôte , et sur Thyperbololde qa'ttn seul couple de 
généialrices , qui soient parallèles au plan donné PQR'; done^la section n'offirira 
t!j^^ une branche infinie et sera une parabole. D'ailleurs elle n^adlàçttrà plas^d^asymp» 
tote, parce que le plan tangent conduit par ces deux génératrices se tneuyera lui- 
Blême parallèle an plan PQR'^ comme nons le verrons clairement au tf 281. 

278* (Fig. 69.) Appliquons ces règles au cas deréptnre6gy oùla génératrice 
(ADB, A'D'Â^^) est prolongée autant au-dessus qu'an-dessons du cercle de gorge 
(XDY, X'Y'), afin de limiter la surface aux deux cercles égaux A'B' et A'^B^, 
projetés horizontalement sur AZBS. La génératrice du second système serait 
(BDA, B'iy B'') ; et ces deux génératrices, transportées parallèlement jusqu'au centre 
(0, jy)j détermineraient le cône asymptote qui a pour base te cercle da rayon Oa. 
D^aillenrs, comme dans Tépure précédente, nous ne nons attacherons pas à effec-- 
tuer la représentation graphique de l'hyperboloïde sur le plan vertical , où il n'y 
aura que des lignes isolées qui seront toutes visibles : ce sera seulement sur le 
plan horizontal que nous exprimerons la forme de la surface, en distinguant par 
des ponctuations diverses , les parties visibles et les parties cachées. Quant au plan 
sécant, nous sommes convenos (n^ 108) qu'il serait regardé comme enlevé , après 
avoir coupé la surface, et qu'il n'en resterait que tes traces PO et QH'. 

Cela posé, si nons menons par le sommet (0, D') du cône asymptote un plismi 
DfE'F parallèle à PQR', on voit qu'il coupe le cercle Oa en deux points E et F, 
et le cène asymptote suivant deux àrétes projetées sur OF et OE. Donc, en ne con- 
sidérant d'abord que la première OF, et lui menant deux parallèles Sa, e6, qui 
soient tangentes au cercle de gorge , ce seront là deux génératrices de Thyperbo- 
lorde qui n'iron^t rencontrer le plan PQR' qu*à Tinfini et qui annonceront Fcxis- 
tence d'une branche indéfiniment prolongée. Pour obtenir l'asymptote, j'observe 
que le plan tangent de l'hyperboloïde dans ce point infiniment élotgné, devant 
contenir (n* i&3) les deux génératrices «3 et Se qui se coupent en ce point, stvira 
pour trace horisiontale la droite a9; et comme ce plan doit fournir par son iMeiv 
section avecle plan PQR' l'asymptote demandée, cette ligne se trouvera évidem- 
ment parallèle à «3. Si donc, par le pomt 9 où se coupent les traces PQ et «6, on 
mène la droite e» parallèle à «d, ce sera Taiymptote qu'il s'agfssait dé» construire. 
^ 279. On pourra répéter des constructions semblables pour la seconde branche 
infinie qui est indiquée par l'autre arête OB du cône asymptote; mais on doit aper^ 



.. COAPITAE U. -rr, DES Wf^pTIOPiS PXAKES. IM 

ctN'Oir ique, danâ l'opération préoédeDte, le plan daS qui touchait Thyperboloïde à 
tuM distanoe infinie sor la génératrice dst, était loi-inéme ton^eni au c^ a«yiiip/o(e 
:8ai!rant;raiiéte OF. En alfet, ce plan renferme le diamètre dOe du cercle de gorg^, 
et ooneéquemniei^trairéie OE ; donc 8a trace passera par le point F et sera évidem^ 
ment perpenflicnlaire am rayon- OF. D'après cette remarque, il suffira de mener au 
cercle du rayon OE, la taqgente E(f qui, par su rencontre avec PQ, fournira le 
poHit f pai* lequel on devra tiner l'asymptoie ^ parallèlement à OE. Celte seconde 
asymptote devra couper la première en un point a> qui soit situé ^ur la droite OP, 
puisque celle-ci (n° 273) est toujours un axe de la courbe. 

280* Si Ton voulait n'employer qu'une seule des deux:génératrices da, sS» qui 
vont aboutir au point de contact de l'asymptote , ou pourrait s'appuyer sur ce que 
la 8iir£ace étant de révolution , le plan tangent doit être perpendiculaire au plan 
méridien qui passe par le point de contact (n"* 129 )• Or ici ce point esta une dis- 
tance infiniesur ad; donc le méridien correspondant est le plan vertical OF paral- 
lèle à ad : ainsi le plan tangent cherché aurait pour trace horizontale une droite 
perpendiculaire à OFet menée du point «, ce qui ferait bien retrouver la ligne oo 
déjà obtenue autrement. 

2SÊL. Si le plan IX F' F mené par le sommet du cône asymptote, parallèlement 
à PQR\ touchait ce cône suivant une arôte unique, c'est-à-dire s'il avait la position 
D'B'^, on voit bien (n"" 260) qu'il serait lui-même langent à l'hyperboloïde dans 
le point infiniment éloigné situé sur la génératrice (BD , B'D') ; or, puisque ce .plan 
tangeai se trouverait ainsi parallèle à PQR'» leur jn^tersection serait transportée 
tout entière .à i'infini ; de sorie. que la courbe d'intersection présenterait bien 
encore une braiwhe infinie » mais <jftiî n'aumit plus (tasgmpioie. 

282. {Fig. 69.) Maintenant, elfectuons. le tracé de la courbe suivant laquelle 
to plan PQ&- coupe l'hyperboloïde, et cherchons d'abord les sommets situés sur 
l'ttTO (OP, WQ). Nous avons vu (n^ 273) qu'il fallait tirer la drpite (R'C, OC) 
panailèle à la génératrice (AD, A'.D'), et joindre les pointe C et,A; mais comnae la 
IraoeCA ne rencontre pas ici le cercle du rayon OP, on doit en conclure qu'il n'y 
a aucun sommet réel sur l'axe en question*, et que la section est une hyperbole 
dont la ligne (OP» R'Q) est Vaœe imaginaire. Alors je cherohei lec^nlré; en projetant 
le point de rencontre» «a des deux asymptotes sur la ligne R'Q en ci>'; ou bien 
(b«274, 4*) je prends le milieu w' de l'intervalle dos deux points y' et n' où le 
^n PQR' coupe les deux arêtes extrêmes du cône asymptote; puis, en faisant une 
fifeotion horizontale par ce poiat o)', suivant la méthode du n" 272, j'obtiens les 
deux sommets r^eis 6 et H. Cette même aiéthode appliquée à d'autfe^ :plans hori- 
izonlaux, tels queM' V eC V" W", qu'il sera bon- de choisir de manière à fournir des 
'notiona égales. dans les deux Jiappes, fera trouver de nonveaux points iMl et N,^et y, 
idaia ctoMbe^cberdiàe : su outre, cette ligne devra qvidemment passer .par les points 
X »etiâ>oii« le iCéroIeA^S:est rencontré par Ja irace.PQ.dn pl)9ta,^cant| aqssi bien 
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que par les points ( Z, TJ) et (U, Z') où ce même plan coupe le cercle supérieur A''B^. 

Enfin, comme le cercle de gorge X'Y' est rencontré par le plan PQR' en deux 
points projetés verticalement sur L', on en conclura leurs projections horizontales 
L et K , dans lesquelles ce cercle et Thyperbole devront se toucher sur le plan hori- 
zontal. En effet, quoique les tangentes de ces courbes dans Tespace soient très- 
distinctes Tune de l'autre, elles se trouvent toutes deux dans le plan tangent de 
rhyperboloïde qui, pour chaque point du cercle de gorge, est évidemment verti" 
cal; d'où il résulte que les projections horizontales de ces deux tangentes se con^ 
fondront nécessairement. 

Quant à la construction de la tangente à la section, pour nn point quelconque 
(M , M') , elle s'effectuerait par les mêmes moyens qu'au n" 275. 

283. Rabattement. On effectuera cette opération comme dans Tépure précédente, 
en faisant tourner le plan PQR' autour de sa trace verticale QR\ et en portant sur 
des perpendiculaires à cette charnière, des distances M'm==IM, M'it= IN,...« 

Quant aux asymptotes, on rabattra d'abord de la même. manière le centre (co, (ù') 
en w''; puis, en rapportant les points 9 et 6 en ç'^ et 9", on obtiendra ç'^o" et O'^w" 
pour les asymptotes de la courbe rabattue. 

PROBLÈME VIII. Intersection (Tune droite avec un hyperbolwie de révolution à 
une nappe. 

284. {Fig* 66.) Nous plaçons ici ce problème, parce qu'il n'est qu'une exten- 
sion de celui que nous avons résolu au n*" 273 , pour une droite qui rencontrait 
l'axe de lasurface; et nous allons ramener à ce cas particulier la question actuelle, 
où la droite proposée aura une position quelconque. Soient donc(0, O'Z') l'axe 
de rhyperboloïde, (ADB, A'iyB') la génératrice rectiligne, et(PQ, FQ') la droite 
dont il s'agit de trouver les points d'intersection avec la surface. Nous la suppo- 
sons ici amenée, par une rotation autour de Taxe, dans une situation parallèle au 
plan vertical : mais cette opération préliminaire est toujours fort aisée à effectuer 
(n* 149); et comme d'ailleurs elle laissera le point d'intersection avec la surface, 
sur le même parallèle où il était situé d'abord, il sera bien facile de retrouver ce 
point dans la position primitive. 

285. Cela posé, si le plan vertical PQ rencontre le cercle de gorge décrit avec le 
rayon OD, il coupera la surface donnée que je désigne par H,, suivant une hyper- 
bole dont l'axe réel sera (XY, X'Y') et qui aura pour une de ses asymptotes la 
droite (A'B', PQ). Il serait donc facile, d'après ces données, de construire celte 
courbe sur le plan vertical , et sa rencontre avec P'Q' ferait alors connaître les 
points demandés ; mais nous nous proposons d'arriver à ce résultat par des con- 
structions directes et qui n'emploient que la ligne droite et le cercle. Pour cela, 
imaginons que l'hyperbole dont nous venons de parler et qui contient les points 
cherchés, tourne autour de la verticale w : elle produira ainsi un second hyper- 
bolôïde à une nappe H, dont le cercle de gofge sera (X3Y, X'Y') , et qui aura 
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pour génératrice rectiligne la droite (aS, A'B'); alors la question primitive se ré- 
duira évidemment à trouver les points d'intersection de ce nouvel hyperboloïde H, 
avec la droite (PQ, P'QOqui rencontre son axe (w, O'Z'); et, par conséquent, 
nous sommes ramenés au problème du n° 273. 

On décrira donc avec le rayon a>Pun cercle qui sera la base d'un cône auxi- 
liaire ayant pour sommet le point (o), R'); puis, en menant la droite (h!C\ taC) 
parallèle à la génératrice, on déterminera la trace txC d'un plan qui coupera ce 
cône suivant les arêtes a>£ et coF. Ces dernières lignes vont rencontrer la généra- 
trice aux points (L, L^) et K, K'), que Ton ramènera sur la droite proposée en 
(M', M) et (N', N); et ces derniers points seront ceux où la droite (PQ , P'Q') perce 
le second hyperboloïde H, et aussi le premier H,. 

286. Si la projection horizontale PQ de la droite proposée se trouvait tangente 
au cercle de gorge décrit avec le rayon OD, le plan vertical PQ couperait évidem*^ 
ment Thyperboloïde primitif H, suivant deux droites projetées sur A'B' et sur la 
droite symétrique de cette dernière; dès lors, la rencontre de ces deux droites 
avec P'Q' fournirait immédiatement les points cherchés. 

287. Enfin, supposons, comme dans la /^^ 67, que la droite proposée (PQ, P^Q^) 
se projette en dehors du cercle de gorge OD. Dans ce cas, le plan vertical PQ cou- 
perait encore la surface primitive H, suivant une hyperbole, mais son axe réel, 
serait dirigé suivant la verticale R; de sorte qu'en faisant tourner cette courbe 
autour de cette verticale, on obtiendrait un hyperboloïde à deux nappes^ et le 
problème ne serait plus aussi simple. C'est pourquoi je renverse la question pri- 
mitive, et je me propose de trouver les points d'intersection de la droite (AB, 
A'B') , avec Thyperboloïde H, que décrirait (PQ, P'Q') en tournant autour de la 
verticale 0, parce que ces nouveaux points de section seront évidemment à la 
môme hauteur que les premiers. 

Or, dans ce second hyperboloïde H3 , le cercle de gorge qui a pour rayon (OR, R') 
est nécessairement coupé par le plan vertical AB, et la question rentre tout à fait 
dans le cas du n** 285 : ainsi, après avoir décrit le cercle de gorge (XpY, X'Y') 
d'un troisième hyperboloïde H^ qui aurait pour génératrice la droite (îrp, P'R^y 
on trouvera, comme ci-dessus, les points (fx, M') et (v, N'), où cette dernière ligne 
serait rencontrée par (AB, A'B') tournant autour de la verticale D; puis, il reste- 
rait à transporter ces deux points sur (AB, A'B'), en les laissant à la même hau- 
teur. Mais les derniers points ainsi obtenus devraient ensuite, pour le problème 
primitif, être ramenés sur (PQ , P'Q^ en les laissant encore dans les mêmes plans 
horizontaux; par conséquent, Topération se réduite transporter immédiatement 
les points (jm, M') et (v, N') en (M, M') et (N, N'), qui seront les points de ren- 
contre de la droite (PQ, FQ' ) avec le premier hyperboloïde H, décrit par la révo- 
lution de (AB, A'B') autour de la verticale 0. 
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CHAPITRE III. 

rNTJBRSECTIONS DE DEUX SURFACES COURBES. 

PROBLÈME L Intersection de deux cyUndreg quelconques. 

288. (Fîf/. 70.) Soient ABGKH la baee ou la trace horisontale du preomr cy- 
lindre , et ( AZ , A' 7J ) une de ses çénéralrices ; soient VLM YI et ( Vt>, Y' v' ) les dbnnées 
analogues pour le deuxième cylindre : on en déduira aisémei>l (<iii^ i09) I0 contour 
apparent de chacune de ces surfaces scir )e plan horizontal et sur le plap vertical; 
ptiFS, pour obtenir leur intersection , il faudra employer des p&ina sécants qui soient 
parallèles à la fois aux génératrices de l'un et de Vautre cylindre^ et qui produîreiit 
aindi, dans ces deux surfaces , des sections évidemaie»! reolilij^es. A celicffet, 
nvanons par un point •quelconque de Taréte ( AZ, A'Z') une droite (ZR, Z'R') pa- 
rallèle aux génératrices du deuxiènic cylindre, et constniisonB la trace horizon- 
tale RA du plan qui passerait par ces deux droites.; alors nona n'aucons plus besoin 
que de tirer diverses parallèles à RA, pour être certains que ce sont là les traces de 
phms propres à couper les deux cylindres sitivant des génératrices reclilignes. 

^9. Considérons le plan sécant RA : il coupe le premier cylindre suivant deux 
arêtes projetées sur Aaat et Ccy, et le second cylindre suivant des arêtes projetées 
sur L/ ei Qq; par conséquent, ces quatre droites qui sont dans un môme plan, 
fourniront par ta rencontre de leurs projections quatre poiats 0, a, c, y, appar- 
tenant à la projection horizontale de rintersection des deux cylindres. Ensuite, si 
Ton projette sur la ligne de terre les pieds A, C, L, Q, de ces arêtes., oa en con- 
clura leurs projections verticales qui fourniront aussi par leurs renconUcs mu- 
tuelles, les points 1/, a , c\ y', de la courbe d'intersection projetée sur lo pian ver- 
tical ; d'ailleurs il faudra, comme vériGcation, que ces points a et a', a et a ,»• • se 
trouvent deux à deux sur des droites perpendiculaires à la ligne de terre. 

On agira de môme pour d'autres plans sécants parallèles à RA^ mais il est bon 
de commencer Tépure par déterminer les points remarquables demi nous allons 
parier, parce que ceox-là sont essentiels à construire, et qu'on poujrra ensuite 
proportionner lef nombre dos plans sécants intermédiaires, aux intervalles qui res* 
teront entre les points déjà obtenus. 

Md. Points sur ies plans limites. Si Ton tire parallèlement à RA des droites MNÛ, 
€B!, dont chacune soit tangente à l'une des bases et en même temps tocante fMn* 
fûpportà Vmttpe base^ ces droites seront les traces de deux plans limites entre iIq&- 
t}^f)tel^se trouveront compris tous les points qui sont communs aux deux anrliaces:; 
cmr, ^Kt dehors d^ cm Ivmites, on voit bien que les plans^éoants paraJlèles à ILV ne 
pourrarient'plus couper qu'on seul des deux cylindres.- D'ailleurs., si l'on applique 
au plan MNB la méthode générale exposée >au numéro précédent, du obtiendra 
deux points (6, 6') et (6, 6') dans lesquels les génératrices (Mm, M'm') et (N72, N'?i' • 
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'se troiiveroot êangetuesà la coûtée dinîersecûon dans l-^dpacft; et, piM* fiuit^, œ 
contact devra se vérifier $ur leê demx ptanê de profeclîon, cofiftmeiOql^ voit 4s4^ 
votre épure. En efiet, la droite (M6, M'g') eet éTidemmeiit daeis le plw qui tou- 
cherait le cylindre LMN au point (6, 6') ; mais elle est aussi dans le.^an sécant 
MB€qui, par hypothèse, se. trouve tangent au cylindre ABC le lonf[ de rarâte£6 : 
donc cette droite (116, M^ 6') est TinlersectioD des plans tangeaie aij^xdeux surfaces 
dans le poôit (6,6'), et conBéquemment (n^" 213) elle est bien kmgente à la courbe 
suivant laquelle se coupent ces éicoc surfaces. 

On prouvera de même que l'arête (N6, Wb^) est tangente à la courbe d'inter- 
section au point (b^h'); eij pareillement, le plan limite GHI fournira deux points 
iSy 9^) ^^ (^> ^ ) ^^^^ lesquels la courbe sera toachiée par les arêtes (€99 Gy) et 

291. PcinU 9wr les contours apparents. On fera passer des plans sécants paral- 
lèles à RÂ, par les points A, K, X, Y (^), où aboutissent ies arétea qni fonaent le 
contour apparent de chaque cylindre sur le plan horizontal ; puis, par la méthode 
générale du n*289, on obtiendra les points (a, a'), («, a)y{Tc, w), (<f, <p'), (cf, d'), 
dans lesquels la courbe touchera y mais seulement sur le pUm hpristontal^ les arétee 
correspondantes. En effet, au point (m, a) par exemple, la tangente de la courbe 
dans Tespace est distincte de la génératrice (Ace, Ma) : mais ces droites sont con- 
tenues toutes deux dans le plan tangent le long de (A a, A' a'), et comme ioi ce 
plM est nécessairement vertical^ il en résulte que la projection horizontale de eelte 
génératrice coïncidera avec celle de la tangente; par conséquent, elle devra tou- 
cher la projection de la courbe sur le plan horiBontal, tandis qu'il n'en sera pas de 
même sur la plan vertioal. 

Observons , d'ailleurs , que ce sera toujours dans quelques-UB» des points dont 
nous venons de parler que se fera le passage de la partie visible à la partie invisible 
de la courbe d'intersection, ccMisidérée en projection horizontala Ao surplus, 
nous donnerons bientôt une règle générale pour distinguer ces parties les unes des 
autresw^ 

292. De même» si par les pieds V, U, T, G^ des arêtes qui forment le contour 
apparent de chaque cylindre sur le plan vertical, on mène des {dans sécants parai* 
ièles à HA, on obtiendra des points tels que (e, s')' ^^^^ lesqiAels la courbe, I9i«r 
dmrm^ mais seidement sur te plan vertical^ les arêtes correapondanles telles que 
(Y c, Y' 6'). En effets cette génératrice et la tangente de la^eoerbe au point ( e, s') 
sont toutes deux dans le plan tangent le long de ( Ye, Y^r'); or ce plan étant ici 
perpendiculaire au plan vertical , les projeeltons vertioaljes de ces deux droites se 
eoiiiondent néoessairement , tandis qo'il n'en est pas de même de leurs projections 



(*) Ici où le point K se trouve hors des plans limites, il est ïnutffe cte mener un plan sécant par ce 
point. 
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horizontales. Quant à Tarête (69, ^' g')j elle toache, il est vrai, la courbe sur les 
deux plans de projection à la fois; mais cela tient à ce que, dans la figure actuelle, 
cette génératrice se trouve à la fois sur le contour apparent et dans le plan 
limite 6HI. 

Enfin-, ce sera aussi dans quelques-uns des points dont nous venons de parler, 
que se fera le passage de la partie visible de la courbe à la partie invisible sur le 
plan vertical , parties qui ne sont pas les mêmes que pour la projection horizon- 
tale, puisque le point de vue est diiïérent (n"" 106). 

293. La tangente en un point quelconque (r, -<') de la courbe d'intersection, sera 
fournie par Tiatersection des deux: plans qui touchent les cylindres le long des 
arêtes T< et Sr : or les traces horizontales de ces plans sont les droites TO et S 9 
tangentes aux bases dans les points T et S ; donc le point 9 où se coupent ces deux 
droites , appartient à la tangente demandée , laquelle est par conséquent Bt. 

Lorsque le point 9 où vont se rencontrer les traces des deux plans tangents, se 
trouvera trop éloigné, comme cela arrive dans notre épure, on pourra y suppléer 
de la manière suivante. Le plan sécant MNB parallèle aux génératrices des deux 
cylindres à la fois, doit couper le plan tangent S 9 suivant une droite fjto) parallèle 
à S/, et le plan tangent T9 suivant une autre droite Xo parallèle à Tr; donc le 
point Cl) où se rencontrent les lignes Xod et f/ca, est nécessairement commun aux 
deux plans tangents, et conséquemment c*estun point de la tangente cherchée rco 9. 

Nous n'avons parlé jusqu'ici que de la projection horizontale de la tangente , 
parce que le point (^ t') que nous avons choisi pour plus de clarté, se trouvant 
placé sur le contour apparent relatif au plan vertical , la tangente est projetée sur 
ce même plan, suivant l'arête TY; mais, dans un autre cas, il suffira do projeter 
sur la ligne de terre le pied 9 de la tangente , et de le joindre avec t!\ ou bien , on 
construira aisément les projections verticales des deux droites auxiliaires Xcd et fxcd 
qui, par leur rencontre, fourniront un point o de la tangente projetée sur le plan 
vertical. 

294. Remarque L {Fig. 70.) Pour distinguer sur la courbe d'intersection des 
deux cylindres , les parties visibles d'avec les parties invisibles en projection hori- 
zontale , il faut observer que si le cylindre ÂBK existait seul dans l'épure , les arêtes 
qui aboutissent sur l'arc ABK seraient toutes visibles , tandis que celles qui tom- 
bent sur l'arc ÂHK ne le seraient pas : de même , si le cylindre XMY subsistait 
seul , les arêtes visibles seraient celles qui aboutissent sur l'arc XYT, tandis que 
toutes les autres ne seraient pas vues. Mais lorsque les deux cylindres existeront 
simultanément , il pourra arriver qu'une arête visible sur le premier se trouve ca- 
chée en partie par le second; toutefois si cette arête vient à rencontrer une géné- 
ratrice aussi visible sur ce dernier cyliiulre , alors elle redeviendra visible en cet 
endroit. D'un autre côté, lorsqu'un point se trouvera sur une arête qui serait invi- 
sible , en ne considérant que le cylindre auquel elle appartient, il est évident qu'à 
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plus forte raison ce point demeurera invisible, quand les deux cylindres existeront 
à la fois; par conséquent, nous pouvons poser les deux règles suivantes : 

Un point de la courbe tTinÉeneciion sera visible, lorsqtiil sera fourni par la ren- 
contre de DEUX ARÉTBS VISIBLES Func et r autre 9 sur chaque cylindre considéré isolément. 

Un point de C intersection sera invisible, quand il proviendra de la rencontre de 
deux arêtes dobt une , ou moins , sera invisible sur le cylindre auquel elle appartient. 

Le lecteur fera aisément Tapplication de ces règles à la projection horizontale 
de Tintersection de deux cylindres, puisque nous avons indiqué plus haut quelles 
étaient les arêtes visibles sur chaque surface considérée isolément; et par là, il se 
rendra compte des parties pleines ou ponctuées que présente notre épure. Quant à 
la projection verticale, les règles précédentes s'appliqueront également, pourvu 
qu'on se rappelle que , relativement à cette projection , les seules arêtes visibles sur 
le premier cylindre considéré isolément, sont celles qui aboutissent sur Tare TAG, 
et que les arêtes visibles du deuxième cylindre aboutissent toutes sur Tare YMU. 

295. Bemabqub II. {Fig. 70.) La rencontre des deux cylindres peut avoir lieu 
par arrachement ou par pénétration. Il y a arrachement , lorsque les traces MNB et 
GBI des deux plans limites sont, comme dans Tépure actuelle, tangentes Tune à 
la base ABKH, et l'autre à la base XMY, parce qu'alors, sur chaque cylindre, il 
existe des génératrices qui ne contiennent aucun point de l'intersection, et qu'ainsi 
ces deux corps ne font que s'arracher mutuellement une partie de leur surface , 
tendis que les portions correspondantes aux arcs MON et HKG, conservent leur 
intégrité dans toute leur longueur. En outre, il importe d'observer que, dans ce 
cas , toutes les parties de l'intersection formeront une branche unique et non inter^ 
rompue, qu'un point mobile pourra parcourir d'un mouvement continu, sam^ 
cesser d'être sur les deux cylindres à la fois. 

Au contraire, quand les traces GHI et CAO des deux plans limites seront tan- 
gentes à la même base^ comme dans Idifig. 70 bis, alors il y aura pénétration^ parce 
que toutes les génératrices du cylindre XOY entreront dans lautre corps , et y trace- 
ront sur la nappe correspondante à l'arc AH, une première brandie fermée; puis, 
elles sortiront du cylindre par une seconde branche aussi fermée, et située sur la 
nappe C6. D'ailleurs ces deux courbes d'entrée et de sortie seront totelement dis- 
tinctes , et n'auront aucune partie commune par où un point mobile puisse passer 
de l'une à l'autre sans interruption; puisqu'elles se trouveront séparées , sur le 
grand cylindre , par les nappes ABC et HKG où il n'existe aucun point de l'inter- 
section. 

Pour mettre sous les yeux du lecteur la réunion des formes les plus remarqua- 
bles que peut offrir la rencontre de deux cylindres, nous avons construit sur la 
/y. 71 : !• l'intersection du cylindre vertical (XY, X'X"Y''Y') avec un cylindre 
oblique dont la base est le cercle ( AB , A'B') ; il y a ici pénétration et deux branches 
séparées, parce que les plans limites pqr et PQR sont tengents à la même base ; 

5* édU. 18 
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:3f rîniersection du même cylindre vertical avec un cylittéve oblmpie a^fnifi^ pour 
base (CD, CD'), ^ l!on trouve ici une coorbe ànœué^ qnrrafr qui^ un des ctount 
pfaiDS limites pçr et SX seiroave tangent aux deux bMesà l#Ms; S^TintarMOiion 
du premier cylindre XY avec le cylindre oblique qui aortttpon 4wse (*EF, E^P) , 
et il y a ici arrachement parce que les deux plans timiteBfUTr et^LT simt tangents à 
des bases diffiérenles. Du reste, la oonslmetion de ces courbes ti'a pas besoin dVnc^ 
pNcations, d'après la méthode générale exposée aux n** 288 — 891 ; nous ferons 
seulement observer que, si deux génératrices appartenant afvx contours apparents; 
comme (X, X'X'')et (TG, F*6"), se trouvaient dans un ^méme-phn, la coorbe 
présenfterait en af ven point d'arrêij où Tune des branches -serait tangente à lia yer^^ 
ticale X'X'', et Taulre à la «génératrice FG''. 

295. Remahque m. Dans tous les cas, Tintersectien n'«ura pas de êrancke tn- 
finiej si les deux bases sont des courbes fermées. En eflieit, pour qf^l exisfftt une 
branche qui s'étendît indéfiniment, il faudrait qu'il ae trouvât sur on descylindres 
une génératrice parallèle à une génératrice de Tantre ; nais dtors , d'après la -na- 
ture de ces surfaces , toutes les génératrices seraieift parallèles entre elles dans les 
doux corps, et l'intersection n'aurait plus Keu; ou bien, elle se réduirait à tcne on 
plusieurs droites correspondait aux pointa de rencontre des deux bases, genre de 
ligne qui n'exige aucune discussion. 

Quand les deux bases, ou Tune d'entre elles, seront des courbes indéfinies, il 
suffira d'examiner la position 'des plans limius (n''290) par rappoi'tâ ces bases, 
pour reconnaître si quelqu'un des plans sécants intermédiaires peut aller couper 
Tone des bases à une distance infinie. 

PROBLÈME II. Intersection de deux cônes à bases quelconques. 

2Q1. ( Fig. 72.) Soient (S, S') le sommet du premier cône, et AU lat^ourbeifuî 
lui sert de basesor le plan horizontal : soient (T, T^) et D(E les données analogues 
pour le deuxième cône ; alors , en menant aux bases des tangentes perpendicdiaired 
à la ligne de terre , on obtiendra les droites S'A' et S'B\ T'iy et TE\ pour les ccm- . 
tonra appareiltsde ces deux surfaoes-sur le plan vertical. Quant an fèm horizontal^ 
il n'y a d'autres limites que les traces AB et DE; car ici les sonmela setPOuVa«rt 
projetés au dedans des bases , il est impossible de mener à ces coarbea dé» tangentes 
partant des points S et T (n* 119) , ce qui serait nécessaire pour obtenir des plans 
tangents Tertî^atia;. Nous ferons d'ailleurs abstraction des nappea «apériesMi des 
denx cônes, afin de ne pas rendre invirible , «or le plan horizontal, lalirandhe 
d'intersection qui proviendra des nappes inférieures, et qui doit fixer spéciafesmeM 
notceattention* 

296. Pour obtenir l'intersection de ces deux c6nes, nous «mpldieronB-'AiverB 
ptans-sécanU conduits tous suivoiri ta droite (ST, S'T') qtriyointtBsiktmmmmeU; e» 
de tels plans ne produiront dans les deux surfaces que des seotimmrectiiignes'SfkcSim 
à construire, et d'ailleurs leurs traces horisEontides devront évidenmieBt |Nnser 



GHAPITEB Ili« — "IMianSBCTlûNS' DiE DEUX SUAFAGB8 COURBES. 189 

toutes par la poiut R. Considérons donc celai dé ces plans qui a pour trace la 
droite quelconqiie RIFGE: il coupe te o6ne T suivant deux génératrioes projetées 
sur TF et. TG^et le cône S suivant deux génératrices projetées sur Si* et SB; or, 
cette derjiiàra droite rencoAtrant les précédentes aux points K et M, il s'ensuit que 
ces deux. poiiUs appartieiuidnt à la projection horizontale de Tintersection demandée^ 
Nous négligerons icUes points de section qui seraient fournis par TaréteSI, attendu 
que ceftta droite. ne va couper les génératrices TF et TG qu'au delà du sommet T^ 
et CQiie, par conséquent ^ ces pointa appartiendraient à la branche d'intersection 
située Jtir lef nappes supérieures , dont nous sommes convenus de^faire abstraction* 

Quant au plan vertical, il suffira de projeter sur la ligne de terre les pieds E, G, 
H, dea génératrices que nous venons de combiner, et leurs projections verticales 
VF, VGi^ S^E^ fourniront par leurs rencontres les points K' et M' de la courbe 
d'intersection projetée sur ce plan ; d'ailleurs , on sait (|ue ces derniers points de- 
vront être liés avec K et M par la condition de se trouver deux à deux sur une 
même perpendiculaire: à la ligne de terre; ce qui pourrait aussi servir à déduire 
ceux-là des: autres, en n'employant que la seule génératrice S^H' sur le plan veiv 
tical. On opérera d'une manière toute semblable, pour d'autres droites partant du 
point R : mais nous recommandons de commencer le tracé de l'épure, par la re- 
cherche des divers poinls retnarcpiables dont nous allons parier ; parce que ceux-ci 
sont essentiels à construire, et qu'une fois leur position fixée, il sera facile de pro- 
portionner le nombre des plans sécants interiiMédiairea, aux. intervalles qui reste- 
ront entre les- points déjà obtenus^ 

209. Points sur les plans limites. (Fig. 73.) ^^ la trace Rdë la ligne (31\ S^T^) 
n!est pas placée en dedana»des deux bases,, on pourra mener de ce peint deux 
droitea RPQ et RUV dont chacune soit à la fois Umgente à Fume des bases et sécante 
par riipporl à l'autre : alors œfi droites seront, les traces des plans sécants limites; 
car on voit bien que tout plan mené par les deux sommets, et qui se trouverait 
hors da l'espaça angulaire YRQ, ne rencontrerait plus qu'un seul des cônes, et, 
conséqiiemment^.ne pourrait renfermer aucun, point de leur intersection. D'ail- 
leurs,, si l'ou applique au plan linute RPQ le mode général de construction indi-^ 
que au numéro p^^édent, on obtiendra le poiut (L, V) dans lequel la génératrice 
(SLQy S'UQ') 86 trouvera tangente à la courbe dHinterseeUim dans l'espace, et ce 
oontact.devra se vérifier sur les deux plans de pro/eciton, comme on lèivoit dansnotr» 
égpce. Sn.e£bt„la géuératrice (SQ, S'Q') est contenue dans-le plan limite RQ qui, 
par hypothèse, se trouve tangent au cône T suivant l'arête TLP, et, par suite., 
danst'le point. (L,.U.) ^. mais cette génévalrica (SQ,.S'Q(> se teouve aussi éiridemt- 
ooentdausle plan qui toucheraille cône S auipoint (L, L'); dcaeelte esttriols»- 
saçtUm^dearplaus tangents menés- aux deux surfaces* par le p(Hati(L,L^).,.et, par 
cQ0â6qnent.(jnf 2A&),^elte est bion tangeate à la courba suivant laquelle se co«|)mt 
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On prouvera de même que le plan limite RUV fournit un point (N,N'), dans 
lequel la courbe est touchée par l'arête (SV, S' V) sur les deux plans de projectioo. 

300. Points sur les contours apparents. On fera passer des plans sécants par les 
points By Ë, D, où aboutissent les arêtes qui forment le contour apparent de chaque 
surface, et par la méthode générale du n* 298, on obtiendra les points (6, 6^), 
(6, 6^), (e, e')» (d, d'), dans lesquels la courbe touchera j mais seulement «ter le plan 
vertical^ les arêtes correspondantes. En effet, au point (g, 6') par exemple, la tan- 
gente de la courbe dans Tespace est très-distincte de la génératrice (SB,S'B') : 
mais ces droites sont toutes deux dans le plan S'B^B tangent le long de cette gêné* 
ratrice; et comme ce plan est évidemment perpendiculaire au plan vertical, il en 
résulte que la tangente et la génératrice dont nous parlons se confondront en pro- 
jection verticale; par conséquent, il faudra que la droite S'B' touche la courbe sur 
le plan vertical, tandis que SB sera loin d*être tangente à la projection horizontale. 

Observons, d'ailleurs, que ce sera toujours dans quelques-uns des points dont 
nous venons de parler qu'aura lieu le passage de la partie visible à la partie invi-- 
sible de la courbe d'intersection ; c'est pourquoi il est très-important de construire 
les points situés sur les contours apparents, préférabicment à d'autres points qui 
seraient même très- voisins de ceux-là. Au surplus, nous donnerons bientôt une 
règle générale pour discerner les arcs visibles d'avec les arcs invisibles sur la 
courbe d'intersection. 

301. (Fig. 72. ) La tangente en un point quelconque (M, M^) de cette courbe, sera 
fournie (n* 213) par l'intersection des deux plans qui touchent les cônes suivant 
les arêtes SMH et IMG : or les traces horizontales de ces plans sont les droites 
HS et 69 tangentes aux bases; donc le point G où se coupent ces dernières droites, 
est le pied de la tangente qui , par conséquent , a pour projection horizontale la 
droite eM. Quant à la projection verticale e'M^ on l'obtiendra en projetant le 
point 9 sur la ligne de terre en B'. 

302. On peut encore se proposer de trouver le point le plus bas et le point le 
plus haut de la courbe d'intersection, c'est-à-dire ceux où la tangente sera h^nizon- 
taie. Pour cela, il faudra d'abord chercher un plan sécant RxX tel, qu'il coupe les 
bases en deux points x et X, pour lesquels les tangentes xy et XY se trouvent pa- 
rallèles : cette première recherche, qui sera plus ou moins facile suivant la nature 
des courbes AHB et DGE, pourra toujours s'effectuer d'une manière suffisamment 
exacte, par un petit nombre d'essais faits sur diverses sécantes menées du point R, 
et pour lesquelles les tangentes aux deux bases convergeront en sens contraire. 
Cela posé, on appliquera au plan sécant Ro^X la méthode générale du n** 298, et 
l'on obtiendra un point (g, |'), pour lequel la tangente à la courbe d'intersection 
serait à la fois dans les deux plans tangents le long des arêtes Tx et SX; mais ceux-ci 
ayant des traces xy et XY, qui, par hypothèse, sont parallèles entre elles, ne pour- 
ront se couper que suivant une droite parallèle aussi à XY^ et par conséquoit 
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horizontale. Donc le poiat (Ç, (') sera le point le plus bas de la coarbe d'intersec- 
tion, et l'on trouverait le point le plus haut d'une manière analogue* 

303. Remarque I. {Fig. 72.) Pour discerner sur la projection verticale de l'in- 
tersection les arcs visibles d'avec ceux qui ne le sont pas, il faut observer que si le 
cône S existait seul dans l'épure, les arêtes qui aboutissent sur l'arc ÂQB seraient 
toutes visibles sur le plan vertical , tandis que celles qui tombent sur l'arc AYB 
ne seraient pas vues ; de même si le cône T subsistait seul , les arêtes visibles de 
cette surface seraient celles qui aboutissent sur DPE , tandis que toutes les autres 
seraient invisibles* Mais lorsque les deux cônes existeront simultanément, comme 
dans la question actuelle, il pourra se faire qu'une arête visible sur le premier se 
trouve cachée en totalité ou en partie par le second; néanmoins si cette arête 
vient à rencontrer une génératrice aussi visible sur cette dernière surface, alors il 
est clair qu'elle redeviendra visible en cet endroit. D'un autre côté, lorsqu'un 
point se trouve sur une arête qui serait invisible en ne considérant que le cône 
auquel elle appartient, il est certain qu'à plus forte raison ce point restera invi* 
sible, quand les deux surfaces existeront à la fois. Par conséquent, nous pouvons 
poser les deux règles suivantes , au moyen desquelles le lecteur se rendra aisément 
compte des parties pleines ou ponctuées que renferme notre épure sur le plan 
vertical. 

Un point de la courbe dt intersection sera visible, lorsqu'il sera fourni par la renr 
contre de dbux génératrices visibles Vune et Vautre sur chaque surface considérée 
isolément. 

Un point de V intersection sera invisible, quand il proviendra de la rencontre de 
deux génératrices dont une, au moins ^ sera invisible sur la surface à laquelle elle ap^ 
partient. 

Ces deux règles sont également vraies pour la projection horizontale; mais ici 
où les deux sommets se trouvent projetés en dedans des bases, il n'existe pas de 
plan tangent qui soit vertical, et par suite (n* 106) toutes les arêtes des deux cônes 
sont visibles sur le plan horizontal, lorsque chaque surface existe seule et que l'on 
fait abstraction des nappes supérieures, comme nous en sommes convenus dans les 
données de la question. Par conséquent, l'application de la première règle nous 
montre que la courbe d'intersection est visible en totalité sur le plan horizontal , 
et qu'ainsi elle doit être marquée en trait plein. 

30ft. Observons encore que les règles précédentes sont aussi applicAles à Tin- 
tersection de deux surfaces quelconques, pourvu que l'on entende par le mot 
génératrice, la ligne droite ou courbe qui, par son mouvement, produit la surface 
particulière dont il est question; et qu'après avoir déterminé (n* 106) le contour 
apparent de cette surface sur chacun des plans fixes, on s'attache à reconnaître 
quelles sont les portions de génératrices^ situées en avant ou aurdessus de ce contour 
apparent. 



ik'À UVafi IV. — INTWSEGTIÛfiU^ J)B SURFACES. 

305. Bemarque IL Daos rinteraectioa de deux cônes, comme dans cellâ de 
deux cylindres (n"" 295), il peut y avoir pénéwaîion ou arrachemenh Le prenûer. 
cas arrivé dans Tépure actuelle, parce que les traces BUY, RPQt des deux plans 
limites sont tangentes à la niéme base; mais cette pén^/ra£io» n'exclut pas toujours 
Texistence de branches infinies, comme on le verra dans Tépure 73.. il y auraîL 
arracliement si Ton des plans limites se.trouvait tangent à la premièrû baaa, elTautre 
tangent à la seconde. 

306. DESBRAI^CHES UNFINIES. {Fig. 73.) Prenons ppur exemple de cette 
recherche,. le cône qui a pour sommet (S, S') et pour base la courl)e AHNB, avec 
le^ cône qui a pour sommet (T, T') et pour base la courbe DFME. Ce n'est pas ea 
examinant. si les deux bases données par la question se coupent ou non, que r<m 
pourra se prononcer sur lexistence de branches infinies dans Tintersection des 
deux surfaces; mais c'est en cherchant s'il exisie^ sur un des cônes, quelque généra- 
trice qui soit parallèle à une des génératrices de Vautre cône; car, lorsque cette con- 
dition n'aura pas lieu , la rencontre de deux génératrices ne pourra jamais se faire 
qu'à une distance finie, et conséquemment aucune branche de l'intersection ne 
se. prolongera indéfiniment, même quand les bases feraient ouvertes, comme des 
paraboles. 

Maintenant, pour reconnaître s*il existe des génératrices qui soient parallèles» 
on fera mouvoir, le cône S, parallèlement à lui-même^ le long de la ligne (ST, S'T'), 
jusqu'à ce que son sommet soit venu en (T, T') ,. et l'on construira la nouvelle base 
ab ou la trace horizontale de ce cône ainsi transporté que je désignerai par S^. Cette 
base aby qui sera semblable à AB, s'obtiendra généralement en. menant du point 
(T^ T') dea parallèles aux diverses génératrices du cône primitif S ;. mais si. la base 
AB de ce dernier est un cercle, comme dans noire épure, il suffira évidemment de 
tiror la droite (TV, Ta) parallèle à (S'A', SA), et la droite (T'ft', T6) parallèle à 
(S^B', SB), puis de décrire un cercle sur ab comme diamètre. 

307. Gela posé, s'il arrivait que Ja nouvelle base a6 n'eût aucun point commun 
avec la bâte DE, on pourrait affirmer que les cônes S, et T n'ont point, d'arôte çom- 
munoy et par suite que les cônes S et T n'avaient point d'arêtes parallèles» Donc,, 
dans ce cas, l'intersectioni dea deux cônes primitifs n'admettrait, aucune brancha 
infiwe. 

308. Si, comme dans l'épure actuelle, la base a6 coupe quelque part.,. en Q 
par ei^mpla, la basa DE du cône immobile T, les deux cônes S, et T aurontt une 
gén^atrice comimane prqjetée sur TQ; puis, lorsqpe l'on. ramènera S, en S, cette 
géo/iratrica devioodra.l'arôte SP parallèle à TQ; et, comme, vérification^ il faudra 
qu€^lfi& pointsîP:et'Q^se trouvent en ligne droite avec R, puisque RPQeera^la.tcaoe 
djiiip^qAi wnUwl^ ces daiix, génératrices parallèles. Danfhce GaS)> il existera, cerr 
taimmeotuna. branche, dlintersection eyi^Y..*? qui coAveirgeca vers^ le point infinir 
ment éloigné où les deux arêtes parallèles SP et TQ tendent à se rencontrer,. 
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Ije eecond point de BecCicm 9 où se coupent les bases cb éH'DB', fdûrninr aussi, 
snr les cènes primitifs, deux génératrices paraRèles projetées suivant 'T7 et $p; irit 
celles-ci indiqueront Texistenoe dTbne antre branche d'intersection e€... qui sem 
encore infinie. 

309. Des asymptotes. Une parallèle droite étant la tangenlie de (a 'couiiie pour' te 
point TDffiniment éloigné où convergent les deux génératrices parallèles SP et TQ, 
eRe serai fournie par l'intersection des plans tangents aux deux cônes ^ le long dé 
ces génératrices. Or, comme ces plans ont pour traces horizontales les droites Ps 
iet Q9 tangentes amx bases, le point où ces traces se couperont , appartiendra à 
Tasymptote demandée, laquelle sera la droite 9cd menée parsAlèlement à TQ; car 
les plans tangents dont nous parions, sont tous deux parallèles à cette génératrice. 
L^asymptole |ci> de Tautre branche înSnie, s^obtiendra d'une manière semblable; 
mats par suite de la symétrie qife nous avons adoptée rci pour les données, de part 
et d'autre ^u plan vertical RTS, cette seconde asymptote devra couper la première 
sur la droite RTS. 

310. Branche infinie sans asymptote. S11 fût arrivé, après la construction du 
n* 906, qtiela base ab du cône transporté S, eût untché en Q la ham DE da eène 
immobile T, œs deux surfaces auraient eu encore une arête commune TQ, et les 
deux cônes S et T auraient présenté aussi deux génératrices parallèles SP et TQ; 
conséquemment Tintersection de ces surfaces offrirait encore une branche infinie» 
maïs ccftte courbe n'admettrait plus d'asymptote. En effet, dans f hypothèse ac- 
tuelle, les bases ab et DE ayant une tangente commune en Q, les plans tangents aux 
cônes S, et T le kmg de l'arête TQ^ coïncideraient entièrement^ éonc, lorsque S; 
serait ramené parallèlement à lui-même dans la position primitive S, les plans 
tangents le long des génératrices SP et TQ se trouveraient parallileÊ enH*e euxt ^ 
dès lors leur intersection, qui doit être l'asymptote demandée, se transporterait 
tout entière à irae distance infinie, c'est-à-dire qu'elle n^existeraitjytus pour nous. 
C'est ce qui arrive dans «ne parabole du second degré, où les timgente» n'ont pas 
de limite finie. 

Ainsi , généralement, chaque point de aectian entn^ les bases an^ et DË^ îndiqoera 
l'existence d'une branche rnfinie douée d'os^mpM^; et chaque point ée^fontaet entra 
oes mêmes bases, annoncera la présence d'une branche infinie dépawrme ^^ wywy ^ 
leHe. Aa reste, ces deux crrconstances peuvent se présenter è là fols dans l^iaitorse«S 
tîon des denix mômes surfaces coniques. 

Ml. Après ces recherches préliminaires sur la »af/nre de nvierseetîon , oeeu- 
pons-nous de construire les diverses branches de'ceMecom^iiel menons d'altord 
les deux plane imUês dont les traoesM., ilK, sont tangentes ap cende AB^et séoÀntes 
à i'eHîpse DE. Chacune de oes traces, par exemple ML, fournira trois «létes prot^ 
jetées sur SN, TM , XL , et situées dans le -môme plan ; donc leurs -pencoaiFes don- 
neront deux points^ at fA où la eoorbe sera «Midbée par les gtoôriitKÎGes aXi.et ¥M 
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(n* 299). Pour un autre plan sécant RIGHF situé entre les plans limites, on obtien- 
dra quatre arêtes qui fourniront seulement trois points y, <p,/» de Tintersection , 
parce que la rencontre des deux génératrices ,SH et TG n'aurait lieu ici qu'au delà 
des sommets T et S, et par conséquent sur les nappes supérieures des deux oônes, 
dont nous faisons abstraction par le même motif qu'au n° 297» 

Les points dont nous venons de déterminer les projections horizontales, se 
retrouveront sur le plan vertical , en projetant sur la ligne de terre les pieds des 
génératrices fournies par chaque plan sécant, et enjoignant ces derniers points avec 
T et S'« D'ailleurs, si l'on considère les génératrices relatives au contour apparent 
jdes deux cônes , et qui , d'après la disposition actuelle des données , sont toutes 
quatre situées dans le plan vertical RTS, on obtiendra immédiatement les points 
fïy i\ e^ qu'il faudra projeter sur RT en (/, d, e; puis, comme les points V et U, 
où se coupent les deux bases, font évidemment partie de l'intersection des deux 
x)ônes, cette courbe se présentera ici sous la forme de deux branches distinctes 

{df^ixd.d'fy!^) et (Vp/6U,VV'e'). 

312. Il y aurait une troisième branche d'intersection, si nous avions eu égard 
aux deux nappes supérieures : mais, dans tous les cas où les bases des deux cônes 
«eront des courbes du second degré, la totalité des branches de l'intersection devra 
former, sur chaque plan de projection, un système de lignes qu'une droite ne 
puisse rencontrer en plus de quatre points. En effet, les équations de deux sur- 
faces coniques étant alors elles-mêmes du second degré, ne pourront conduire par 
l'élimination d'une des variables a;, i/, z, qu'à une équation finale du quatrième 
degré au plus; de sorte que la combinaisou de cette dernière équation avec celle 
d'une droite quelconque, ne fournira jamais plus de quatre solutions communes. 

313. Dans l'épure actuelle, nous avons disposé les deux bases et les sommets 
de telle sorte, que le plan vertical RTS partage évidemment, en deux parties égales, 
toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires dans chacune des surfaces coniq«es, 
comme UV, LK,... ; ainsi, ce plan est un plan principal commun à ce$ deux sur- 
face$ du second degré* Or, on sait qu'alors la courbe d'intersection est non-seule- 
ment symétrique des deux côtés de ce plan , mais qu'en outre elle se projette en 
totalité sur ce plan principal, suivant une ligne du second degré (*) ; par conséquent, 
les courbes tftiy' et Sy!d! sont ici des portions d'une même hyperbole. D'ailleurs, 
la branche y!i> prolongée jusqu'à la rencontre des deux génératrices A'S' et £'T', 
commencerait alors à recevoir la projection de la courbe suivant laquelle 86*con- 
penties nappes supérieures des deux cônes. 

3t&. C'est encore par suite de la symétrie que présente l'intersection de ces 
deux cônes, de part et d'autre du plan vertical RTS, que cette courbe ^ient couper 

(*) Voyez VAnalyie appiiquée à la géamétnk des trois dimensûrnsy chap. IX. 
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brusquement les géoératrices da contour apparent aux points it^ d et «'; au Jîeu 
qu'en général, une courbe située sur une surface quelconque doit iauchér^'ènfm^ 
J€eûm\ le contour apparent dans le point où elle le rencontre. En efiet, pour ce 
point, la tangente de la courbe et celle du contour apparent sont toutes deux si* 
tuées dans un plan tangent qui se trouve perpendiculaire (n* 106) au plan de 
projection, et, par conséquent, les projections de ces deux tangentes se confon- 
dent : mais, lorsqu'il arrive, comme ici au point (d, cf ), que la tangente de la 
courbe se trouve perpendiculaire au plan vertical, alors la projection de celte droite 
se réduit à un point unique (f, et Vêlement qui eût été commun à la courbe et au 
contour apparent, venant à s'évanouir sur la projection verticale, ces deux lignes 
n'offrent plus de contact entre elles. 

315. {Fig. 73.) En projetant le point 9 ou ^ sur la ligne de terre, et menant 
une parallèle à la génératrice T'Q', on aurait Tasymptote commune aux deux bran* 
ches II! y et 7!^ de l'hyperbole qui reçoit la projection verticale de l'iiAerseotion ; 
mais les considérations précédentes ne fournissent pas la seconde asymptote de 
cette hyperbole. La raison de cette différence est facile à apercevoir : car les bran* 
ches ii!t' et XV, quoique indéfinies en elle&-mémes, ne reçoivent plus aucun point 
de l'intersection au delà de t' et de ef; ainsi elles sont vraiment limitées^ en tant 
qu'on les considère comme appartenant aux deux cônes à la fois, et, par suite, 
elles n'admettent pas d'asymptotes sous ce point de vue, qui est celui du problème 
actuel. Au lieu que, des deux branches fz^V et Vd', la première est vraiment in- 
définie sous tous les rapports (n* 312) ; et, quoique la seconde paraisse se terminer 
au point h\ quand on la regarde comme le lien des points communs aux deux 
surfaces coniques, néanmoins, après un intervalle imaginaire sous ce rapport, cette 
branche redevient réelle à partir du point de rencontre des génératrices A'S' et E'T'; 
car elle reçoit alors la projection de l'intersection des deux nappes supérieures 
(n* 308), qui est aussi une courbe indéfinie. Ainsi, par ce motif, la méthode des 
intersections devait fournir l'asymptote de celte branche d'hyperbole. 

PROBLÈME IH. Intersection (Tun cône et (Tun cylindre. 

316. {Fig. 74.) Comme cette question a beaucoup d'analogie avec les détix 
problèmes précédents, nous nous contenterons d'en indiquer la solution, par une 
figure en perspective. Soient donc SAB le cône et CDE le cylindre proposés : on 
mènera par le sommet S, une parallèle SR aux génératrices du cylindre; et en con- 
duisant par celte droite divers plans sécants, ils produiront évidemment dans les 
deux surfaces, des sections rectiUgnes bien faciles à construire, et dont les points de 
rencontre mutuelle appartiendront à la courbe demandée. 

317. Les plans sécants limites s'obtiendront encore en menant, par le point R, 
deux droites RE et RL dont chacune soit, à la fois, tangente à Tune des bases et 
sécante par rapport à l'autre; et ces plans fourniront des points où la courbe 
sera touchée par les arêtes du cône, ou par celle du cylindre, selon que le plan 

5* édit. 19 
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lÛBÎte RL coupera Tiuie ou L'aubre de œsi surfaeest cojaQjMs MU». raTanii fiéiïwwtiïf 
an a' 29ftu 

âiSi Quand. las deux, baaes* seront des eourbea ferméai^^ A u'y atira^, d^ ^rmmht 
infiwm^ qu'au&ant q^u'iroe d«a génératrices du cône aet teûa^iara paiallèlftaiii: anâtaa 
dta cylindre, aftoa le recoa»aAraiiBaiédiatenieftt, puisque aloroTtedcoitaiSR dWM 
abotttir préeisément sut* te conlouir de la base. ALBK. Eofiwa, iaudiïa-tril %ue la 
tangente eu ee point puisse coi:^)er la base du cylindre; saaft qnoi^ aacojBMa bpaaclia 
dô. ViAtersection m convergerait vers, la génératrice SR » Gouune il est faefle d^ 
rap«reavoàr en coQBtnûsant ka figure relative à ce cas partiaolier* 

PBOBLÈMË IV. lMM^$eciif9n dCmcâne et £une sphère oonamêriqms^. 

319. {Fig. 75.) Soient (S, S') le sommet et ABCDE*.. la. basa du cène pro«- 
poâé;. soient aussi XKY et X'Z' Y' tes pra^ections de la âphère qui a soii ceotw en 
(S>.S^) ^ et qiue nous supposons céduite ici à niéniiBplièffaiaféneur,^aSa<te laiasar 
voîp la eoarbe d'intersection sur te plam horizontal. Nûaa.ampIoieroii8, poiv couper 
ces demx surfaces, des plans mrtkauax menés pan te sommet (S-, S-); celui deees 
pians séeaats qui a pour trace la droite queteonque SM, renconire lai base du côm 
aa pouBii M, et, par conséquent, il coupe cette suriace suivant Varéte (SM, S'M'), 
tandia que, dans la spbère*, il donne pour sectioià un graad cercle. -Si doa« vous 
rabattons ce plan SM sur te méridien principal SY, te grand cercte coïncidera avec 
X'Z^Y', et la génératrice deviendrait^, S' P^) ;. alors ces deux lignes se. coupant au 
poîiil (Q^QO» ^' suffira de ramener cdui-ci, au moyen d'un arc.de cercle/horizoïir 
taly sur la génératrice primitive en (m, m)^ ok ce sena là un point dA la courbe 
d^nlersection du cûne: avec la spbère«. 

320l U sera bon. d'afipliqfieyrf eaméme tempa, la consbruction précédeataMii; 
deux plan» naéridiena SilL et SN qui cencontmoi la. basa du cône, ta dauxpokitf 
M et N situés à égales dislasoes de S^ parce que Voot obitendra,. au moyen du même 
patallète KQf de la spbèce, ua secoifed point (n , a^^aitué sur la génératrice ( SN^i StJH^ }v 
laquelle viendrait évidemment se rabattre aussi sur S'F. £a o«tre,.oaderaa apé^ 
cialement construire, par te mén^ procédé, lea pointe. de la. courber d/tataneedion 
qui seront aituéa sun les arétea 

(SA,*S'A'>, (SB,S'B7, (•SE',S^B'), (SF,»T>', 

lesquelles forment le contour apparent du cône, ou bien sont placées dans le mé- 
ridien qui donne te contour apparent de la sphère, parce qu'oa obtiendra ainsi Tqs 
quatre points 

(a, a'), (fi,*0, (e,^), (f.fl 

où la courbe doit toucher^ sur te plaa vertical, Tua ou Tautre da.oes. oonftoowap- 
parents. D'ailleurs,, d'après la règle élabtte. au a"" 30b, cessera lûu)p«cs*daw quc^ 
ques-uns de ces points que se fera te passage de la partie inUf6/e.41a. pai^tte mmiblê 
de la projjectîoa verticatej ici, par exemple,, ce passage a Iteu en (6.,67^et.iu»ap«a 
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en (ffy tt^), perce qm Tmâle ("SA, S'A^^^eët dé|à cm wiîère #6 méridien (SX, Z'X^); 
trtifis qci'à Tavtre «li^énfité^ la ^cioiit^e ^^e ^passage s'efiedtue an ptyiiit t^* <^^i 
parce "qiiela fén6nËtrioe(^,'S^e')'eM en a^nt da méridien (SY, T/T). 

Qrnnt A Ja prejectfôa lierizMtale, elle ^t visible en totalité, pnîsqae lliémi- 
spbère mfpérieor'eert eiflevé, qtte fa Borfatce coniqae est rédaiteà BatiappeinTérieitre, 
et qu^ayatit'BOQ'BOtTmiet projeté an «dedans de ta base, elle n'admet pas ici de pfim 
langMt'qm scSl vertical {<&* 383 )• 

9t81. {Fig. 75. D n edt mtéressant de ^Mtermîner la position précise dn poiift g\ 
oèla preje<Hion vefticsfle de Tinterseotroi présente un imud. A c^ ^fllelt, nom <fl> 
serverORS qoe ceiKxmd doit provenir de deux points (^, 9') eit {vj^) qm fieront : 
t*)^ladéB Bur deax arêtes *SG, S V, ocmfoBdneB en projection vertioaile, et donlt par 
conséquent les pieds répondront à une corde GV perpendiculaire à la ligne de terre} 
si^'^dimésBur nn mèaie parafHète ^de la sphère, et dès lors il arrivera, comnaefrré- 
oédenifiieiit poar les pomts tri et ifi\ que les pieds des générâlrioes Tempfrront ïa 
condition SG ==^SV, de «orte que la corde inconnue GV devra avoir son milieu I 
fksoé 9ur SY. Or la droite AB étant évidemment )e diamètre conjugué de toutes les 
Bordes paraflèleB h BB^ â s'ensutt qu'elle contient aussi le milieu I de ta corde GV ; 
par con8é(fii0Bll cette dernière sera d||terminée par la rencontre de AB avec SY, et 
en appliqaami alors arax générâtriceg^ , SV, le procédé général du n** 319, on 
tro«v«ra4es deagcipoiats qui «e projetât en gr^ sm* 4e plan verlicaU 

*Sft&. De 4n tangente. 9oxfr obtenir ^NlMe ligne relatiwraeiit au point qaëlooRqHe 
{m^fnT), il f!Brert4[;herciherTii»terBeotion^âiBe*dea^ qui iKmcbeift la spb^e ette 

o6ne «A ee peint. Or, d^vprès os que nèQB^|tvtiB6 Ait ^aa ff §89 poar tine Barftiee 
de révolution , il -Brffira dvidemaifeift de^iâSner en Q' ta tatrgeiile H'Tevi inérîdiea 
principal de 4a aphère , puis >de rapporter 4a jKBtanceO'T'en ST^ sur le méridien 
SM^tt enfin de tirer perpondicalairement JraseécR'tiier ptan la droite T9, qm sera 
la trace lieriaantale «da pian tangent de la «pliètia pour 4e pomt («a^ fn'). Quant au 
plm 'taagmt da »ci6ne, H tewcfaera celle siJHace tout ïe long de la génératrice 
{SM^ â^M'), let par Bulle ît^afR^a pour traoe H droite Me qui touche la batte au point 
M. Bouc le pofint « oà se cowpeat ces ^eux traoas , appaitieitt à la tangente de*- 
aandée, laquelle -est par oonséquent projetée sor e^m>et sur B'm^. 

':n8. On peut «usai construire le poitft te pluê hain du te pftm 6«)f» de la courbe, 
«ieBt-à-*£ra fltas généralsnient les peinlB où la tangente item ^kûfrimmtij^. «Bti ^ôffet, 
puisqu^Hiie paiiNlIe droite se trouvera «jotft&nue è K (bis dans les dea!K plane «na- 
geais «ai «ttifaccB pnoposëes , fl Taiyém évidemmeirt qve "Cieta^i^Hifi ^enM teovB traces 
horizontales "peràltSlos Tune à Patltre. Or, ^m sapposatlt que le point cherché Bolt 
mr H 'génératrice ("SG-, ^C), te ptaa tangent *(jki <e6ne avrâit .poar^trace ta tan- 
-geritè an-poMt G -de la base, «t le plan tamgeat^e la ^lière aurait aa tl^ee korn 
malÉlnipwpsadiotflafm «aiiiéi4iien9GK; ahifsi, peur que (^deaa trawaaoiapt 
^tatAflëlw, tt'feiidt«''<|rMl9e«06^ti^e'aorvM ABDK.-Pofifa, e^» mMant 
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du point S dans le point horizontal, une normale SC à la base du cône, et construis*- 
sant par le procédé général du n' 319, la rencontre de la génératrice (SG, S^G^) 
avec la sphère, on obtiendra le point (c, c') où la tangente de Tintersection se trou- 
vera horizontale. Ce point est ici le plus bas^ et Ton aurait le point le pbu haui en 
menant une seconde normale qui aboutirait vers le point L de la base : mais nous 
n'avons pas exprimé cette dernière construction sur notre épure, parce qu'il ea 
serait résulté de la confusion avec quelques autres lignes essentielles à manifester. 

D'après les données actuelles, on ne peut mener du point S que deux normales 
à Fellipse ABDE ; mais, pour une autre position de S, le nombre de ces normales 
pourra s'élever jusqu'à quaire^ ainsi que nous allons le prouver; et alors la coiucbd 
d'intersection présentera, avec des inflexions, quatre points où sa tangente sera 
horizontale. 

32/k. {Fiff' 76.) Mener une normale à une courbe plane ABDS, par unjpoint S 
(Umné dam son plan. Ce problème, dont la solution serait. utile dans la question 
précédente, ne peut être résolu par une marche directe qu'en traçant d*abord la 
développée aSde de la courbe primitive, laquelle développée s'obtient (n^'iO?) par 
les rencontres successives des normales menées en des points très- voisins sur la 
courbe ABDE ; ensuite, il reste à tirer du point S une ou plusieurs tangentes à cette 
développée, opération qui s'exécute avec toute la précision désirable, en dirigeant 
une règle de manière qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie sur la courbe 
aSdc. La seule incertitude qui pourrait rester ici , porterait sur la position précise 
du point de contact de cette tangente avec la développée ; mais cette position est 
tout à fait indifférente dans la question actuelle, tandis que le point G, où aboutira 
la normale sur la développante ABDE , sera clairement déterminé. 

Si la courbe primitive ABDE est une ellipse, comme dans l'épure précédente, 
on sait (n* 200) que la développée aSdc présentera quatre branches qui se réuni- 
ront par des points de rebroussement situés sur les axes; et alors, quand le point 
donné S se trouvera au dehors de la développée , on ne pourra évidemment tirer 
à cette courbe que deux tangentes SC et SL , lesquelles s^ont les normales deman- 
dées pour la courbe primitive ABDE. Mais, si le point donné S' se trouve en dedans 
de la développée, on pourra mener à cette courbe quatre tangentes, savoir S'C et 
SX'^' qui toucheront, comme tout à l'heure, les branches de et ga; puis, en outre, 
deux autres tangentes SX' et S' G' qui toucheront la même branche 6d, entre 
laquelle et les deux axes se trouve compris le point donné S^ Par là nous avons 
suffisamment justifié l'assertion émise à la fin du n"" 323, sur le nombre des nor- 
males que l'on pouvait mener à la base elliptique du cône, par le point S. 

325. {Fig. 'j'j.) Méthode par une courbe d'erreur. Pour résoudre le problème de 
la normale menée d'un point S à une courbe plane AA'A'^A'^^.., on donne quel- 
quefois une méthode qui, malgré le défaut grave qu'elle jMésente, mérite cependant 
d*ôtre connue. Par un point arbitraire A de la courbe proposée, menons-lui une 
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tangente AT, et abaissons sur cette dernière ia perpeadipulaîre ST« Si le point A 
était vraiment celui où doit aboutir la normale partant de S, il est évident que le 
pied T de la perpendiculaire abaissée sur la tangente, devrait coïncider avec A t 
c'est-à-dirè se trouver sur la courbe donnée AA'A^'... : la supposition précédente 
est donc erronée; mais, en m^ant diverses tangentes AT, k"T'....^ et abaissant 
dessus les perpendiculaires ST', ST^..., les pieds T, T^ T'^... formeront une courbe 
d* erreur ou courbe auxiliaire TT'Ï''..., qui, par sa rencontre avec AA'A^.., four-» 
nira le point N; et alors la normale demandée sera SN. 

S26. Malheureusement, il arrive que la courbe auxiliaire TT'T'^.«, loin de 
couper AA'M\i. sous un angle bien prononcé, ce qui serait nécessaire pour accuser 
nettement la position du point N, se trouvera toujours tangente à la courbe primi* 
tive. Par conséquent, cette marche laissera autant d'incertitude sur la position de 
N , que si , après avoir mené les normales au deux points voisins A et A', et avoir 
reconnu que Tune passait au-dessus de S et Taulre au-dessous, on se fût contenté 
d'estimer, à vue d'œil , la situation de N entre les points A et A'. Il faut donc avoir 
soin, dans tous les problèmes où Ton emploiera une courbe d'erreur, d'éviter 
l'inconvénient que nous venons de signaler, et qui aurait encore été plus sensible, 
si le point S eût été placé en dedans de la ligne kA'A"... ; parce qu'alors la courbe 
d'erreur aurait tourné sa concavité vers AA'A''..., et qu'elle eût ainsi laissé plu& 
d'incertitude sur le lieu du contact véritable. 

Quoi qu'il en soit, observons que, quand la ligne donnée AA'A'^.. sera fermée^ 
la courbe d'erreur TS'T... sera pareillement fermée, et que, si le point S est placé 
au dehors de la courbe primitive, la courbe d'erreur passera deux fois par ce point 
S, en y offrant un nœuid suivant la forme 

D'ailleurs, elle touchera une seconde fois en n la ligne donnée AA'A'^..., ce qui 
fournira une seconde normale Su, dont la direction ne coïncidera pas, en général, 
avec celle de la première normale SN, quoique cela arrive ici à cause de la forme 
circulaire que nous avons adoptée pour la ligne primitive. 

327. (Fig. 'j'j.) Mbnbr une tangente â une courbe plane BB'B''... par un point S 
donné dans son plan. Quoiqu'il suffise, pour obtenir la direction de cette tangente 
SM avec toute l'exactitude que comportent les opérations graphiques, de diriger, 
une règle de manière qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie sur la courbe 
BB'B'^.. , néanmoins il reste quelque incertitude sur la position du point de con- 
tact M ; et si l'on a besoin de connaître celui-ci avec précision , on pourra le dé- 
terminer, au moyen d'une courbe d'erreur^ en admettant toutefois que l'on aait 
mm^ les tangmites à la ligne BB B'^.. par des: points donnés sur cette courbe. 

On construira les normales BT, BT, B"T,... pour divers points pris sur la 
ligne donnée I et l'on abaissera sur ces normales, les perpeadiculaîres ST, SI\ 



SI^.«*« Alopg OB senl bien cpie bî B'', par exemple, était le pont'de coiftaot d«1t 
tngeqte partie de S, il Verrait arHiirer qve le pied T"" 4e la perpewiîculamiidiaittëa 
9ur la normale m B^, coïncidât avec le point »^, e-estsiMlire ^aô T devrait « 
Iron^^ Btir (a eomte dotmée; et pBisqffil'n^n est ^s ainsi, la MppoaitiQii préoé* 
détltê ^ ertonéeK mmi\ en rérahe «fue la ^Mr6e €errtm TB^if ;.^ «bwa iMMar 
par le poifit de tnmtaot que Teh dheticlie^ et^ par omaéquent, >» point il «ml 
foàrui parr4iiter5ectfeti de la ligne TT'T''... avec BB'B^..^ Voi oea don oomtea^e 
coupent véritablement, et la méthode 'n^eeC pas wjette à rîiiooDténient<signalé>aa 
n^ 3M; d'tiHIenrs, eoimne la conrbe d^rranr Teioonlre me Meonide lofe e» «i, 
la Vgne dottnée Wf B'^. . . , il y a «ne seconde taagMtoSn^ qoe l'on peitt luaner ém 
jiofalS. » 

*328. {Pig^ 74 ^'^* ) ^^'^ Bottrihn. Voici fme «oof^e méthode «joi «aara raviiBt> 
tage de ne pas erxiger que Ton sache construire tes w>noal6B, oaies tangentes delà 
coai'be proposée , potrr des points assignés snr cette ttgna. Soit XMY 4a courbe à 
laquelle il s'agit de mener nne tangente par le poivit S : je tire 4e oe point «ne âé* 
cante quelconque 'SBA sur laquelle j*élève deux perpembcutaîrea Ac^ c* B6, égales 
ohaicmielila corde ititerceptée AB, et parfMt des dcmx extrémités de cette ^corde, 
maià dirigées fane en dessus et rautre en dessous de ta sécante; je répète cette 
Of^natîon pour d'^atïtres sêoantes SB' A', SB^A',...,'€ft la courbe «""«Se''' détermiaée 
par les extrémités de toutes ces perpendicQTaires,^evra évidemment passer par le 
point de contact cherché de la tangente ^SMfT, puisque oette tangente est une^sé- 
cante dont là pattie intérieure se trouve égale è zéro. Par conséquent, la renoontra 
des courbes XMY et a/"o^j fera connaître te point M qoe Ton doit joindre «veC'S 
pour obtenir la tangente demandée; ou du moins, cette rencontre servira à fixer 
la position du point de contact M de la tangente ST, si Ton s'est contenté, comme 
nous l'avons dit plus haut, de tracer cette droite ST avec la règle. Il est évident, 
d'ailleurs, que si Ton renverse toutes les perpradiculaîres du côté oppwé à celui 
où on les a d'ilbord élevées, on obtiendra une seconde coorbe auxiliaire qui devra 
- encore passer par le même poiiit M, et pourra servir de vérification ; «ft qn^enfin, 
il sera permis d'attribuer à cihaqne perpendiculaire, une longueur égaie nu douMe 
ou h la moitié de 4a «ordè eorrespondante, rapport qu'il peut être utile de fiiire 
varier, suivant la forme plud t>u moins aplatie de la courbe donnée dansées envirows 
du:pointll. 

35®. On -poumdt aussi recourir à une coiiAe d'erreur, pour résoudre tes pn»*- 
Mèmes'suivarits't 

Mener à twè rtHerfre ^pHàne imt tmgenîe paraUile à une dwke 'êoimêe êam mit plan ; 

Mata, dàtib ces questions^ il y aura toujours autafft, tJt ménie|*«e»dï«tactilude* 
émfffoyer^tfmplêmenl -nne rè^B que lk)n apptSera ^sar (es «deux court^ea iAonfl6fes, 
ourifur làtmiirbe mriqtie et daasfa drreetFtm aÉmgÉée, que d^evoir reooQni»à dee 



Seolament^^Mod le Uett d» ooBlaH pacaiua î«iotrtM».«t qn?ob «IMfjpe8M»*'4b .te 
CMMtIre aree plo^ de. pséciâioa, ob pewra, apfte aM<ttr Mné la teocMAe, feooiM^ir 
à U laéthodo da luuDéra préoédeak. , 

PROBLÈME V. PéiÊtiai^pêminU d'une* surfaae cam^m. à b me ^ imkim^^ 
330* Le piToUème c^ae mus avons résolu aa n^ 31ft, peafe seirfîr^à cfltoetwr «e 
d^velpppœi^lv Can^ sL après, «v^oir coostrait la courbe d'intersedioia (iifraftii..v, 
dbldàm'.^yi^^j^),^ da cette pr,of)06é avec «aaapbère^'imtaj'Ott atlBÉvaim^eC 
dont le. cenlre esi placé aa aerninatt on dévdoppe. (e"" 233.) le cylindre droit ^qi 
projet tejcette courba saivantoMsi*..., etqa'oa tsace^sur ee «yiindra déteioppév la 
tx^^fonnée de la, lig^^e à dott,hlA courbure (a^((ni.«t,, db'éénC... )^ mtk cAtiMdra 
une courbe plane que je désigne par aSyd^x... j et dont les arcs, faciles à nMmrer 
akur^ auroftli là mena longueur absolue q^a cem de. la ttgae i doubte ooariMre. 
Eneuile». comme toqs lea pointage ceUe deroiàrei cQurbe/Se ItoiM^aieBt^aHrltt cône^ 
à ^akysi difitaaoea du sommet, il est certaia qu'après^La dé^eloppevMt et toisw^ 
ièx» ceoique^ ces méoMS pomto devront être placés tous sur la ciroMÉétenfie é'-ata 
oercte déaiâL d'ua point arbitraire S'^, et avec le rayon &'Y' dei la sphèrm aéc^ntei 
Par consécpicKt^ aprè» avoir tracé cette circonférence sur le plan du dévelopiptmeiit 
(nous, laissons an lecteur le soin d'effisctuer ces^ diversea opératioD0<)» em def ra y 
marquer dea ares 

égaux en longueur absolue au± arcs 

• , ■ . ■ ■ \. 

de la première transformée; puis, en joignant les points de division /^ 6^^ y',^^. 
avec le centre S^, il restera à porter sur ces rayons dés longueurs 

respectivement égales à celles des génératrices du cône qui aboutissaient au;^ (fîvei*& 
pomts 

fA,A'), (B.BO, («.en, (I>VEnV(M,M%..r 

et.paj; là oa obtiendra le dévelappemeat, de laiSiir£sim. coMfuQy'Wff kM|iMi Ift bve 
primitâi^ awa pofuc trana£ira)éer 1^^ 

33tr Dans «ette méthode., la courbe iolfraeetioA do oàpe airea la aidièreicM»» 
centrique coupe évidemment toutes les génératrices à angles droits; de sorte 
qu'elle tient lieu ici de ce que nous ayons nommé dans les cylindres la tection drdtc 
ou sëcAon ùrîfiogmàtey courbe qu! nous a servi très-cawnodéimnit: {ut 363} 4 dé^ 
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▼elopper an cylindre quelconque, parce que nous connaissions d'avance la forme 
recHligne qu'elle devait prendre après le développement du cylindre. Dans les 
surfaces coniques, on connaît aussi d'avance la forme circulaire que doit prendre, 
sur le développement, la section orthogonale du cône, faite par due sphère con- 
centrique ;. mais malheureusement cette section n'est plus une ligne plane, de sorte 
que pour mesurer ses arcs on est obligé de lui faire perdre une de ses courbures (*), 
en. effectuant le développement préalable d'un cylindre. Ainsi, il faut avouer que 
cette méthode exigeant un grand nombre d'opérations préliminaires qui multi- 
plient toujours les chances d'erreurs, elle ne fournira pas des résultats graphiques 
plus exacts que si l'on avait suivi la marche plus courte indiquée au n* 267. 

PROBLÈME yi. Intersection de deux surfaces de révoluiian dont les axes se ren- 
contrent. 

332. {Fig* 78.) Choisissons les plans de projection de manière que le premier 
soit parallèle aux deux axes, et le second perpendiculaire à Tune de ces droites; 
ce dernier plan étant regardé comme horizontal. Taxe de la première surface aura 
pour projections la verticale Qfl' et le point' 0, tandis que l'autre axe sera pro- 
jeté suivant ZT, et 01 parallèle à la ligne de terre. Les méridiens principaux A'BT' 
et a'Vcff c'est-à-dire ceux qui se trouvent dans le plan vertical 01, sont donnés 
"par la question, et se projettent verticalement suivant leur véritable grandeur ; ces 
courbes, qui forment en même temps les contours apparents des deux surfaces 
(n"" 131) sur le plan vertical, sont ici deux ellipses; mais la méthode que nous 
allons exposer est indépendante de la nature des méridiens. Sur le plan horizontal, 
le premier ellipsoïde a pour contour apparent Téquatcur BLX/; et quant à l'autre 
surface, nous n*en ferons pas mention sur ce plan de projection, parce que le tracé 
^e son contour apparent exigerait ici la recherche de la courbe de contact de cet 
ellipsoïde avec un cylindre circonscrit et vertical (n'106), question que nous appren- 
drons à résoudre plus tard, mais qui compliquerait sans utilité le problème actuel. 

333. Gela posé, observons que deux surfaces de révolution qui ont un axe 
commun en direction, ne peuvent se couper que suivant un ou plusieurs cercles 
perpendiculaires à cet axe y et décrits par les points où se rencontrent leurs méri- 
diennes. D'ailleurs , une sphère pouvant être considérée conmie de révolution 
autour de chacun de ses diamètres, si nous imaginons une série de sphères sé- 
cantes, ayant toute» pour centre le point (Z^, 0) commun aux dectx axes, chacune 
de ces sphères coupera les surfaces proposées suivant deux cei^cles respectivement 
perpendiculaires aux axes, et dont il sera facile d'avoir les points de section. En 
effet, traçons du point Z', avec un rayon arbitraire, le cercle IVF'E'G' pour repré- 
senter la projectioû d'une de ces sphères : elle rencontre les méridiennes données 

■■■-■*• 

(*) Nous parlons Ici suivant le langage ordinaire; mais voyez ce que nous disons de la courbure 
des Ugnèsta^ches ésx tt 7 et 6(84. 
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aux points ly et E', F' et G' ; alors il résulte des observations précédentes que les 
droites IVE' et F'G^ sont les projections verticales des deux cercles suivant lesquels 
les ellipsoïdes sont coupés par la sphère projetée sur IVF'E'G'. Or, les plans de 
ces deux cercles ayant pour intersection une corde horizontale (M\ Mm) qui tombe 
ici en dedans du contour de la sphère, nous pouvons affirmer que leurs circonfé- 
rences, situées iPmUevrs sur cette sphère, se couperont elles-mêmes en deux points 
projetés verticalement sur M^ et horizontalement en M et ni, à la rencontre de la 
corde Mm avec le cercle (DME, D'E'). Ces points étant évidemment communs 
aux deux ellipsoïdes, appartiendront à leur ligne d'intersection; et des opérations 
semblables, répétées sur d'autres sphères décrites toujours du point Z^ fourniront 
pour les deux projections de cette courbe les lignes 

K'L'M'H' et KLMHm/K. 

33&. Il faudra spécialement appliquer la méthode précédente à la sphère qui 
passe par Véquateur {VX\ BLX) ; parce qu'on déterminera ainsi les deux points 
(L^ L) et (U, /) à partir desquels la courbe passe au-dessous de Téquateur, et de- 
vient intfisible sur le plan horizontal. D'ailleurs, quoique cette courbe d'intersection 
soit bien loin d'être, dans l'espace, tangente à l'équateur, néanmoins les tangentes 
de ces deux lignes pour le point (U, L) se trouvant l'une et l'autre dans le plan 
tangent quf est évidemment vertical tout le long de l'équateur, il en résulte que 
les projections horizontales de ces deux tangentes se confondront; et qu'ainsi la 
côilrbe KLM.. . touchera le cercle BLX en L et /• 

355. Cette conséquence générale ne souffrira d*exception que quand la tangente 
au point (!', L) de la ligne à double courbure se trouvera exactement verticale. 
Alors l'élément qui eût été commun aux projections horizontales de cette tangente 
et de Téquateur, disparaît ou se réduit à un point mathématique; de sorte que la 
courbe cesse de toucher l'équateur, et vient le couper en formant ordinairement 
un rebroussement. Une circonstance analogue va se présenter ici pour les points 
(K^ K) et (H', H), qui sont donnés immédiatement par la rencontre des deux mé- 
ridiens principaux. En effet, dans chacun de ces points, les plans tangents aux 
deux surfaces sont nécessairement perpendiculaires aux plans méridiens, et, par 
suite, au plan vertical; donc leur intersection qui serait la tangente de la courbe, 
est aussi perpendiculaire à ce plan vertical , et s'y projette suivant tin point unique; 
d'où il arrive, par les raisons précédentes, que la projection K'L^H^ n'offre plus 
de contact avec les contours apparents des deux surfaces, tandis que ce contact a 
lieu ordinairement. D'ailleurs, il n'y a point ici de rebroussement aux points K' 
et E\ parce que les deux branches de l'intersection , situées Tune en avant et l'autre 
en' arrière du plan vertical 01, ont des positions symétriques et se confondent en 
projection verticale, comme on le voit d'après la construction générale qui a donné 
les deux points (M, M') et (m. M'). 

6* édii. 20 
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336. (Fig. 78.) Il est utile d'observer que la prtyeoliou verticale K'L'.H^ seia. 
nécessairement une ligne du second degrés toutes les fois que les ieax. sorfaces.do 
révolution seront elles-mêmes de cet ordre. En effet, le plan verlioal 01 ét^irt un 
plan piéridien pour Tune et pour l'autre de ces surraces, il divise évidemment en 
deux parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendi^ulairee, teUas q,ue. 
(Miit, >f } ; donc ce plan est un plan principal qui se trouve commm auji deux sui> 
faces, et alors on démontre par un calcul fort simple que Tintersection de celles-cL 
se projette sur ce plan principal , suivant une ligne dn second degré (*)• On devra 
donc profiter de cette notion acquise d'avance sur la nature de la courbe E^L^Il', 
pour redresser les erreurs de construction qui tendraient à pcoduire, dans cette 
ligne, des inflexions ou une courbui^ qui ne s'accorderaient pas^avac la forme 
bien connue des sections coniques. 

337. Observons encore que, qoel que soit le degré des deux surfaces de révo- 
lution, la courbe plane K'L'H' considérée en elle-nràme, et indépendamment de 
la courbe gauche dont elle reçoit la projection vertioale, ne se termine pas brus* 
quement aux points K' et B', mais qu'elle doit se prolonger an delà pour rentrer 
sur elle-même, ou pour s'étendre indéfiniment. Déporte qu'en continuant de tracer 
sur le plan vertical des cercles qui aient toi:yours le point Z' pour contre, et qui 
s'étendent au delà ou en deçà des pointe H' et K^ on pourra , si la forme desméri-^ 
diens leur permet d'être encore coupée par ces cercles, obtenir des points de la 
courbe K'L'H^ situés au dehors de la partie qui reçoit la projection de rinteiv> 
section des deux surfaces. Cette circonstance, que Ton apercevra plus claîretnent 
dans l'épure 79 relative à une question analogue (u"" ^kU)y tient à ce quç.Ja^ltp- 
priété graphique qui sert à trouver chaque point M' de la courbe plana ¥/.VM! 
est plus générale que la définition de ce même point, considéré comme la: pro^- 
jection d'un point commun aux deux surfaces. En effet, sous ce dernier rapport, 
il faut que M' soit non-seulement à la rencontre des deux cordes D'fi^ et F'&V 
mais encore situé dans l'intérieur du cercle D^ F' E^G\ comme nous l'avons énoncé 
n"* 333; de sorte que, quand les deux cordes D'Ë' et F' G' ne se couperoat que 
dans leur prolongement, le point de section conviendra bien encore à la courbe 
plane K'L^H', mais non plus à la courbe gauche suivant laquelle se . coupent Jea* 
deux surfaces de révolution^ 

338. {Fig. 78.) De la tangents; première méthode. Nons pOAVQns- trouver 
cette' drmte pour le point (M, M^) , en cherchant T intersection des. plans qui tou- 
chent les deux surfaces en cet. endroit. Or, le plan tangent relaiâf à l'elUpsoïde 
A'WC\ s'obtiendra (n** 133) en transportant le point M' en D^. sur le nértdieB 
priqcipal , puis en traçant la tangente DT à ce n[iéridient alors^, si Vim ramàneile 

' I * ..f '^ I I U IIil L l u II I ifiil» » ■> ■■>i|W p f %» ■■ ». 

n Ce théorème intéressant est dû à M. J. Binet. Voyez VAnaiyse appliquée à (a §éaméerie des trois 
dimensions^ chap. IX. 
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pied {T\ T") de cette tangeDte en T sur le mérkHea OM, la droite T¥ perpendicu- 
laire àOllf sera la trace'herizoïitale du plan cherché. 

Quant à PeUipsoïde a!l/(/ dont Taxe n'est pas vertical, je ramène d'abord le 
|KHnt M' an F' sar Iq .méridien principal; puis, je construis la normale F^NVde 
laquelle je conclu (m^ dâ6) la normale (M'N\ MN) relative au point (M, M') ; €t 
alors il me suffira de>inener par ce point un plan perpendiculaire à cette dernière 
normate. ^Pour cela y j*imagine dans ce plan une droite parallèle à sa trace verticale, 
<et dont la projection verticale sera la ligne M'P' perpendiculaire à M' NV tandis 
que sa projection horizontal sera MP parallèle à la ligne dé terre; ensuite, par le 
pied (P,'iP^) de cette ligne anxiliaire, je mène perpendiculairement sur MN la droite 
PQ qui Bena évidemment la trace horizontale du plan tangent au point (M, M') de 
r^lipsoïdecr'éV. 

Gela posé, les traces PQ et TY des deux plans tangents allant se rencontrer au 
point 9 , c'est là le pied de la tangente demandée, laquelle a ainsi pour projections 
eMetO'M'. 

3â9. Deuxième méthode j par le plan 9kmnal. Nons avons vu tu n^ 21ft que la 
tangente à Tintersection de deux sarfaœs devait être perpendiculaire au plan 
mené par les dense normales de ces sarfaces ; il nous suffira donc de trouver ce 
plan, qui est lui-même normal à la courbe. Or, nous avons déjà construit la nor- 
male (M'N', MN) pour le deuxième ellipsoïde; quant au premier, nous mènerons 
au point D' du méridien principal, la droiteD'R' perpendiculaire sur la tangente 
DT, et alors oor «ait!(n'' i8&) que la normale pour le point (M', M), sera la 
droite (M'R', MO). Cela posé, il serait bien fatale de IrouTerilaitraoe vierticale du 
plan mené par les deux normalesci-^deesus indiquées; mais, comme noue avons 
besoin de connaitre seulement la direction de cette trace, et qu'elle sera la même 
sur les plane verlicaux 01 et (VV qui sont paraNèles , nous observerons que les nor* 
maies en question voiit rencontrer les axes en R'et N'; d'où il résulte immédiate- 
ment que N'R' est la trace du plan normal sur le. plan verticalOI, et qu'en tirant 
par 4e poiirt M' la droite M' $' perpendiculaire à cette traœ, on < aura la projection 
verifeale de la tao^ente demandée. 

Pour obtenir l'autre projection, prolongeons jusqu'au plan horîzoïital deux 
quelconques des droites qui réunissent les trois pointe (M', M), (N', N), (R\ O), 
lesquels sottt situés dans le plan nonnal. Ici, on voit qoe la droite (N^M^ NM) 
peroe le ^n horizontal an point «, ^t xfue la droite (N'R^ NO) le rencontre en €; 
ckmc a6-eet la trace horiconlale du plan nonnal ,'et en hai menant uoc perpeadîcu- 
laive N9, ce^sna la proje^on horizontale 4e ia4aogente chertiiée. 

âdfO. {Kg. 76.) Lamétfaode que nous venons dVmployer est non^aeQlsBMDt/pkis 
'«iiple, dane certains cas, qne'eeHe des denot plans tangents, qwîs eife offre ionoore 
l'avaartage de pouvoir quelquefois e'jippliquer àdea^oÎQtspartieilliers, pourte^uels 
4'af«tre>iiiétlNde Mwt incMffiaaiite. « 
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Considérons, en effet , ie point (K, K') sitaé à la fois sur les deux méridiens 
principaux : à cause de cette position particulière, les deux plans tangents seront 
Tun et Tautre perpendiculaires au plan vertical, et, par suite, leur intersection qui 
est la tangente de la courbe (K'L'H', KLH,...)^ sera projetée horizontalement 
suivant une perpendiculaire à KO, et verticalement en un paifU unique K'. Cette 
construction fait connaître la position qu'occupe, dans l'espace, la tangente de la 
courbe gauche; mais elle n'apprend rien sur la droite qui toucherait en K' la 
courbe plane K'L'H', droite que Ton doit regarder comme la projection de la 
tangente qui précéderait immédiatement, dans l'espace, celle qui s'est réduite à un 
point unique en se projetant sur le plan vertical : tandis que la considération des 
deux normales manifeste une propriété constante dont jouit la courbe plane K^L'H' 
regardée comme tracée dans le plan des deux méridiens, et indépendamment de 
la ligne à double courbure dont elle reçoit la projection. Cette propriété consiste 
en ce que, si l'on transporte le point quelconque M^ sur les deux méridiens, eu 
ly et en F' par des perpendiculaires aux axes, puis si Ton tire les normales D'R' et 
F'N', la droite R'N' sera toujours perpendiculaire à la tangente en M'. Or, cette rela- 
tion subsistant pour tous les points de la courbe plane K'L'H', et ne portant que 
sur des lignes situées dans son plan , elle doit être vraie aussi pour le point K' où elle 
demeure évidemment applicable avec encore plus de simplicité, puisque ce point 
est par lui-même transporté sur les deux méridiens. Par conséquent, il suffira de 
mener les normales K'V et K'U', puis de tracer la droite U'V, sur laquelle on 
abaissera la perpendiculaire K'S' qui sera la tangente demandée. 

Une construction semblable fera trouver la tangente au point H'. 

PROBLÈME YII. Intersection d'un parabolotde avec un hgperboloxde, tous deux de 
révolution^ et dont les axes se rencontrent. 

341. {Fig. 79.) Soient (0, O'Z') l'axe du paraboloïde, et A'C'B' le méridien 
principal de cette surface que nous supposerons terminée au cercle (A'B\ ÂB), de 
manière que l'intérieur de ce paraboloïde soit visible sur le jplan horizontal. Soit 
aussi (01, Z'V) l'axe de l'hyperboloïde, ce qui suppose que le plan vertical de 
projection a été choisi parallèle aux deux axes à la fois : quant au méridien de 
cette seconde surface, nous ne le regarderons pas comme donné par la question, 
parce qu'alors le problème rentrerait entièrement dans celui dit n"" 332; mais 
nous définirons l'hyperboloïde au moyen de la génératrice rectiligne (PQ, P'Q') 
qui l'engendrerait en tournant autour de la droite fixe (01, Z'F), sans toutefois 
considérer cette seconde surface comme réellement existante; c'est-à-dire qu'ici 
le paraboloïde subsistera seul , et sera traversé suivant une certaine couiiie par les 
diverses positions de la droite mobile (PQ, F(y). Du reste, pour trouver cette 
courbe, nous emploierons encore des sphères sécantes (n* 333) décrites toutes 
du point Z'; seulement, comme nous ne connaissons pas à prUni le méridien de 
rhyperboloïde, nous ne tracerons plus arbitrairement le grand cercle d'une de 
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ces Sphères, mais nous commencerons par construire un parallèle de cet hyper- 
boloïde. 

3ft2. Menons donc par un point &/ pris à volonté sur l'axe, un plan F(à^& 
qui lui soit perpen4iculaire : ce plan rencontrera la génératrice au point (S', 6), 
dont la distance au point (ù[ sera évidemment l'hypoténuse d'un triangle rec- 
tangle construit sur les côté^ fû'&^ et 6'g''=a6; ainsi, en décrivant avec cette hypo- 
ténuse a)'6" un cercle F' 6" G', ce sera le rabattement du parallèle suivant lequel 
rhyperboloïde est coupé par le plan F'oj'G'; et les extrémités F' et G' de son 
diamètre, seraient deux points de V hyperbole mérUUenne située dans le plan 
vertical 01. 

Cela posé, adoptons pour rayon d'une de nos sphères sécantes, la distance Z'F^ 
Alors, une pareille sphère coupera l'hyperboloïde suivant le parallèle projeté sur 
F' G', et le paraboloïde suivant un cercle projeté sur D'Ë'; par conséquent le point 
M' où se rencontrent ces deux corder, et qui tombe en dedans de la sphère, repré- 
sente la projection verticale des deux points où se coupaient les circonférences de 
ces parallèles. Ce sont donc là deux points de l'intersection des surfaces pro- 
'posées; et on les retrouvera sur le plan horizontal, en y traçant le parallèle 
(DME, D'E') et abaissant la verticale M'mM. 

^H^. Des constructions analogues fourniront autant de points que l'on voudra 
de la courbe 

(K'L'VM'H', KLXMHm/K), 

suivant laquelle le paraboloïde est coupé par l'hyperboloïde; et le méridien 
y^F^S'U' de cette dernière surface, qui se conclura de tous les points tels que F', 
devra toucher, sur le plan vertical, la projection de la génératrice au point (S, S^) 
dans lequel cette droite traverse le méridien principal 01. D'ailleurs, ce sera la 
rencontre de ce méridien V'F'S'U' avec le méridien du paraboloïde, qui fournira les 
points extrêmes de l'intersection (K, K^) et (H, H'). 

SliU* Observons aussi qu'une même sphère pourra fournir deux points tels que 
L'etX' situés sur un parallèle unique, et appartenant tous deux à l'intersection 
des surfaces proposées; tandis que, d'autres fois, une sphère sécante fournira deux 
points M' et /, dont un seul appartiendra véritablement à Tinterséction , parce que 
le deuxième serait placé eu dehors du contour de la sphère. Cependant ce point /^ 
continuant de satisfaire à la propriété graphique qui sert à construire chaque point 
de la courbe plane K'M'H', considérée indépendamment de la courbe gauche dont 
elle reçoit la projection, appartiendra toujours au prolongement de cette ligne 
plane, comme nous l'avons expliqué au n"* 337; et celle-ci sera évidemment une 
hyperbole, d'après les raisons citées au n* 336. 

3b5. De la Umgente. Cherchons, comme au n* 339, les normales des deux sur- 
faces pour le point quelconque (M; M'). Dans le paraboloïde, la normale WV du 
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méridien fait connaître le point R' où aboatirart, sur Taxe (yz\ la Bormale de la 
surface en (M, M'); et sans tracer cette dernière droite, il nous suffit d'avoirobtenu 
ce peint R'. • 

Dans rhyperboloîde, dont le méridien n'est pas donné par te question , j'observe 
<ftte le plan tangent relatif «ui point «projeté en ('€,€') et rabattuen t\ pasMsrait 
par la tangente e"T du parallèle et par îa génératrice (6P, ëV)qxA pe^ce'torphin 
vertical (M en (S , S') : par conséqtretrt , sur ce plan des deux «ses , te plan tangent 
aurait pour trace la droite TS'; donc, en lui menant une perpenfliculaire €'N', ce 
fiera la projection de la normale relative au point (6, 6')- Mai» «e point ert sw le 
même parallèle que (M, M'); donc aussi, pour ce dernier, la normale deta gw- 
ftioe rencontrefraît Vaite l'Z' au point N'; ainsi ce/lte MToiale est suffisamment dé- 
tenninée. 

Gela posé, le plan des deux normales en (M, M') «cMpera évidemment le plan 
vertical 01 suivant la droite R'N'; donc , en abaissant sur cette ligne une perpen- 
dicalètire M^9^ ce sera la projection verticale de la tangente à la coui4>e d'imes*- 
MCtion. Ensuite, mms pourrions chercher sur le plan horizontal de projection, la 
inace du plan des deux normales, tequet passe par trois points conmis (M', M), 
(R', 0), (N', N); mais il sera beaucoup plus court de déterminer cette trace sur 
le plan faoriBOotal D-E', ou est déjà akiié le f^M (M, M'). Car en prolongeant 
R'N' jusqu'à ce qu'elle coupe ce plan en p', et projetant ce dernier poboi en p, la 
droite pM sera évidemment la trace demandée; si donc on lui mène la perpendi- 
culaire M9, on aura la projection horizontale de la tangente à Tintersection des 
deux surfaces. 

3{|6. Remarque. La Méthode des sections horizontales qui suffit toujours pour 
trouver Tintersection de deux surfaces quelconques, quoiqu'elle soit souvent très- 
laborieuse, est susceptible, dans certains cas, d'une modiGcation qui la rend très- 
avantageuse, et que nous allons expliquer sur un exemple assez simple pour que 
le lecteur puisse tracer lui-même l'épure. Désignons par S un cône qui a pour 
base ou trace horizontale une couine quelconque B; soit S' un autre cône dont la 
base est un cercle C En coupant ces deux surfaces par un plan horizontal qud - 
conque, on obtiendrait deux courbes b et c dont la dernière serait an cercle; mais 
fauire * serait une cDurt3e qu'il faudrait construire par points, cetjm serait pé- 
nible. Au lieu décela, imaginons un c6ne auxiliaire S, qui ait le même sommet 
que S^ et pour directrice le cercle c ; ces deux cônes S et S, se couperont évidem- 
ment suivant une ou plusieurs génératrices redtilignes G , G', T[ui passeront néces- 
Sffîrement par les pôhitô m , m',.«« communs aux sections* 6 et c. Or il est facile de 
trouver ces génératrices^, car, en prolongeant le côneS, jnsqtfan pljm horizontal , 
il y tracera un cercle C, dont le arâtoètre s* obtiendra trè»-aisément ; et alors la 
reftcmttre'de6 4Mi!i6S<B'et€,'fora oonuattm les prejecliMs bwrôovMates ^s géaiéra- 
tf icêfr*0 ,'*iS . . . , fesqmïles ÀlMr t^w couperontla f«i0jeclîe»i du cercle c wm pnîntts 
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cherchés m^ ij»V«^^î devaiaat ôire cooiooiuus an^ coarb^s. 6 ^c;.eL(l^ lor^^iç/^o 
points appariîeDdront à riotersectloo des deux c6nes primitifs S^et Sif». Tou(. ce^Â 
revient à dire que i'oA projette perspectivement les sectioBâ^6 et c s^r le plan borir 
zontal f avk tDoyea d^ droites, issues du sommet S* 

Cette méthode,; où Tou n'emploie que la ligne droite et le? cerck,^ sera évidemr 
ment applicable à la combinaison du cône S à base quelconque B, avec une s|ibè;r.ar. 
\m. couoïdeit un cylindroïde,, ou toute autre surface dans laquelle: le& sections hpfi-^ 
zont^odes seront des cercles ou de» droites; par exemple, le lieu engendré par un 
cercle, variable, toujours horizontal^ et dont un diamètve s'appuie constamment sur 
devx droites fixes^^ 

Si la ppemière surface S était un. cylindre à base quelcom^ue. B^ on cho,isirait 
pour la surface auxiliaire S, un autre cylindre paraUèle au pi;emier^ et ayant f»fàv 
directrice la sectioA circulaire c; alors la trace borirontale C, s^rail^ m cercle 
égal à G. 

;uui". tut; r" :* " :' .m iJi'. j.' .t iti i"n!!ur.f'J "i'i i .i' r ■ | r * 'T ,'.iii|ii i. m \ > L in ^ nm j» » ^i * nn ' i i u ' A - ' »- 

LIVRE V. 

DBS PLANS TANGENTS DONT LE POINT DE CONTACT N*£ST PAS DQNNJÊ^ 



3!i7. Les problèmes que nous avons résolus au livre tl, sur les plans tangent^,, 
supposaient que le point de contact était donné sur la surface, il reste dcac, pour 
compléter celte théorie importante, à examiner les questions oà, sans assigner le 
point de contact, on exige que le plan tangent cherché remplisse certaines eondir^ 
tions» lellbs que les suivaotes* : 

t*. Que le plan tangent passe^parnm point donné hors de la surt^cei 

2\ Qu'il soit parallèle à une droite connue; 

3*. Qu'il passe par une droite donnée, oo par deux points assignés dans respaoè : 

4^ Que )e pian tangent cherché soit parallèle à un plan donné | 

5", Qu'il touche phisieurs surfaces à la fois. 

Ces diverses conditions vont faire le partage naturel de ce livre en plusieurs cba- 
pHres, dans lesqoete nous ne reviendrons pas sur ce qui regarde les surfaces cylin- 
driques ou coniques, parce cpie nous avons complété tout de suite, au chapitre Itï 
du IJvre lE, les problèmes relatife à ces deux genres de surfaces très-simples. ' 

f» i« 

CHAPITRE PREMIER. 

MS PLANS TANGENTS UmÉS PÏK DN POINT SXTâtlEUB A lA SDBFACB. 

3W. (%, So.y Soit V lè point donné au dehors ^e la surface quelconque S : 
meuQus par ce. point divws plans sécants daoA une éreotioii arbitra»», «t, par 
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exemple, faisons-les passer tous par une droite quelconque VAD qui traverse la 
surface. Alors, ils couperont celle-ci suivant des courbes AMD, AM'D, AM'^D,... 
que l'on saurait construire par les méthodes exposées précédemment, et auxquelles 
on pourra généralement mener, du point V, des tangentes VM, VM', VM'^,...; de 
sorte que tontes ces droites formeront évidemment un cône ayant le point V pour 
sommet, et qui sera circonscrit à la surface S, c* est-à-dire qui la touchera tout le long 
de la courbe MM' M".... En effet, pour le point M", par exemple, le plan tangent 
de S renfermera la tangente M''T de la courbe MM' M", aussi bien que Tarête M" V 
qui, par construction, est tangente à la surface : donc ce plan sera lui-même 
langent au cône ; et les deux surfaces ayant ainsi un plan tangent commun en M^, 
offriront un véritable contact dans ce point, et dans tous ceux de la ligne MM' M".... 

3&9. Gela posé, pour résoudre le problème général qui fait l'objet de ce cha- 
pitre, il suffira de construire la ligne de contact MM' M" de la surface proposée S avec 
un cône circonscrit ayant son sommet en Y, puis de mener un plan tangenê à S dans un 
quelconque des points de cette ligne; ce plan satisfera évidemment à la question, 
puisqu'il touchera nécessairement (n"" SUS) le cône circonscrit, et qu'ainsi il pas- 
sera par le sommet Y, qui est le point donné. 

Réciproquement, tout plan mené du point Y, tangentieliement à la surface S, 
louchera celle-ci en un certain point, que j'appelle m, et qui, étant joint avec Y, 
fournira une droite Y m évidemment tangente à S; donc cette droite Y tu sera né- 
cessairement une des arêtes du cône circonscrit YMM'M".... et, par conséquent, 
le point m devra se trouver sur la courbe MM' M"... , qui devient ainsi le lieu de 
toutes les solutions du problème proposé. 

Seulement, le problème sera impossible quand le cône circonscrit n'existera pas; ' 
c'est-à-dire lorsque le point Y sera tellement placé,rque l'on ne pourra mener, de ce 
point, aucune tangente aux diverses sections faites par des plans passant par YAD. 

.350. Il résulte de là que la question qui nous occupe admet une infim*té de so- 
lutions, excepté quand la surface proposée S est développable. En efiet, nous avons 
vu (n"" 183) qu'une telle surface était l'enveloppe de toutes les positions d'un plan 
mobile, assujetti à une loi de mouvement qui ne laissait d'arbitraire qu'une seule 
condition (*) : donc, lorsque ce plan mobile , qui est en même temps le plan tan- 
gent de la surface développable, viendra à passer par le point donné Y, il ne 
pourra plus prendre d'autre situation; ou, du moins, il ne saurait occuper alors 
qu'un nombre limité de positions, suivant la nature et le nombre des nappes de 
la surface. Ainsi, pour cette classe de surfaces, le problème de construire un plan 
tangent qui passe par un point donné , devient tout à fait déterminé (**) , et c'est 



0*) Ou autrement dit> qui ne laissait qu'une seule constante arbitraire dans son équation ; ainsi la 
condition de passer par le point V, fixera complètement la position de ce plan dans Tespace. 
{**) L*exception que présentent les surfaces développables est unique, car elle n*a point lieu poar 
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ce que nous avons reconnu dans les cônes et dans les cylindres (n"" 116 et 123). 
D'ailleurs, comme une surface développable est touchée par son plan tangent 
lout le long d'une môme génératrice rectiligne (n** 177), il s'ensuit que si. l'on ef- 
fectuait ici les sections indiquées n^^âiS, el qu'on leur menât des tangentes par 
le point Y, tous les points de contact se trouveraient situés sur une droite de la 
surface; et le cône circonscrit se réduirait alors à un ou à plusieurs plans tangents 
qui passeraient par le point V. 

351. Le problème de mener, par un point V, un plan tangent à une surface S 
non développable, redeviendrait déterminé, si l'on ajoutait la condition que ce plan 
dût toucher la surface sur une courbe donnée, par exemple sur un méridien, ou sur 
un parallèle, dont la position serait assignée. En effet, après avoir construit la 
ligne de contact MM' M".,, du cône circonscrit à S, il suffirait d'examiner en quels 
points elle rencontre la courbe donnée, et ce seraient là évidemment les points de 
contact des plans tangents qui satisfont au problème. Celui-ci serait impossible, 
si la courbe assignée sur la surface n'avait aucun pçint commun avec la ligne 
MM' M".... 

352. Quant à la construction de la ligne de contact d'une surface quelconque 
S, avec un cône circonscrit qui a pour sommet un point donné V, courbe qui est 
d'ailleurs très-utile dans la Perspective , puisque c'est évidemment le contour appa- 
rent de la surface vue du point V, la seule méthode tout à fait générale est celle 
que nous avons indiquée n** 3&8; cependant, comme elle exige des opérations gra- 
phiques assez pénibles, nous allons exposer d'autres méthodes plus simples, mais 
applicables seulement à certains genres de surfaces qui se rencontrent plus fré- 
quemment. Auparavant, toutefois, nous démontrerons un théorème important sur 
ces lignes de contact, par rapport à toutes les surfaces du second degré; 

353. La courbe de contact d'un cône circonscrit à une surface du second degré est 
toujours PLANE ; et son plan se trouve parallèle au plan diamétral qui serait conjugué 
avec le diamètre mené par le sommet du cône. 

Soient V le sommet du cône, et S la "surface du second degré dont il s'agit 
(Jg. 8o); nous supposerons d'abord qu'elle admet un centre 0, mais, du reste, 
elle peut être indifféremment un ellipsoïde ou bien l'un des deux hyperboloïdes. 
Eu faisant passer par la droite VO divers plans sécants, nous obtiendrons des 
courbes du second degré ABD, AB'D, AB"D,..., ayant toutes un diamètre com- 
mun OA; et si nous les coupons par le plan diamétral BB'C, qui est conjugué avec 
OA, c'est-à-dire qui divise en doux parties égales toutes les cordes de la surface 
parallèles à cette direction, nous obtiendrons des droites OB, OB', OB'',..., qui 

les surfaces gauches. En effet, nous verrons que dans celles-ci tout plan mené par le point V et par 
une génératrice rectiligne est tangent à la surface dans un certain point qu'il faut construire; de 
sorte qu'en Joignant ce point de contact avec V, on obtiendra encore une des arêtes du cône circon- 
scrit, lequel subsiste ici comme dans les surfaces non réglées. 

6* édit. 21 
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joiriront évidemment de la même propriété, par rapport aux cordes menées dans 
chacune de ces courbes parallèlement à OA. Ainsi OA et OB, OA et OB', OA et 
OB",..., formeront des systèmes de diamèlres conjugués deux à deux, dans les 
dÎTerses courbes du second degré ABD, AB'D, AB"D,.... 

Cela posé, lirons à Tune de ces courl>es une tangenle VM, piiis menons, par le 
point de contact M, un plan parallèle à BB'C : ce nouveau plan coupera la surface 
S suivant une courbe MM'N, et les scclions primitives suivant des ordonnées PM, 
PM', PSr,..., respeclivement parallèles à OB, OB', OB". Alors, si l'on mène par les 
divers points M', M",..., des tangentes aux courbes AM'D, AM"D,..., je dis que 
ces tangentes aboutiront, snr la droite OA, au môme point V, d'où est partie la 
première MV. En effet, on sait que dans toute ligne du second ordre rapportée à 
deux dmmètres conjugues, la sous-tangente ne dépend que de l'abscisse du point de 
contact et du diamètre sur lequel on compte celte abscisse; par conséquent, pour 
les divers points M, M', M",..., qui répondent à la même abscisse OP, la sous^tan- 
gente aura une valeur commune, savoir : 

PV = 5^-0P, d'où ov = 5^. 

Donc, toutes les tangentes menées en M, M', Rf,..., formeront bien un cône cir- 
conscrit à la surface du second degré, et dont la ligne de contact sera la courbe 
plane MM'M"N, parallèle au plan diamétral BB'C qui est conjugué avec VO (*). 
D'ailleurs, ce diamètre VO contiendra le cenlre P de la courbe MM'M'"... , comme 
nous allons le faire voir. 

35?|. Dans toute surface du second degré j tes diverses sections faites par des plans 
parallèles entre eux sont des courbes semblables, dont les centres sont situés sur le dia- 
mètre qui se trouve conjugué avec celui de ces plans sécants qui passe par le centre de la 
surface. En effet, quelle que soit une de ces sections planes MM'M"N, on pourra 
mener par le centre un plan BB'B"C qui lui soit parallèle, et construire le dia- 
mètre OA conjugué avec ce dernier plan. Alors toutes les sections ABD, AB'D, 
AB"D,..., auront pour diamètres conjugués, deux à deux, OA et OB, OA et OB', 
OA et OB'' : donc, les ordonnées MP, MP', MP",... , qui correspondent à la môme 
abscisse OP, seront proportionnelles aux diamèlres non communs OB, OB', OB",...; 
et, par conséquent, ces droites, considérées comme des rayons vecteurs parallèles 
menés dans les deux courbes MM'N et BB'C, satisferont à la condition générale de 
la similitude. D'ailleurs, comme le point est évidemment le centre de figure de 
la courbe BB'C, il en sera nécessairement de même du point P par rapport à la 

(*) Dans le cas particulier où la surface est une sphère, la courbe de contact du cône circonscrit 
devient un petit cercle, verpendicutaire à la droite VO, qui réunit le sommet V avec le centre de la 
sphère. D'ailleurs, cela se prouve directement, en fiilsant tourner autour de YO un grand cercle et sa 
tangente menée du point V. 
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courbe MM'N; dÎBsi les centres^des secUons parallèles au plan dUatuélralBB'C soi^ 
bien situés tous sur le diamètre OA cQujugué avec ce plan. 

355. {Fig. 8i.) Revenons au théorème démontré n' 353 pour les surfaceg 
douées d'un centre; et afin de retendre aux surfaces qui en sont dépourvues, .c'est- 
à-dire aux deux paraboloïdes, modifions la démonstration de la manière suivante. 
Menons par le point donné V une parallèle VX' à Vaxe ou diamètre principal OX 
du paraboloïde; cette droite VAX' sera encore un diamètre de la surface, et les 
divers pla&s sécanfô menés par ce diamètre fourniront des sections paraboliques 
AME, AM'E', AM"E".... Cela posé, tirons à l'une d'elles la tangente YM, et par le 
point de contact M menons, parallèlement au plan tangent du paraboloïde en A, 
un plan MM'M'^N qui coupera Las paraboles suivant des ordonnéais I^IP, ^?^ 
M"P,..., respectivement parallèles aux tangentes AT, AT', AT",..., de ces courbes. 
Alors, pour de telles ordonnées, on sait que la sous^tangente sera constamment 

'double de l'abscisse commune AP; par conséquent, toutes les tangentes en M, M'^ 
M',..., aboutiront au naême point V^ et formeront ainsi un cône circonscrit qui 
touchera le paraboloïde le long de la courbe plane MM'M"N. En outre, on voit 
que le plan de cette courbe est paruUéle au plan tangent en A, lequel remplace ici le 
plan diamétral conjugué avec YX'; car ce dernier serait à une distance infinie. 

Dans l'ellipsoi'ile delMfig. 80, le plan tangent en A était aussi parallèle à BB'B"C, 
et par suite à la courbe de contact MM'M"N; mais nous n'avons pas voulu en;^ 
ployer alors ce plan tangent pour la démonstration , parce qu'il n'existerait plus 
dans les hyperboloïdes, si le dian^ètre YO ne rencontrait pas la surface. - 

PROBLÈME I. Trouver la courbe de contact d'une surface 4e révoUuionf a»ec Wft 
cône circonscrit dont le sommet est donné. 

356. {Fig. 84.) Soient (0, l'Z') l'axe de révolution que nous regarderons 
comme vertical, et (X'C'Y'D', CD) le méridien principal de la surface. Ici, cette 
GO«brbe est une ellipse dont un diamètre principal coïncide avec Ts^xe de révolu^ 
tion; mais la méthode que nous allons exposer est tout à fait générale, et appli- 
cable à un méridien quelconque. Soit d'ailleurs (Y, Y') le point assigné pour Iç 
som«net du cône circonscrit : la courbe X'M'Y', suivant laquelle il touchera l'el- 
lipsoïde^ peut ae déterminer en construisant successivement les points qui se tiiou* 
vent sur chaque parallèle de la surface, ou bien ceux qui sont situés sur les divers 
m^ridieQs; ce qui v^ donner lieu à deux méthodes, dont chacune siiifQt à elle. seule 
pourtraoerla courbe domandée. 

357. Méthode du parallèle. Soit (E'F', £MF) le pars^llèle choisi arbiirairement 
sur la surface de révolution que nous désignerons par S : en substituant à celle-KH 
un cône droit engendré par la révolution de la tangente E'Z' autour de l'axe, il 
est évident que ce cône louchera l|i surface S.tout.lelong.du.cercle.E'-F',.et qu'ainsi 
iout plan tangent qui sera mené à ce cône parle point (V, Y^) louchera S daus le 
point où Taréte de contact rencontrera le cercle E'F'. Par conséquent, ce point de 
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rencontre appartiendra à la courbe demandée X'M' Y', qui n'est autre chose (n* 349) 
que le lieu des points de contact des divers plans tangents menés à la surface S, par le 
point (V,r). 

358. La question est donc réduite à trouver un plan qui, partant du point 
(V, V), aille loucher le cône Z'E'F' : car on y parviendrait (n** 123) en joignant 
le sommet {Z\ 0) [*] avec (V, V), puis en cherchant le point où cette droite 
irait couper le plan horizontal E'F', en menant enfin de ce dernier point des tan- 
gentes au cercle (E'F', EMF)* iMais comme le sommet (Z', 0) peut se trouver, ainsi 
que cela arrive ici, placé à une distance incommode, et que d'ailleurs le point 
d'où partiraient les tangentes à la base du cône varierait aussi à mesure qu'on 
changerait de parallèle, nous allons employer une marche qui obviera à ces deux 
inconvénients. 

Adoptons pour base du cône droit le cercle (G'H', GPH), suivant lequel il est 
coupé par le plan horizontal V'G'H' : alors cette nouvelle base contenant dans son 
plan le point donné (V, V), il deviendra inutile de recourir au sommet du cône, et 
il sufiira de mener les tangentes à la base actuelle par le point (V, Y'). D'ailleurs, 
comme ce sont les points de contact qui seuls nous intéressent, décrivons sur la 
droite VO, comme diamètre, une circonférence qui coupe le cercle GPH aux points 
P et Q, et les rayons OP et OQ seront évidemment les projections horizontales 
des génératrices suivant lesquelles le cône droit sera touché par les plans tangents 
menés de (V, V'). Donc, en prolongeant ces rayons jusqu'au parallèle donné EMF, 
les points M et N, que Ton projettera sur E'F' en M' et N', seront deux points qui 
appartiendront (n° 357) à la courbe de contact de la surface S avec le cône cir- 
conscrit dont le sommet serait en (V, V'). 

359. Pour trouver les points de cette courbe qui seront sur un autre parallèle, 
on agira d'une manière toute semblable; et la même circonférence ^ décrite sur YO 
comme diamètre, servira pour toutes ces opérations^ puisque les tangentes à la base 
du nouveau cône droit devront encore partir du point (Y, Y'). Par exemple, si 
nous considérons le parallèle (E"'F"', EMF) égal au précédent, il faudra tirer la 
tangente E"'G'" qui, en tournant autour de Taxe vertical, décrirait un cône droit 
dont la base, considérée dans le plan horizontal Y' G', sera le cercle (G"'H'", G'^P^'H") : 
cdui-ci étant coupé par la circonférence YO en deux points F' et Q", les rayons 
OP" et OQ" sont les projections horizontales des arêtes de contact du cône droit 
G"'E"'F'"H"' avec les plans tangents qui lui seraient menés par le point (Y, Y'); puis, 
la rencontre de ces rayons avec le parallèle(EMF, E"'F"' ) fournira les points (M", M'"), 
(N", N'") situés sur ce parallèle, et appartenant à la courbe de contact de la sur- 
face S avec le cône circon.-icrit qui a son sommet en (Y, Y'). 
• " 

[*] Les trois poiats désignés par Z' dans noire épure sont ccus^^s représenter le point uniquç où la 
tangente E'Z^ irait couper Taxe vertical, point qui est le sommet du cône droit, mais qui n'a pu se 
trouver ici renfermé dans le cadre. 
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360. (Fig 8/i. ) Méthode du méridien. Pour trouver les points de celle même 
courbe, qui sont situés sur un méridien quelconque «06, imaginons par tous les 
points de celle méridienne des droites perpendiculaires à son plan, et dont Ten- 
serable formera un cylindre horizontal, évidemment circonscrit à la surface S le 
long de celle courbe méridienne. Alors, si par le point (V, V) nous menons à ce 
cylindre un plan tangent, ce dernier se trouvera aussi tangent à l'ellipsoïde dans 
le point, où il touchera la base du cylindre; et, par conséquent, ce point appar- 
tiendra à la courbe cherchée, puisque celle-ci (n'* 349) est le lieu de tous les 
points de contact de l'ellipsoïde avec les plans tangents qui partiraient de (V, V). 

Or, pour construire ce plan tangent au cylindre horizontal, il faut (n* 116) 
tirer du point (V, V) une parallèle aux génératrices de celte surface, c'est-à-dire 
une droite (VP", V'tP) perpendiculaire au plan vertical «OS qui contient la base 
du cylindre; puis, du point P", où cette droite rencontre ce plan méridien., mener 
à cette base une ou plusieurs tangentes. Mais pour réaliser cette dernière opéra- 
tion, je rabats la méridienne aOS sur le plan vertical, ainsi que le point P"; ce 
dernier se transporte évidemment en (IF, H'''), et en tirant les tangentes H'"q>', 
W'Y'\ j'obtiens les points de contact («y', 9), (F'", F) sur la base du cylindre ra- 
battue; donc, en les rartienant par des arcs de cercle horizontaux dans le méridien 
primitif aOS, ils auront pour véritables positions (^j;, ^j;') et (M", M"'). 

361. Ce deçnier point coïncide avec un de ceux que nous avons obtenus par la 
méthode du parallèle , parce qu'ici le plan méridien OaS a été choisi de manière à 
renfermer le point (M'', M'") déjà construit; et nous avons adopté cette dispo- 
sition, afin de montrer clairement que, si les deux méthodes s'appuient sur des 
considérations très-différentes, elles emploient du moins les mêmes opérations gra- 
phiques ^ exécutées dans un ordre précisément inverse^ comme on doit le voir ici pour 
le point (M", M"'). Au reste, quelle que soit la méthode que l'on emploiera, il est 
des points particuliers qui s'obtiendront par un procédé direct; et nous recomman- 
dons de commencer C exécution de C épure par la recherche de ces points remarquables. 

3162. Points sur les contours apparents. Quant à ceux qui seront situés sur l'é- 
qualeur (CD', CLD), il est clair que les plans qui toucheront l'ellipsoïde en ces 
points se trouveront verticaux y et dès lors leurs traces horizontales seront les tan- 
gentes VL et VK partant du point V; d'ailleurs, les points de contact L et K se 
trouvant déterminés en projection horizontale, parla rencontre du cercle CLD avec 
la circonférence dont VO est le diamètre, il suffira de projeter L et K en L' et K' 
sur C'iy. Observons , en oulre, que ces deux points, étant sur le contour apparent 
de la surface relativement au plan horizontal, formeront les limites communes de 
rare visible LMXK et de l'arc invisible LM" YK sur celle projection; au surplus, le 
premier de ces arcs se distinguera aisément de l'autre, en examinant si l'un de ses 
points (M, M') est placé au-dessus de l'équatcur CD'. 

De même, pour les points situés sur le méridien principal (X'C'Y'D', CD), les 
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plans tangents de Tellipsoïde se trouveront (n"" 129) perpendiculaires au plan ver- 
tical; ainsi leurs traces passeront par le point Y' et seront les deux tangentes 
V'X', V Y', dont les points (*) de contact X' et Y' devront être projetés en X et Y 
sur CD. D'ailleurs , comme ces deux points sont placés sur le contour apparent de 
la surface par rapport au plan vertical , ils sépareront Carc visible X'M'Y' de Carc 
invisible X'N'Y' sur celte projection; et Ton distinguera le premier de ces deux arcs, 
en examinant si Tun de ses points (M, M') est placé en avant du plan vertical CD 
qui contient le méridien principal. 

363. Points limites. Nous entendons par là les points où la tangente de la courbe 
de- contact se trouvera horizontale, et qui seront, par conséquent, plus haut ou plus 
bas que tous les ponts voisins. D'abord, cette circonstance ne pourra se rencon- 
trer que dans le méridien VO qui passe par le sommet (V, V') du c6ne circonscrit. 
En effet, la méthode générale qui a fourni (n^ 358) les points (M, M') et (N, N'j 
montre évidemment que les divers points de la courbe soni, deux à deux , situés sm 
des cordes horizontales (MiV, M'N') que le plan vertical VO divise cltacime en deux 
parties égales; donc, lorsqu'un de ces points correspondants se trouvera dans te 
plan vertical VO, l'autre s'y trouvera aussi, et, par suite, la corde relative à ces 
points ainsi confondus sera devenue tangente à la courbe, sans avoir cessé d'être 
horizontale. Ainsi les points le plus haut et le plus bas sont bien dans le méri^ 
dieu VO. 

Maintenant, pour déterminer ces points limites , j'observe que la droite qui join- 
drait l'un d'entre eux avec (V, V') serai* nécessairement tangente à la méridienne VO, 
puisqu'elle se trouverait à la fois dans le plan de cette courbe et dans le pten 
langent de l'ellipsoïde. Donc, si je rabats cette méridienne sur le plan vertical, 
amsi qxie le pohit (V, V) qui sera transporté évidemment en V"; puis, m je Tsène 
la tangente V^U' dont je déterminerai exactement le point de contact U' au moyen 
des cordœ supplémentaires, il n'y aura plus qu'à projeter ce point U' en U, et à 
le ramener, par un arc de cercle horizontal, dans sa véritable position (R, R'). Ce 
sera là le point le plus bas de la courbe, et la tangente horizontale U'R' indiquera le 
dernier des parallèles qui peuvent contenir des points de cette ligne. 

Le point le plus haut (T, T') s'obtiendrait semblablement ; mais nous n'avons pas 
voulu effectuer la construction qui s'y rapporte, dans la crainte de jeter quel(|tte 
confusion sur la figure. 

364. Dans l'exemple actuel , oii !a surface de révolution est du second degré, 
la courbe de contact est nécessairement plane (353), et ici c'est une ellipse qui a 
pour un de ses axes, dans Tespace, la droite (RT, R'T'), puisque les tangentes aux 

(*) 11 suffira de mener ces tangentes avec une règle appuyée sur le point V et sur le méridien; 
mais, ensuite, 11 faudra fixer leurs points de contact avec précision, en se servant des cordes supplé- 
mentaires de Telllpse méridienne. 
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extrémités de cette ligne lui sont perpéDdiculaires, attendu qu'elles lesont au plan 
vertical VO (n**363). Il serait môme facile d'en conclure le deuxième axe et les 
deux autres sommets, en faisant une section horizontale dans l'ellipsoïde par le 
milieu de la droite (RT, R'T'); et Ton doit observer que ces deux d'tamêtres princi- 
paux resteront \esûxes de la projection horizontale RLTK, parce que, l'un d'eux 
étant horizontal, l'angle compris entre leurs projections demeurera droit; tandis 
que sur le plan vertical, ces deux diamètres ne seront plus perpendiculaires l'un 
à fantre, et deviendront simplement deux (Ramèires conjvgués obliques de la courbe 
^ R'UrK'. 

365. Remarque. Si l'on se rappelle que toulc surface de révolution peut être 
considérée comme Cenoeloppe d'un cône mobile (n° 192i) toujours circonscrit le long 
d'un parallèle., ou bien encore comme C enveloppe d'un cylindre mobile (n** 196) 
toujours circonscrit le long d'un méridien , on sentira que, dans les deux méthodes 
efmployées n"^ 357 et 360, nous avons eu pour but de si^stituer à la surface 
de révolution proposée, une enveloppée conique ou cylindrique, pour laquelle 
la construction du plan tangent mené du point (Y, V) était plus facile que pour la 
surface primitive. Or, comme les surfaces de révolution admettent aussi une enve- 
loppée sphérique (n"" 193) dont le rayon est la normale au méridien, il en résulte 
une troisième méthode, moins avantageuse dans la pratique, mais qu'il est inté- 
ressant de connaître. 

366. Troisième méthode par une enveloppée sphérique* {Fig. 84*) Avec la normale 
E'w' du méridien , traçons un cercle qui , en tournant autour de l'axe vertical , en- 
gendrera une sphère évidemment tangente à la surface de révolution S tout le 
long du parallèle ET'; puis, imaginons un cône circonscrit à celte sphère, et ayant 
pour sommet le point donné (V, V). La courbe de contact de ce cône auxiliaire 
avec la sphère sera un petit cercle (n"" 353, note) dont le plan se trouvera perpen* 
dicnlaire à la droite (V'o', VO); et comme dans les points où ce petit cercle ren- 
contrera le parallèle ET^ les plans tangents de la sphère seront communs à la 
surface S, il s'ensuit que ces points appartiendront à la courbe cherchée X'M'Y^ 
Or, si nous faisons tourner simultanément la sphère et son cône circonscrit, au- 
tour de la verticale 0, jusqu'à ce que l'axe (Vo', VO) de celui-ci soit devenu 
parallèle au plan vertical , le sommet (V, V) se transportera en y"; et en menant 
les tangentes V"y', VJ', le cercle de contact sur la sphère se trouvera alors pro- 
jeté suivant la corde yd'. Dans cette situation, ce cercle de contact coupe le pa- 
rallèle E'F' en deux points placés aux extrémités de la corde projetée verticale- 
•oient sur le point e'; or, comme la distance de cette corde à l'axe de révolution ne 
cftiangera pas quand nous ramènerons la sphère et le cône circonscrit dans leurs 
iposîlions primitives, il est clair qu'en reportant par un arc de cercle le point e' 
sur le méridien primitif VO en e, et en tirant par ce dernier point une corde per- 
pendiculaire à VO, les intersections de cette corde avec la parallèle EMF four- 
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niront les points doinandés M et N, qu'il faudra ensuite projeter en M' et N' 
surE'F'. 

PROBLÈME II. Par un point donnée mener à une surface de révolution un plan 
tangent qui la touche sur un parallèle donné. 

367. Il ne sera pas nécessaire ici, comme nous Pavions annoncé généralement 
au n° 351, de construire la courbe de contact de la surface avec un cône cir- 
conscrit; il sutlira évidemment d'appliquer au parallèle assigné par la question , la 
méthode du n'' 357 ou celle du n° 366, et Ton obtiendra directement les points 
de contact des plans tangents demandés. Dès lors ces plans seront faciles à construire 
(n«132). 

PROBLÈME m. Par un point donné , mener à une surface de révolution un plan 
tamjent qui la touche sur un méridien donné. 

368. Ce problème se résoudra encore directement, en appliquant au méridien 
assigné par la question, la méthode expliquée au n"" 360. On connaîtra ainsi les 
points de contact des plans tangents que Ton cherche, et ces plans seront alors 
faciles à déterminer (n** 132). 

PROBLÈME IV. Trouver la courbe de contact d'une surface quelconque du second 
degré , avec un cône circonscrit dont le sommet est donné. 

369. {Fig. 85.) Prenons pour exemple un ellipsoïde à trois axes inégaux, et 
choisissons nos plans de projection parallèles à deux des trois plans principaux de 
ce corps. Alors, les contours apparents de la surface seront les deux ellipses 
(ABDE, A'D') et (A'C'D'F', AD), qui auront chacune deux axes communs avec 
rellipsoïde ; et en désignant par (V, V) le sommet du cône circonscrit, nous cher- 
cherons à déterminer les points de la courbe de contact, qui se trouvent placés sur 
une section horizontale quelconque G' H'. Cette section est une ellipse semblable à 
ABDE, et dont (G'H', Gll) esl un des diamètres principaux; alors, ^i nous la re- 
gardons comme la base d'un cône auxiliaire qui aurait son sommet au point T', 
où l'axe vertical de la surface est rencontré par la tangente G'T', ce cône T'G'H' 
sera circonscrit à l'ellipsoïde. En effet, toutes les sections faites dans la surface par 
des plans menés suivant la verticale (0, O'T'), seraient des ellipses qui auraient 
un axe commun (0, C'F'). D'ailleurs, pour tous les points de ces ellipses placées 
surG'H', l'abscisse OT étant la môme, la sous-tangente serait aussi constamment 
égale à TT'; par conséquent, les tangentes à ces ellipses verticales aboutiraient 
toutes au point T', et formeraient bien le cône circonscrit Ï'G'II'. Cela posé, si 
nous menons à ce cône auxiliaire un plan tangent partant de (Y, V) , Taréte de 
contact rencontrera la base G' H' en un point qui appartiendra à la courbe de- 
mandée; car, en ce point, le plan tangent du cône auxiliaire touchera l'ellipsoïde 
et passera d'ailleurs par le point (V, V), ce qui est le caractère distinctif(n' 3ù9) 
de la courbe de contact de la surface avec le cône circonscrit dont le sommet 
serait en (V, V). 
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370. Maintenant, pour mener du point (V, V) un plan langent au c6ne T'G'H', 
et afin de n'avoir à opérer que sur Tellipse principale ABDE, donnée immédiate 
de la question, je prolonge ce cône jusqu'au plan horizontal A"D", qui a été 
choisi de manière à couper cette surface suivant une ellipse égale à la précédente; 
puis, en adoptant cette section (A"D'', ABDE) pour base du cône, et joignant le 
sommet avec le point (V, V), je cherche la rencontre de cette droite (V'T'R', VOR) 
avec le plan A"D"; et enfin, du point R je mène deux tangentes RP, RQ à l'el- 
lipse ABDE. Les points de contact de ces tangentes étant fixés avec précision (au 
moyen des cordes supplémentaires), je tire les rayons OP, OQ, qui seront les pro- 
jections horizontales des arêtes de contact, et j'en conclus aisément leurs projec- 
tions verticales T'F, T'Q'. Enfin , ces dernières coupant l'ellipse G' H' aux points M' 
et N\ je les projette en M et N , et j'obtiens ainsi les deux points de la courbe de- 
mandée, qui sont placés sur la section horizontale G' H' de l'ellipsoïde. 

On aurait pu trouver directement les points M et N, en projetant H' en H, et 
menant par ce dernier point des parallèles HM et HN aux cordes DP et DQ ; car, 
dans deux ellipses semblables, telles que G' H' et A"D'', les rayons vecteurs OM 
et OP sont proportionnels aux demi-axes OH et OD. 

371. Pour toute section horizontale autre que G' H', on opérera d'une manière 
analogue; mais s'il arrivait que le sommet T' du cône auxiliaire fût à une distance 
incommode, on pourrait adopter pour base de ce cône la section K'L' faite par le 
plan horizontal mené du point (V, V); et alors, il suBîrait de concevoir, par ce 
dernier point, des tangentes à cette ellipse K'L'. Or ces droites, ainsi que leurs 
points de contact, sont très-faciles à déterminer par une construction directe, sans 
décrire la courbe ^ et d'après la seule connaissance des axes, qui sont ici propor- 
tionnels avec AD et BE, et dont l'un est K'L'. Cette construction se trouvera expli- 
quée tout à l'heure, dans un cas analogue (n"* 374). 

372. Points sur les contours apparents. On les déterminera comme dans le pro- 
blème précédent (n* 362), en menant les tangentes V'X' et V'Y' au contour appa- 
rent de l'ellipsoïde sur le plan vertical, et projetant les points de contact X' et Y' 
en X et Y, sur AD. De même , les tangentes \x et Vy au contour apparent sur le plan 
horizontal , fourniront deux points xeiy qu'il faudra projeter en a/ et t/' sur A' D'. 
D'ailleurs, ces deux systèmes de points indiqueront les extrémités des arcs visibles 
sur les deux plans de projection. 

373. {Fig. 85.) Les points limites j c'est-à-dire ceux où la tangente de la courbe 
sera horizontale, se trouveront nécessairement situés dans le plan vertical VO. Eu 
effet, il résulte évidemment de la construction générale qui a donné les points P 
et Q, ou M et N, que les points de la courbe de contact sont deux à deux sur des 
cordes horizontales (MN, M'N'), constamment parallèles au diamètre conjugué de 
OR dans l'ellipse ABDE ; et, par suite, chacune de ces cordes est divisée en deux 
parties égales par le plan vertical VOR. Donc, lorsqu'un de ces points corres- 

6* édit. 22 
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380. Le prol)lème de mener à une surface S non développable , un plan lan- 
gent parallèle à une droite donnée, redeviendrait déterminé si Ton ajoutait la 
condition (|ue ce plan dût avoir son point de contact sur une courbe connue ; parce 
qu'alors ce point serait fourni par la rencontre de cette courbe avec la ligne de 
contact du cylindre circonscrit. 

Quant à la construction de cette dernière ligne, qui est aussi fort utile dans la 
théorie des ombres , la seule méthode générale est celle que nous avons indiquée 
n"" 377; mais nous donnerons bientôt des procédés plus commodes pour certains 
genres de surfaces qui se rencontrent fréquemment, après que nous aurons fait 
quelques remarques sur ces lignes de contact dans les surfaces du second degré. 

381. La courbe de contact d'un cylindre circonscrit à une surface du second degré est 
toujours PLANE, et située dans le plan diamétral qui se trouve conjugué avec le diamètre 
parallèle au cylindre. 

En effet, si l'on conçoit par le centre de la surface du second degré S (fig. 8o), 
une droite VO parallèle à la direction du cylindre, les diverses sections ABD, 
AB'D, AB"D...., produites par des plans menés suivant VO, seront des courbes 
du second degré qui auront toutes un diamètre commun AOD; or, en coupant 
ces courbes par le plan diamétral BB'E, conjugué avec AD (c'est-à-dire le plan qui 
diviserait en deux parties égales chacune des cordes parallèles à AD), les intersec- 
tions seront des droites OB, OB', OB",.*m qui se trouveront nécessairement dia- 
mètres conjugués avec OA , dans chacune des courbes correspondantes. Donc , les 
tangentes BU, BU', B"U",..., que Ton mènera à ces sections par les divers points 
B, B', B",..., seront parallèles à OA, et formeront ainsi un cylindre circonscrit à la 
surface S, dont la ligne de contact BB'B" sera placée tout entière dans le plan dia- 
métral Iffl'E conjugué avec OA (*). 

Au reste, ce résultat important peut être regardé comme une conséquence du 
théorème démontré n° 353, pour la ligne de contact d'un cône VMM'N circon- 
scrit à S ; car, si le sommet V s'éloigne à l'infini sur la droite OAV, il est facile 
de voir que les divers points de contact M, M', M",..., se transporteront en B, 
B , B ,.... 

382. (Fig. 82. ) Pour étendre le théorème précédent aux deux paraboloïdes qui 
sont dépourvus de centre, imaginez, par Taxe principal OX de la surface, un plan 
EOF parallèle à la direction assignée pour les génératrices du cylindre, et menez 
dans cette direction une tangente VBU à la parabole EOF; alors, le plan diamé- 
tral, qui coupera en deux parties égales toutes les cordes parallèles à VBU, pas- 
sera évidemment par le point de contact B de cette tangente, et produira dans la 



(*) Dans le cas particulier où la surface proposée est une sphère, la courbe de contact du^cylindre 
circonscrit devient un grand cercle, perpendiculaire à la direction VO des arêtes du cylindre ; résultat 
qui se prouve directement en faisant tourner aptour de VO un grand cercle et sa tangente parallèle à 
cette droite. 
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surface une section parabolique BB'B'^C. Cela posé, tontes les droites B'U', 
B"U",.»M menées par les divers points de cette dernière parabole, parallèlement à 
YBU, se trouveront nécessairement tangentes à la surface; sans quoi leurs parties 
intérieures, ou cordes^ ne seraient plus coupées en leurs milieux par le plan BB'C 
qui est supposé diamétral et conjugué avec VBU. Par conséquent, toutes les 
droites BU, B'U', B''U'',..., formeront bien le cylindre circonscrit que Ton deman- 
dait, et Ton voit que sa ligne de contact BB'B"C avec la surface sera plane et tou- 
jours parabolique. 

Un raisonnement semblable, fondé sur la définition même du plan diamétral, 
aurait pu être employé dans le n"" 381. 

PROBLÈME I. Trouver ta courbe de contact d'une surface de révolution, avec un 
cylindre circonscrit et parallèle à une droite donnée. 

383. (Ficj. 86.) Soient (0, l'Z') Taxe de la surface de révolution, et (E'C'E"'D', CD) 
le méridien principal, dont la forme particulière n'aura point d'influence sur le 
succès de la méthode. Soit d'ailleurs (ÂB, A'B') la droite à laquelle doit être pa- 
rallèle le cylindre circonscrit : la courbe da contact x'm'y' (*) de ce cylindre avec 
la surface proposée peut se construire en cherchant successivement les points qui 
sont situés sur chaque parallèle, ou bien ceux qui se trouvent sur chaque méridien : 
d'où résultent les deux procédés suivants. 

d8f|. Méthode du parallèle. Soit (ET^ EmF) un parallèle choisi arbitrairement 
sur la surface de révolution S ; en substituant a celle-ci le cône droit engendré par 
la révolution de la tangente E^Z' du méridien, il est clair que ce cône touchera la 
surface tout le long du parallèle E'F', et qu'ainsi tout plan tangent mené à ce cône, 
parallèlement à (AB, A'B'), touchera S dans le point où l'arête de contact rencon- 
trera le parallèle E'F'; donc ce point appartiendra à la courbe demandée, dont la 
propriété caractéristique (n'* 378) consiste en ce que, pour chacun de ces points, le 
plan tangent de la surface S se trouve parallèle à f AB, A'B'). 

Nous sommes ainsi ramenés à conduire un plan tangent au cône Z'E'F', paral- 
lèlement à une droite donnée ; mais pour ne pas être obligés de recourir au som- 
met Z' de ce cône, qui pourrait se trouver à une distance incommode, et afin de 
n'avoir à mener des tangentes que d'un même point fixe, nous modifierons le pro- 
cédé général du n"" 12ft, de la manière suivante. 

Imaginons que le cône droit Z'E'F' a été transporté parallèlement à lui-même, 
avec le plan tangent demandé, jusqu'à ce que son sommet soit venu se placer en 
un certain point (y de l'axe vertical (0, TZ'); dans ce mouvement, on sent bien 
que l'arête de contact aura conservé la même projection horizontale; et la traco 

{*) Comme le problème actuel a beaucoup d'analogie avec celui du n** 5IS6, nous emploierons ici 
des lettres italiques^ afin qu'on aperçofye les parties analogues des fig. SU et 86, sans confondre 
cependant les deux courbes qui se trouveront reproduites à la fois dans Tépure 89. 
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horizontale du cône ainsi transporté s'obtiendra en tirant la droite O'e' parallèle k 
Z'E', et en décrivant, avec un rayon Oe = Fe', le cercle epf. Alors, pour mener à 
ce cône un plan tangent parallèle à ( AB, A'B') , je tire dans cette direction la droite 
(OV, Ofl) qui vient percer le plan horizontal au point (a, a!) duquel devraient 
partir les tangentes au cercle epf : mais comme je n'ai besoin que des points de 
contact, je décris sur Oa., comme diamètre, une circonCérence qui, par sa Tenr 
contre avec le cercle cp/, déterminera ces points p et q; et les rayons Op., Orjf se- 
ront les projections horizontales des génératrices de contact des plaoa^.tangeBls qm: 
Ton cherchaii. Maintenant « ces génératrices V€>at rencontrer le paraUèle (ErniF, 
E^F'), hase du cône primitif, aux points {m, iV) et (n, n') ; par conséquent, cesonk 
là deux points de la courbe de contact de lasurliace de révolufîon avec le cylindre 
circonscrit. 

385. Les points de cette courbe, situés sur un autre parallèle, se construiront 
d'une manière semblable, en iroMportant toujourn au point 0' le sommet du cône' 
droit circonscrit le long de ce parallèle; et par là, la eirconféremce décriée s^ir le dim- 
mètre Oa servira pour toutes ces opérations. 

Mais il sera Tort avantageux de chercher immédkttement les points situés sur 
le parallèle W^?"^ égal à Ë'F', surtout si le méridien se trouve, comme dans cot. 
exemple, symétrique au-dessus et au-dessous liu plan horizontal CD'; car alors il 
n'y aura aucunes nouvelles constructions graphiques à exécuter. En effet, si Ton 
conçoit le cône U"1^"'Y'" circonscrit le long du parallèle VJ"Y"\ il est évident que sea 
génératrices seront respectivement parallèles à celles du cône Z'E'F', de sorte que,, 
quand nous le transporterons au point (V, suivant ta règle précédente, ileoïneir' 
dera entièrement avec le cône O'e'/; et toutes les opérations uhérieures redeve»- 
nant les mêmes que ci-dessus, nous en conclurons que les arêtes de contact avec 
les plans tangents cherchés, se trouvent encore projetées horizontalement sur le» 
rayons 0^,0^, qui, par leur rencontre avec le cercle ËmF, fourniront. aussi le» 
points demandés. Toutefois, il y aura ici une petite modification; car on de^rn 
prolonger ces rayons au delà de pour obtenir la véritable position des poiols 
cherchés m" et w", que l'on projettera en m'" et n!" sur le parallèle E'"F"'; et \m 
raison de cette diiïérence tient à ce que ce parallèle était situé sur k nappe :^«p^- 
rieure du cône VJ"WY"\ tandis que le cercle epj^ auquel nota menOM les tai»* 
gentes ap et aq^ se tmuve sur la naf^e inférieure de ce cône transporté dans la 
position O'e'f. 

386. Méthode du méridien. (Fig. 86.) Si Ton veut obtenir les pointB deJa fionrbe 
en question, qui aerMent située sur un méridien donné aO^, on imagtsera par 
tous les points de cette méridienne des droites perpendiculaires à son plan , les- 
quelles formeront un cylindre horizontal évidemment circonscrit à la surface de 
révolution toiU le long de cette méridienne. Alors, si ron mène à ce cylindre 
auxiliaire un plan Rangent parallèle à (AB, A'B'), cepian tonefaera la sttrfoce S dam 
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l6 point OÙ ii renc&ntrerâ la méridienne ag,baBe>dii cylindre; el, par conséquent, 
ce point appartiendra à lacourbe cherohée, qui est (if$l&) leiiMdê.iaus leê pmmts 
deconiael de» plans tangents de S meRéa pamUèkment à la droite (AB, A^B'). 

Pour construire ce plaiï tan^nt au cylindre auxiliaire qui es^t horizontal, je tire 
(«•417) la droiie (0.a,OV) parallèle à (AB, A'B'), et d^ pied (a, a') j'abaisse 
une perfendiculaire op&isit le plan vertical ^06; alors, en joignant le point f) avee 
(Oi, O'), j*auraîs la direction suivant laquelle il faudrait mener une tangente À te 
méridienne dS.y base du cylindre proposé. Mais, pour pouvoir effectuer celle opé- 
raiioB , je xabats sur le plan vertical cette méridienne et la droite qui réunirait les 
points f et (0, 0') : par là, le point p se transporte en (e, e') et la droiteen ques- 
tion devaient (Oe, OV); je mène donc, parallèlement à cette dernière^ une tangeota 
Z'Ë' au méridien principal, et le point de contact (£', E), étant ramené dans i€ 
méridien primitif Oa par un arc de cercle, fourniiîa le point demandé (m, m'\ 

Comme on peut mener au méridien principal une secofide tangente parallèle à 
&e'^ il e&isfte un second point de contact {F'\ F) qui, ramené dans le méridien 
fleOg, fournira un nouveau point {m" m'") appartenant aussi à la courbe cherchée. 

387. Nous retrouvons ici deux points que nous avons déjà construits par Tauttîe 
méthode, attendu que le méridien a 06 a été choisi de nlanière à passer par ces 
mêmes points; et par là nous avons vo\\\\x manifester cette circonstance remar^ 
quable , que si les deux méthodes sont fondées sur des considérations irès-diffé* 
redoutes, elles emploient du moins les mêmes opérations graphiques exécutées dans un 
ordre précisément inverse. Mais, outre les points situés sur un parallèle ou sur un 
méridien quelconque, il en est plttsieurs qui s'obiiemient par des procédés directs, 
eiDOUs recommandons au lecteur de commencer le tracé cle Tépure par la recherche 
de ces points remarquables. 

êSè. {Fig. 86.) Points sur les contours apparents. Pour les points de la couriw 
en question qui se trouveront sur Téquateur (CD\ G/D), les plans tangente de la 
surface seront verticaux ; ainsi les traces horizontales de ces plans serontdes .droites 
parallèles à AB et tangentes au cercle C/D. Donc, en tirant ie diamètre /c/ p£a*pea« 
dicolaire à AB, les extrémités k et / que Ton projettera sur G^D' en A^ et i^ foirroi- 
roat les poiats. demandés. D'ailleurs, Tare de courbe qui sera visible sur le plan 
horiamtolj ae lerminena précisémeotà cesHienx points, puisqu'ils appartienneni -au 
ûoonloiir apparent de la surfaoe pair rapport à ce plan •de projection; et cet are 
visible Imnk se distinguera du reste de la coiu^be, en examinant si ua de ses points 
(m , tm^) se trouve au-dessus de Téquatenr G'iy. 

Quant aux points de la courbe qui seront placés sur le contour apjMtrent de la 
awface relativement au plan vertical , ^'«st-À^line sur le mérîdâen principal^ on 
odMecvera x^ue les planstaneeDi& correspondante se trouveroni perpendiculaires au 
plan veriiMi.; donciews toaces aeroni des droites par^illèles à A'B- et tangentes A 
îa méridienne E'G^E^'^. Ainsi , en menant ces tangentes., et déterminant leurs pointa 
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de contact x et jy', que l'on projettera sur CD en x et j/, on obtiendra les points 
cherchés, lesquels formeront aussi les extrémités de l'arc de courbe vmbie sur le 
plan vertical; cet arc sera ici x'm'ij^ parce que l'un de ses points (m , m') se trouve 
placé en avant du plan vertical CD qui contient le méridien principal. 

389. Les points limites ^ c'est- a-dire ceux ou la tangente de la courbe sera hori- 
zontale^ se trouveront nécessairement situés dans le méridien Oa parallèle à la 
droite donnée (AB, A'B'). En effet, il résulte évidemment de la construction géné- 
rale qui a fourni les deux points (m, ni) et (w, W) relatifs à un même parallèle, 
que ce plan vertical Oa divise en deux parties égales toutes les cordes qui lui sont 
perpendiculaires, telles que (mw, m'w'); donc, lorsqu'un de ces points se trouvera 
dans le plan méridien Oa, l'autre point correspondant devra s'y trouver pareille^ 
ment, et la droite indéfinie qui les réunissait sera devenue tangente à la courbe 
sans avoir cessé d'être horizontale. 

Maintenant, pour construire ces points placés sur le méridien Oa, j'observe que 
l'arête du cylindre circonscrit, qui passerait par l'un d'eux, se trouverait néces- 
sairement tangente à la n)éridienne Oa, puisqu'elle serait dans son plan; par con- 
séquent, il suffira de mener des tangentes a cette méridienne, parallèlement à la 
droite (AB, A'B'). A cet effet, je rabats sur le plan vertical le méridien Oa et la 
droite (Oa, O'a') déjà parallèle à (AB, A'B'); cette droite rabattue devient O'a", 
et en tirant dans cette direction une tangente au méridien principal , le point de 
contact u' se projette en m; puis, lorsqu'on ramènera ce point dans le méridien pri- 
mitif Oa, il prendra la position (r, r'), qui est le point le plus bas de la courbe. 
Le point le plus haut (i, (') s'obtiendra d'une manière semblable, en menant au 
méridien principal une seconde tangente parallèle à O'a"; mais dans l'exemple ac- 
tuel, où le méridien est une ellipse, on sait que les deux points de contact de ces 
tangentes parallèles seraient sur un même diamètre dont le milieu O' restera im- 
mobile quand on fera tourner le' méridien autour de l'axe vertical ; par consécjuent, 
les deux points [r^r^) et ((, «') devront encore se trouver sur un diamètre de la 
surface, et ce dernier point pourra se déduire de l'autre. 

390. Cette relation et la dépendance analogue qui existe manifestement ici 
entre les points (m, m') et (m", m'"), (n, w') et (w", w'"),..., sont une suite né- 
cessaire du théorème démontré au n* 381, d'après lequel on a vu que, quand la 
surface est du second degré, la courbe de contact d'un cylindre circonscrit est 
tout entière dans le plan diamétral conjugué avec le diamètre (Oa, O'a'), d'où il 
résulte évidemment que le centre (0, 0') de la surface du second degré doit être 
aussi le centre de la courbe de contact. On peut encore observer que les deux axes 
de cette courbe dans l'espace sont les diamètres (*/, *'/') et {rt, r^t!)^ puisque les tan- 
gentes menées aux extrémités de chacun d'eux lui sont perpendiculaires (n"" 389); 
Puis, comme un de ces deux axes est horizontal, ils continueront d'être les dîo- 
mètres principaux de la courbe en projection horizontale ; mais il n'eu sera pas de 
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même sur le plan vertical, où ils devienneat simplement (Uamèireê conjugués obliques. 

391. Troisième méthode y^ par une enveloppée sphérique. (Fig. 86.) D'après les 
remarques faites au u"" 365 , nous pouvons obtenir les points de la courbe précé- 
dente, qui sont situés sur un parallèle donné E'F', en substituant à la surface de 
révolution S une sphère qui lui soit circonscrite le long de ce parallèle, et dont 
le rayon sera la normale F'w' au point F' du méridien principal. En effet, imagi- 
nons un cylindre auxiliaire circonscrit à cette sphère, et parallèle à (AB, A'B'); 
la courbe de contact sera ici un grand cercle perpendiculaire à cette droite 
(n"" 381, note) y et comme dans les points où ce grand cercle rencontrera le pa- 
rallèle E^F', les plans tangents de la sphère seront communs à la surface S, il 
s'ensuit que ces points appartiendront à la courbe demandée, dont le caractère 
consiste en ce que chaque plan tangent de S se trouve parallèle à (AB, A'B'). Or, 
si nous faisons tourner autour de la verticale la sphère et le cylindre circon- 
scrit, ainsi que la droite (Oa, O'a') qui indique la direction des arêtes de ce cy- 
lindre, jusqu'à ce que cette dernière droite soit venue dans la position O'a" paral- 
lèle au plan vertical , alors le grand cercle de C/Ontact sur la sphère se trouvera 
projeté suivant le diamètre y' a)'d^ perpendiculaire à O'a''; et, dans cette situation, 
ce grand cercle coupera le parallèle E'F' en deux points placés aux extrémités de 
la corde horizontale projetée en e'. Mais cette corde ne changera pas de distance 
par rapport à Taxe vertical Ô, quand nous ramènerons le système dans l'état pri- 
mitif; par conséquent, si Ton rapporte, par un arc de cercle, le point e' en e sur 
le méridien Oa, et que l'on tire la corde mtn perpendiculaire à Oa, les points m 
et II, où cette corde rencontrera le parallèle EiwF, seront les points demandés 
qu'il faudra ensuite projeter sur E'F', en m' et n'. 

PROBLEME II. Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à une 
droite donnée , et dont le point de contact se trouve sur un parallèle connu. 

392. Il ne sera pas nécessaire ici , comme nous Tavions indiqué généralement 
au n° 380, de construire la courbe de contact de la surface de révolution avec un 
cylindre circonscrit, dont les arêtes seraient parallèles à la droite donnée; mais il 
suffira d'appliquer immédiatement au parallèle assigné par la question , la méthode 
du n*" 38k ou celle du n"" 391 , ce qui fera connaître le point de contact du plan 
demandé; après quoi, la construction de ce plan deviendra bien facile. 

PROBLEME IIL Mener à une sur/ace de révolution un plan tangent parallèle à une 
droite donnée ^ et dont le point de contact se trouve sur un méridien connu. 

393. On résoudra encore directement ce problème, en appliquant au méridien 
donné par la question la méthode exposée n"* 3S6; car elle fera connaître immé- 
diatement le point de contact du plan tangent cherché, ce qui suffira pour con- 
struire ce plan. 

PROBLEME IV. Construire la courbe de contact dune surface quelconque du second 
degré , avec un cylindre circonscrit parallèlement à une droite donnée. 

5* tdiL 23 
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39&. En disposant les données de la question comme dans r<5pnre 85 relative 
au problème du n* 369, on substituera d'abord à l'ellipsoïde un cône circonscrit 
le long d'une section horizontale G'H'; puis, on mènera à ce cône T'G'H'tin plan 
langent parallèle à la droite donnée , au lieu de le faire passer par le point (V, V). 
On sait qu'à cet effet il faudra tirer par le sommet T' une parallèle à la droite 
assignée par la question , puis chercher le point de rencontre de cette parallèle 
avec le plan A''D" que l'on adoptera encore pour base du cône; et ce sera par ce 
point qu'il faudra mener des tangentes à l'ellipse ABDE. A cela près de cette mo- 
diQcation , les opérations graphiques seront les mêmes que dans le n" 369 déjà cité; 
c'est pourquoi nous laisserons au leclenr le soin d'exécuter les constructions , qui 
d'ailleurs seront applicables, d'une manière analogue, à toute autre surface du 
second degré. 

CHAPITRE IlL 

DES PLANS TANGENTS MENES PAR UNE DEDITE DONNIÎE. 

395. {Fig. 83.) Pour résoudre généralement ce problème par rapport à une 
surface quelconque S, qu'il faut supposer non dévehppable ^ puisque autrement la 
question serait impossible (n° 350), imaginons un cône circonscrit à S et dont le 
sommet V soit placé arbitrairement sur la droite donnée AB; puis déterminons, par 
quelqu'une des méthodes exposées précédemment, la courbe de contact X).Y de 
ce cône avec la surface S. Cotte courbe étant (n** 3ft9) le lieu des points de contact 
de tous les ptans tangents de S qui vont passer par le point V, elle contiendra néces- 
sairement le point de contact l du plan tangent mené par AVB; et si l'on construit 
de môme la courbe de contact X'Î.Y' d'un second cône circonscrit à S, et ayant 
aussi son sommet V sur AB, cette courbe devra encore passer par le point cher- 
ché X. Donc ce point sera fourni par Tintersection des deux lignes XX Y et X'XY'. 

Réciproquement, tout point X ou jui, qui sera commun à ces deux courbes, sa- 
tisfera aux conditions du problème, car, dès lors que le point fjt se trouve sur XY, 
le plan tangent de S en |ui passera par le point V; puis, à cause que ce point [x se 
trouve sur X'Y', ce môme plan tangent passera par V : d'où l'on doit conclure 
qu'il renfermera la droite donnée AB. 

396. On peut aussi combiner la courbe XX Y avec la ligne de contact xly dPun 
cylindre circonscrit à S, parallèlement à la droite AB. En eflfet, cette dernière ligne 
est le fieu des points de contact de tous les points tangents de 9 , qui sont parallèles 
rt AB (n** 378); et comme le plan cherché satisfait à cette condition, son point de 
contact X devra se trouver encore sur la courbe xlg. Réciproquement, pour tout 
point commun aux courbes xly et XXY, le plan tangent de S satisfera aux deux 
conditions suivantes : i* d'être parallèle à AB; a* de passer par le point V : donc 
ce plan renfermera bien la droite AVB. 
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397. On peut encore n'employer que lu seul cône YXY, circonscrit à la sur- 
face S; car, eu menant à ce cône un plan tangent par la droite AYB, on aura évi* 
demment une solution de la question. Au reste > quand les courbes xy, XY, X'Y' 
ne se rencontreront pas, le problème de mener im plan tangent à la surface S par 
la droite donnée x\B, deviendra impossible; et Ton sent bien à priori que cela doit 
arriver pour certaines positions de cette droite. 

398. RsMARQUEs. Lorsque la surface proposée S est du second degré, on sait 
(n^ 353) que toutes les courbes de contact XY, X'Y', X"Y",..., des cônes circon- 
scrits dont les sommets se trouvent sur AB sont planes; par conséquent, les plans 
de ces courbes ont alors pour intersection commune la corde }.^, qui réunit les 
points de contact des deux plans tangents menés par AB à la surface S. 11 est d'ail^ 
leurs facile de voir que cette corde est conjuguée avec le plan diamétral qui passe* 
rait par AB. 

399. En outre, quand la droite AB se trouvera située dans un plan principal 
de la surface S, que nous appellerons horizontal pour simplifier le langage, les 
plans des courbes XY, X'Y', X^'Y",..., qui sont (n°353) respectivement parallèles 
aux plans diamétraux conjugués avec les droites VO, V'O', V'O", seront tous ver-- 
ticauoi, et par suite les courbes XY, X'Y',.--.» se projetteront suivant des droites 
qui passeront toutes par le point où se projettera la corde X/x; puis, comme d'ail- 
leurs les cônes circonscrits à la surface S se projetteront eux-mômes suivant des 
couples de tangentes à la section principale, on peut en conclure ce théorème re- 
marquable de géométrie plane : Si l'on fait mouvoir sur une droite AB le sommet Y 
(fun angle variable XYY dont les côtés demeurent tangents à une courbe du second degrés 
les cordes qui joindront deux à deux les points de contact de ces tangentes con-espon- 
dantes se rencontreront toutes en un point unique y lequel sera situé sur le diamètre con- 
jugué avec la droite AB. Cette dernière circonstance résulte do ce que la corde X^ 
se trouvait dans le plan a^Xi/, qui est lui-môme (n'' 381) le plan diamétral conjugué 
avec AB. 

{iOO. En revenant au problème général qui fait Tobjet de ce chapitre , on voit 
que la solution exigera ordinairement le tracé des courbes de contact de deux 
cônes, ou bien d'un cône et d'un cylindre, circonscrits à la surface proposée S; 
mais , dans plusieurs cas, cette marche pourra être simplifiée par des considérations 
particulières que nous allons exposer sur divers exemples. 

PROBLÈME L Par une droite donnée , mener un plan tangent à une sphère. 

/MIL {Fig. 87.) Faisons passer nos deux plans de projection par le centre de la 
sphère donnée; alors les sections produites par ces plans,* et qui formeraient les 
contours apparents de la surface , se trouveront rabattues suivant un cercle unique 
EË'F'F, décrit du point avec le rayon môme de la sphère. Soit d'ailleurs 
(AB, A'B') la droite donnée; en io^aginant un cône circonscrit à la sphère, et 
dont le sommet soit en un point quelconque de cette droite, il suffira évidemment 
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de mener à ce cône un plan langent qni passe par (AB, B' A'), pour obtenir la so- 
lution du problème proposé; car ce plan renfermera une génératrice du cône cir- 
conscrit et une tangente à sa base, qui sont deux droites tangentes à la sphère; 
et dès lors il sera lui-même tangent à cette dernière surface. 

Choisissons pour sommet de ce cône circonscrit le point (A, A'), où la droite 
donnée vient percer le plan horizontal. Alors, en menant les tangentes AE et AF 
au grand cercle horizontal de la sphère, celle surface sera touchée par le cône 
EAF suivant un petit cercle perpendiculaire à la ligne AO (note du n^SSS);- par 
conséquent, ce petit cercle sera vertical et projeté sur son diamètre EF; puis, 
comme le plan vertical EF va rencontrer la droite donnée au point (R, R'), c'est 
de ce point qu'il faut (n* 123) mener des tangentes à la base du cône. A cet effet, 
je rabais le cercle vertical EF sur le plan 'horizontal , en le faisant tourner autour 
de son diamètre EF, et ce cercle devient ETF; mais, par suite de ce mouvement, 
le point (R, R'), dont la plus courte dislance à la charnière EF était la verticale 
(R,R'G) se transportera perpendiculairement à celte charnière, à une distance 
RR'' = R'G; donc les tangentes R"S et R"T feront connaître, en rabattement, les 
points de contact S et T des plans tangents demandés avec la base du cône , et aussi 
avec la sphère. A présent, pour ramener ces points. dans leur véritable position, 
je relève le système autour de la charnière EF, et, en abaissant sur cette ligne les 
perpendiculaires SX et Ta, j'obtiens les projections horizontales l et [i des points 
de contact cherchés. Quant aux projections verticales, j'observe que les points S 
et T, quand ils seront relevés, auront pour hauteurs au-dessus du plan horizontal 
les ordonnées SX et T^; donc, en prenant sur des perpendiculaires à la ligne de 
terre les distances IX' = SX, ¥^' = 1;;., on aura en6n (X, X') et (|u, (i!) pour les 
points de contact de la sphère avec les plans tangents menés par la droite ( AB, A'B'). 

ft02. Une fois les points de contact trouvés, il sera bien difficile d'obtenir les 
traces AO et XB', AY et YB' de chaque plan , puisqu'elles doivent passer par les 
points A et B', et se trouver respectivement perpendiculaires sur les projections 
des rayons menés aux points de contact. Cependant comme cette dernière condi- 
tion n'oflrira pas toujours, dans la pratique, toute la précision désirable, on pourra 
la remplacer par une droite qui unirait le point de contact avec un point arbitraire 
de (AB, A'B'), ou qui serait parallèle à cette dernière ligne. 

ft03. Deuxième méthode. {Fig. 87.) Outre le cône EAF déjà circonscrit à la 
sphère, imaginons-en un second pareillement circonscrit, et dont le sommet soit 
en (B, B'). Ce dernier touchera la sphère suivant un petit cercle perpendiculaire à 
la ligne B'O (n** 353,' note), et par conséquent perpendiculaire au plan vertical 
de projection dans lequel est située celte ligne; ainsi, en menant les tangentes 
B'E' et B'F', ce petit cercle de contact sera projeté verticalement sur E'F' qui en 
sera le diamètre. Or, d'après les considérations générales exposées au n* 395 , les 
cercles EF et E'F' doivent passer l'un cl l'autre par les points de contact de la 
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sphère avec les plans langenls menés par (AB, A'B') ; done ces deux points seront 
aux extrémités de la corde suivant laquelle se coupent ces deux cercles, corde 
qui a nécessairement pour projection horizontale la droite indéfinie EF, et pour 
projection verticale E'F'. 

Cela posé, rabattons cette corde avec un des deux cercles qui la contiennent, 
par exemple avec le cercle vertical EF, qui, en tournant autour de son diamètre 
horizontal, est déjà veuu se placer en ETF. Pendant ce mouvement, le point (K, K'), 
où la corde en question vient percer le plan horizontal, restera immobile, parce 
qu'il est sur la charnière EF. Un second point de cette corde, par exemple sa trace 
verticale (L, L'), décrira un arc de cercle dont le rayon sera la verticale L'L abais- 
sée de ce point sur la charnière; donc si, dans une direction perpendiculaire à EF, 
on porte la distance LL'' = LL', le point L" sera la position que prendra (L, L') 
après le rabattement de la corde, et cette dernière deviendra KL". Alors les points 
S et T, où cette droite coupera le petit cercle rabattu suivant ETF, seront les deux 
extrémités de la corde; et il n'y aura plus qu'à les ramener sur EF, par des per- 
pendiculaires SX et Tjn, puis enfin à projeter les points lei (i sur E'F', en )/ et |ut'. 

ftOù. Troisième méthode. ( Fi jr. 87.) Après avoir déterminé seulement les droites 
EF et ET', ad moyen des couples de tangentes menées à la sphère par les points 
A et B', et avoir observé que ce sont là les projections de la corde qui réunit les deux 
points de contact des plans tangents demandés, on peut éviter de tracer une nou- 
velle circonférence, en cherchant la rencontre de cette corde (EF, E'F') avec le 
grand cercle qui la contient. Le plan de ce dernier aura pour trace horizontale OK ; 
et, en le rabattant autour de cette droite, ce grand cercle se confondra avec le 
contour de la sphère. Quant à la corde (EF, E'F'), emportée par le même mou- 
vement, elle passera toujours par le point K qui, étant sur la charnière, demeure 
immobile; tandis que le point (L, L') de cette corde décrira un arc do cercle dont 
le rayon sera la perpendiculaire abaissée de ce point sur OK. Or, si l'on tire LM 
à angle droit sur OK, il est facile de voir que le rayon en question aboutira en M, 
et se trouvera l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés LM et LL'; 
si donc on construit ce triangle NLM, et que l'on prolonge LM d'une quantité 
M/" = MN, le point /" sera la position que prendra (L, L') après le rabattement 
de la corde, et, par conséquent, cette droite deviendra KT. Alors les points P et Q, 
où cette dernière ligne coupera le contour de la sphère, seront les points cherchés 
qu'il faudra ensuite ramener, par des perpendiculaires à la charnière OK, en X et |:x 
sur EF; puis, enfin, on projettera ces derniers points sur E'F' en X' et ijl. 

405. Quatrième méthode. {Fig. 88.) Dans cette méthode, qui deviendrait né- 
cessaire si les deux traces de la droite donnée étaient placées à des distances trop 
considérables, on regarde comme construits les deux plans tangents menés à la 
sphère par la droite (AB, A'B'); puis, en les coupant par nn plan conduit suivant 
les rayons qui aboutissent aux points de contact, il est clair qu'on aura pour sec- 
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lions deux droites tangentes au grand cercle contenu dans ce plan sécant , et que la 
connaissance de ces tangentes suffira pour déterminer les points de contact cher- 
chés. Or il est aisé de construire ces tangentes, parce que le plan sécant dont nous 
parlons, passant par deux rayons respectivement perpendiculaires aux. plans tan- 
gents, se trouvera lui-même perpendiculaire à ces deux-ci , et, par conséquent, il 
le sera à leur intersection (ÂB, A'B'); ainsi ses traces seront les droites OC et Oiy 
menées à angle droit sur AB et A'B^ D'ailleurs ce plan GOD' coupera la droite 
(AB, A'B') en un point (R, R') que l'on sait construire (n* 30) , et d'où il faudra 
mener des tangentes an grand cercle {*) suivant lequel la sphère est coupée par 
ce môme plan COiy. Pour cela , rabattons ce plan autour de sa trace horizontale 
OC : le grand cercle en question viendra se confondre avec le contour de la sphère; 
le point (R, R') décrira autour de la charnière OC un arc, dont le rayon sera la 
perpendiculaire (RC, KG) abaissée sur cette droite : donc, en construisant la vraie 
grandeur CH de ce rayon, et la rabattant de C eu R'^, ce dernier point sera la 
position nouvelle de (R, R') , et 1^ tangentes cherchées seront rabattues suivant 
R"PetR''Q. 

Maintenant, voyons ce que deviennent les points de contact P et Q, lorsqu'on 
ramène ces tangentes dans le plan COD^ La première, R'^P, rencontrait la char- 
nière OC en un point Y qui restera immobile; ainsi cette droite sera projetée 
horizontalement sur RY, et, par suite, sa projection verticale sur R'Y^ : donc, en 
ramenant, par une perpendiculaire à OC, le point P en X sur RY, puis en proje- 
tant X en X' sur R'Y^, on obtiendra la vraie situation du point de contact (X, X') 
du premier plan tangent à la sphère. 

Quant à la tangente rabattue suivant R'^Q, elle va couper ici la charnière OC à 
une distance trop considérable pour qu'on puisse tirer parti de ce point immobile. 
Mais pour y suppléer, j'observe que PQ représente le rabattement de la corde qui 
unirait les deux points de contact des plans tangents; et comme cette corde ren- 
contre la charnière OC au point (K, K'), elle a nécessairement pour projections 
KX et K'X'. Donc, en ramenant, par une perpendiculaire à OC, le point Q en |x 
sur KX, puis projetant fi en yi sur K'X\ on obtiendra le point de contact (^^ i^) 
du second plan tangent à la sphère. On pourrait d'ailleurs s'appuyer aussi sur 
cette considération , que la corde (Xf*, X'/) doit évidemment se trouver perpendi- 
culaire au plan AOB' qui passerait par le centre de la sphère et par la droite 
donnée (AB, A' B'). 

PROBLEME II. Par une droite donnée , mener un plan tangent à une surface de 
révolution dont le méridien quelconque est connu. 



{*) Ce grand cercle n'est autre chose que la courbe de contact de la ^Lère avec un cylindre cir- 
conscrit et parallèle à la droite ( AB, A'B') : de sorte que, pour tous les points de cette circonférence, 
les piaiM tangents de la splière sont parallèles à la droite donnée. 
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406. (Fig. 89.) Soient (0, l'Z') l'axe de révdution, (X'CTD', CD) le méii- 
dien principal de la SHrfaoe, et (AB, Â'B') la droite par laquelle il fani conduire le 
plan tangent demandé. Nous emploierons ici la méthode générale indiquée aux 
n" 395, 396 9 et conséquemment nous chercherons : 

r. La courbe de contact (XKYRL, X'K'Y'R'L') de la surface proposée avec un 
cône circonscrit dont le sommet (V, V) est pris à volonté sur la droite ( AB, A'B') ; 
cette courbe se construira par les moyens employés pour le problème du n** 356, 
et noas avons eu soin de conserver ici les mêmes lettres qui avaient servi dans 
répare 84 , relative à ce problème isolé : de sorte que les explications antérieures 
s'appliqueront littéralement à Tépure actuelle; 

2% La courbe dé contact {xtlyrj oéiVtjr') de la surface proposée avec un cylin- 
dre circonscrit parallèlement à (AB, A'B')^ laquelle courbe se construira aussi 
par les moyens employés pour résoudre le problème du n° 383 , sur Tépune 86 , 
dont les notations ont été conservées dans l'épure actuelle. 

Maintenant, examinons si ces deux courbes de contact se coupent quelque part, 
et, pour trouver leurs points de section, gardons-nous de combiner^ sur un même 
plan de projection, une branche p/etna ou visible, avec une branche pôncttiée ou 
invisible; car de telles branches, n'étant pas situées sur la môme nappe de la sur- 
face, ne sauraient se rencontrer. Nous voyons ici que les courbes se coupent en 
deux points (>., X') et (fjt, ^') , dont les projections horizontales et verticales doivent 
d'ailleurs, pour chacun d'eux, être placées sur une même perpendiculaire à la 
ligne de terre; alors, d'après les raisonnemeuts développés aux n*" 395 et 396, ce 
sont là les points de contact de la surface de révolution avec les plans tangents 
qui passeraient par ( AB , A'B'), et , une fois ces points connus , il sera bien facile de 
construire, par divers moyens, les traces de ces plans. Nous ferons seulement 
observer que les traces horizontales devront passer par le pied A de la droite, et 
être perpendiculaires aux projections OX et Ofji des normales relatives aux deux 
points de contact trouvés. 

ft07. Cas pcxriiculiers. Si la droite donnée -était verticale, il suffirait évidemment 
de mener par son pied deux tangentes à la projection horizontale de l'équateuf. 

Si cette droite était horizontale , 0(i mènerait un plan méridien qui lui fût per- 
pendiculaire, et^ du point où il la rencontrerait, on tirerait deux tangentes à la 
méridienne contenue dans ce plan ; opération fadie à exécuter, quand on aurait 
rabattu ce point et la méridienne en question sur le plan vertical , comme on Ta 
fait au n" 360 pour le point F' de l'épure 84. 

kOS. Deuxième méthod . Lorsque la surface de révolution sera du second degré ^ 
41 y aura beaucoup d'avantage à employer, comme au n^ 395, deux cônea cir- 
conscrits dont on placera les sommets aux deux points où la >droîte donnée ren- 
contrera le plan de l'équateur et le plan du méridien principal; parce qu'alors, 
d'après le théorème démontré n" 353, chacune des courbes de contact sera pi'O- 
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jetée suivant une droite sur un des doux plans de projection; et il n'y aura à con- 
struire dans toute Tépure qu'une seule courbe , ainsi que nous l'expliquerons en 
détail dans le problème analogue et plus général qui sera traité au n"" !|I7. 

IÏ09. Troisième méthode. En supposant encore que la surface de révolution soit 
du second degré y on pourra n'employer qu'un seul des deux cônes circonscrits dont 
nous venons de parler; car, comme la courbe de contact sera (n** 353) tout entière 
dans un plan perpendiculaire au plan horizontal (ou au plan vertical), il suffira 
de mener à cette courbe deux tangentes par le point où son plan rencontrera la 
droite donnée {*). D'ailleurs on a vu (n** 37l!i) combien il était facile de construire 
ces tangentes avec leurs points de contact, sans tracer la courbe du second degré 
en question, mais en connaissant seulement ses deux axes; or Tun de ceux-ci 
s'obtiendra immédiatement en menant par le sommet du cône circonscrit deux 
tangentes à l'équateur (ou au méridien principal), et le second axe s'en déduira 
d'une manière bien facile à imaginer (voyez, n* !|18). 

Nous engageons le lecteur à appliquer celte méthode à un ellipsoïde de révo- 
lution; mais ici, pour varier les exemples, nous allons en faire l'application à un 
hyperbolOïde gauche de révolution , défini par sa génératrice rectiligne , et non 
par sa méridienne. 

PROBLÈME m. Par une droite donnée ^ mener un plan tangent à un hyperboltnde 
gauclie de révolution. 

410. Soient (0, O'O") l'axe vertical de la surface, et (ADB, A'D'A") (Jig. 90) la 
droite mobile qui, en tournant autour de cet axe, engendre (n* IftO) l'hyperbo- 
loïde que nous supposons terminé aux deux sections horizontales A'B' et A"W\ 
également éloignées du cercle de gorge. Nous n'exécuterons pas la représentation 
de la surface sur le plan vertical, puisque cela conduirait à tracer l'hyperbole 
méridienne dont nous voulons éviter l'emploi; mais sur le plan horizontal, nous 
regarderons la surface comme réellement projetée, et en conséquence nous ponctue- 
rons les parties de lignes principales qui seront au-dessous de la nappe supérieure, 

411. Maintenant, soit («g, a&) la droite par laquelle il s'agit de mener un 
plan tangent; si du point (V, Y^), où elle perce le pian horizontal du cercle de 
gorge , on imagine un cône circonscrit dont deux des arêtes seront évidemment 
les tangentes VX et VY, ce cône touchera l'hyperboloïde suivant une courbe située 
tout entière (n'353) dans le plan vertical XY, et qui, par conséquent, sera une 
hyperbole ayant pour axe réel la corde XY. Donc , en menant deux tangentes à 
cette courbe par le point (R, R') , où son plan va couper la droite («VS, «' V'6'), 
on obtiendra les points de contact des plans tangents à l'hyperboloïde. 

&12. Pour construire ces tangentes, il faut d'abord faire tourner autour de 
l'axe (0, 0'O'') le plan vertical XY, jusqu'à ce qu'il prenne la position xy^ parai- 

(*) Cette marche est analogue à celle nui nous a servi pour la sphère, au n** 401 . 
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lèle au inéridien principal , et alors le point ( R, R^ ) se transportera en (r, r^ ). Dans 
cette situation I Thyperbole contenue dans le plan vertical xy est semblable à.l» 
méridienne principale de la surface, et a comme elle, pour projections de ses 
asymptotes y les droites A^D' et B'D'; de là , et au moyen de Taxe réel x't/f on dé- 
duit aisément les deux foyers f et vp. Cela posé, pour mener des tangentes à cette 
hyperbole par le point r' {*) , je décris un arc de cercle avec la distance r'9 pour 
rayon 9 et uq autre arc dont le centre soit en r^ et le rayon égal à x'y^; puis, en 
tirant la droite r^t par le milieu de Tare 77, j'obtiens Fune des tangentes cher- 
chées, et son point de contact t sera déterminé par sa* rencontre avec la droite «{7. 
De méni^3, Tautre tangente sera la droite r^m' menée par le milieu de Tare q^, et la 
ligne ^i prolongée déterminera le point de contact mf de cette seconde tangente. 

A présent, il ne reste plus qu'à projeter les points t et tn! en / et m sur xyy puis 
à ramener ces points dans le plan vertical primitif XY, en (X, }J) et (ji, (i). Ce 
sont là les points de contact de Thyperboloïde avec les deux plans tangents menés 
par la droite («6, a&); et leurs traces c(B,A, et c(A,B, sont faciles à construire 
avec ces seules données. 

ftlâ. Mais comme, dans Thyperboloïde gauche, nous savons que chaque plan 
tangent doit renfermer deux génératrices rectilignes de la surface, lesquelles se 
coupent au point de contact, on pourra mener par les points X et /x quatre tan- 
gentes au cercle de gorge, savoir XA,, XB,, ^aA,, {aB,, lesquelles fourniront, par 
leurs rencontres avec la trace horizontale de la surface, quatre points appartenant 
aux traces des plans tangents. D'ailleurs les deux génératrices XA, et^B,, faisant 
partie Tune du système (AD, A'D'), l'autre du système (BD, B'D'), iront néces- 
sairement se couper {u^'lUk) en un point qui devra évidemment se trouver sur la 
droite (aS, a!&)i et ce point (e, e') sera précisément celui ait cette droite perce 
V hyper boldide. Il y aurait aussi un second point de section qui serait fourni par la 
rencontre des génératrices XB, et /xA,. 

ftlft. Observation. Si le point (V, V), où la droite donnée («S, a S') perce le plan 
horizontal du cercle de gorge, se trouvait en dedans de ce cercle, on ne pourrait 
plus mener les tangentes VX, YY; et cela indiquerait que la courbe de contact de 
l'hyporboloïde avec le cône circonscrit qui a son sommet en (Y, Y') change de 
position , et devient une hyperbole dont ïaxe réel est vertical , et dont le plan est 
toujours perpendiculaire à Thorizontale YO. Dans ce cas, on mènerait du point 
( V, Y^) deux tangentes à la méridienne située dans le plan YO, et la corde com- 
prise entre leurs points de contact serait Taxe réel cherché ; ensuite , le reste des 
constructions s'effectuerait d'une manière analogue à ce qui a été fait dans le 
premier cas. 



(*; Vayez^ dans les Traités des sections coniques, la méthode des Anciens pour mener des tangentes 
à ces courbes, 

5* édit. • 24 
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4il5. iKfn» sùtudon, {Fiff. 90. ) Le5 remarques faites au Ti*!|f3 firanm^eiit tine 
méthode Fort simple et applicable à tontes ks positions de la droite donnée. En 
eflet y si y après atoir i^nstmit, par le procédé du n*" 28% , les ponrts^'înlersection 
ide la droite {«6, « €') avec Thyperboloïde^ on mène psfr Vnn d'enx («♦«') des tan- 
gentes €A,9 fB, an cercle de gorge ^ oes génératrices ^ combinées tôur^'Conr âtec 
(a6f a't'), détermineront imioédiatenient les deux plans tangents > demandés, qai 
auront pour Iraces horizontales 0e A, et «63. Qnant anx pointe de contact, ils^é- 
tont fownis par ies denx antres génératrices partant des points B, et A, ('^. 

ftl6. Il résulte de là qne^ si i a droite donnée ne conpait pas Itffpérbololde 
quelque part, il «erait impossible de mener par cette droite un plan tangent è la 
surface; oondition qui est évidente é priori , puisque tout plan tangent defvant ren«- 
fermer ici deux génératrices qui se coupent, il y en aura an moins une qui ren- 
contrera la droite («g, «^6') située par hypothèse dans ce^plan tangent. Seulenoenf , 
ce point de rencontre s'éloignera à l'infini , dans le cas tout particulier oà ces deux 
génératrices et la droite (ce€, a€f)'9^ trouveront paraRèlâs toutes trois; mais alors 
la position du plan tangent n'eu deviendra que plus faeile h assigner, puisqu'il 
eera évidemment (n* 280) tangent au cône asymptote. 

PROBLÈME IV. Par une drùite fkmnécj mener un fHan Hmgent à une snrfitce 
ttoctcoNQDB du ffecond degré. 

(if7. {Fig. 91.) Prenons pour exemple un elKpsdfde rapporté k deux plans de 
projection, dont chacun soit parallèle à un plan principal de la surrace; celle-ci 
aura pour contours apparents les ellipses prlndfKcdes {AS&E, A'D') et ( A'C'iyF, AD) 
qui ont chacune deux axes communs tfvec l'ellipsoïde. Boit d'ailleurs (RS, R'^S') 
la droite donnée; les points de confôtct des plans tangents menés par cette droite 
seront Tournis (n* 895) par les intersections des courbes de contact de deux cônes, 
circonscrits à TeHipsoïde , et aycu^t le^rs sommets situés où Ton voudra sur la 
droite donnée,- mais, pour simplifier la construMion de ces <îOurbes, plaçons les 
sommets de ces cônes aux points {V, V) et (r, v'), où la droite (RS, R'S') va ren- 
contrer les plans des deux ellipses principales qui se trenvent paraHèles aux plans 
de projectix>n. 

418. Alors, si Ton mène les tangentefe y à' €« V^3' à fellipse A'CD'F, les 
points u et 9' appartiendront évîdemtiient à la projection verticale -de la courbe de 
contact du cône -circonscrit (V, Y^); et cette XH>uri}e, qui est plane (n'^SSS), se 
trouvera projetée *vertJcatement sur la dt^oîte ed'. En effet, ooitfme le sommet 
(V, T) est situé dans un plan vertical VAD qui divise TeHipsoMe en deux parties 
exactement symétriques , il est cettain qfue les povals de la eouii^e de eontact doi- 
vent être, deux à deux, sur des cordes perpendiculaires à ce plan principal; donc 

(*) cae MQtkm seaibliMai^tecreapi^liqQde à rhsrperboloMeivnemippeet non de révolution. 
{Voyez n" Ô90.) 
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aussi le plan de la eonrbe ehercbée sera perpendicuraire an plan terlical YAD, et 
s^ projettera saWant la droite 0/^ qni récinil les deux points déjà tronVés. 

Parles mêmes raisons, la droite (a^, a'i') est nn axe de la courbe daa^respace, 
et elle continue à jouir de cette propriété eh projection horizontale, où elle fournît 
les deux sommets ce et 9. La direction ei>g du second axe se déduit aisément de là; 
mais, pour déterminer sa longueur, j'observe que ces deux axes sont proportion»- 
nels à ceux de la section faite, dans Tellipsolde , par un plan diamétral (Va', paral- 
lèle à la courbe de contact a* 9. Si donc on projette o^ en a, et que Ton tire 06 
parallèle à aB , on obtiendra la longueur »S du second axe cherché; et alors il sera 
bien facile de.tracer Tellipse aX^Y qui , d'ailleurs, devra passer par les pmits X 
et Y que Ton déduit de la section X^ et dans lesquels elle imeliera évidemment le 
contour ABDE sur le plan horizontal. 

U9. Maintenant, le deuxième cône circonscrit dont le sommet est en (^«V) 
touchera Tellipsoïde suivant une courbe plane qui, par des raisotis analogues à 
celles que nous avons citées plus haut, se trouvera projetée horizontalement sur 
la droite xy; puis, sans chercher la projection verticale de cette courbe, qui s^ob- 
tiendrait par des procédés semblables à ceux qui nous ont servi pour le premier 
cône, on peot tout de suite apercevoir les points de section X et fi des deux courbes 
de contact, sur le plan horizontal , et reporter ces points en }! et y! sur cîSf. Alors 
nous avons pour chaque plan tangwt demandé, son point de contact (X, ï!) ou 
(/x, fx'), et une droite (RS, R'S') par laquelle il doit passer; de sorte quMl est bien 
aisé de trouver ses traces par des constructions dont Tépure actuelle présente 
seulement les résultats. 

!i20. Atare méthode. ( Fig. 91. ) On peut résoudre le problème précédent avec le 
seul cône circonscrit dont le sommet est en (V, YO; car tout plan tangent à ce 
cône, qui sera mené par la droite (RV, R'V'), satisfera évidêtament à la question. 
On cherchera donc le point ( R', R) où cette droite est coupée par le plan de la base 
aJif; puis, on tirera du point R les tangentes RX, et RfA, à la courbe aYdX : et 
même, on doit observer qu'il est inutile de tracer Tellipse erYdX, et qu*avec les 
deux demi-axes t^x et cdo , on sait conslrnire les points de contact fji et X des tan-* 
gentes R/ut et RX , comme nous l'avons déjà fait dans les n"^ 37ft et Q|12. Ainsi , les 
points (X, XO et (jK, fA^ seront ceux dans lesquels Tellipsoïde sera touché par les 
plans tangents conduits suivant la droite ( RY, R' Y ) ; et , par conséquent , ces deuit 
plans se trouveront déterminés par une méthode qui aura Tavantage de n'employer 
que la ligm droite et le certh. 

CHAPITRE IV- 

0B8 PLANS TAMGBIITS PilUkLLÈLBS A. Ulf PLAN PONNÉ. 

421. Soft S fa surface à laquelle on propose de mener un plan tangent qui soit 
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parallèle à un plan donné P. Imaginons que, dans ce dernier, on trace deuii 
droites arbitraires A et B; puis, que l*on détermine, par les procédés indiqués 
au chapitre II, les courbes de contact X et Y de la surface S avec deux cylindres 
circonscnts, parallèles Tun à A et Taulre à B* Alors on sait (n* 378) que pour 
tons les points de la courbe X, les plans tangents de S se trouvent parallèles à A ; 
que pour tous ceux de la courbe Y, les plans tangents sont parallèles à B : donc« 
si les courbes X et Y se coupent, chaque intersection fournira un point pour le» 
quel le plan tangent de la surface S se trouvera parallèle à la fois aux deux droites 
A et B, et conséquemment il sera parallèle au plan donné P. 

(|22. Il est bon d'observer que le problème précédent revient à cçlui-ci : Mener 
à une surface S une normale qui soiî parallèle à une droite donnée D. En effet, si Ton 
construit un plan P perpendiculaiœ à la droite D, il suffira de trouver un plan 
tangent parallèle à P; et la normale relative au point de contact de ce plan tan • 
gent sera évidemment parallèle à la ligne D. Cette recherche est nécessaire pour 
obtenir le point brillant d'une surface, éclairée par des rayons de lumière que Ton 
regarde comme parallèles entre enx. 

{|23. Lorsque la surface S sera développable , le problème deviendra impossible 
en général , attendu que la condition d'être parallèle à une droite donnée suflit 
(n* 379) pour déterminer complètement le plan tangent d'une pareille surface, et 
qu'ainsi l'on ne saurait exiger que ce plan soit parallèle à la fois à deux droites A 
et B, ou au plan P qui les contient. , 

!i2&. Le mode de solution que nous avons indiqué au n*" (|21 est général , mais 
il entraînera souvent dans des opérations graphiques fort compliquées; c'est pour* 
quoi il faudra chercher, dans chaque surface , à profiter des propriétés particu- 
lières qui pourront simplifier la solution , comme nous allons l'indiquer sur quel-* 
ques exemples. 

i"". Si la surface proposée est de révolution, auquel cas chaque plan tangent est 
perpendiculaire au plan méridien correspondant, on commencera par mener un 
plan méridien perpendiculaire au plan donné P, et qui coupera ce dernier suivant 
une droite que j'appelle d; alors, en tirant à la section méridienne ainsi obtenue 
une tangente parallèle à d, son point de contact sera évidemment celui d'un plan 
tangent qui se trouvera parallèle à P. Celle marche sera d'une application fort aisée 
pour une sphère, un ellipsoïde, un tore, etc. 

:i\ S'il s'agit d'un hyperboloîde de révolution à une nappe, lequel admet 
(n* I&6) deux systèmes de génératrices reclilignes respectivement parallèles aux 
arêtes du cône asymptotique , on coupera ce cône par un plan mené du sommet, 
parallèlement à P. Ce plan sécant fournira deux arêtes « et a^ parallèles à P, et 
l'on en déduira aisément les quatre génératrices correspondantes de l'hypcrbo- 
loïde, savoir, A et B parallèles à a, puis A' et B' parallèles à ». Alors, en combi- 
nant les génératrices A et B', on obtiendra un plan évidemment parallèle à P, et 
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qui touchera i'hyperboloïde daas le point où ces deux droites se coupent; puis, 
on en trouvera un second qui remplira les mêmes conditions, en combinant en- 
semble les génératrices A^ et B qui se coupent pareillement. 

La môme méthode s'appliquera à un^ hyperboloïde à une nappe et non de révo- 
lution , attendu que cette surface admet aussi , comme nous le verrons au livre VII , 
deux systèmes de génératrices rectilignes parallèles aux arêtes d'un cône asymp- 
totique (voyez n* 581 ). 

CHAPITRE V. 

DBS PLANS TAN6BNT8 A PLUSIEURS SURFACES A LA FOIS, 

!i25. Trouver un plan qui touche en même temps deux surjaces données S et T. 

Pour résoudre ce problème d'une manière générale, et quels que soient les plans 
de projection adoptés, menons dans l'espace un plan arbitraire?; puis, cherchons 
la courbe de contact X de la surface S avec un cylindre circonscrit et perpendicu* 
iaire au plan P, question qui rentre dans celle du n"" 377, puisque les arêtes de ce 
cylindre devront être parallèles à une droite connue, savoir la perpendiculaire au 
plan P. Déterminons de même la courbe analogue Y pour la surface T, et cou* 
struisons les projections j? et y de ces deux lignes sur le plan P : alors, en menant 
une tangente commune aux deux courbes a: et t(, ce sera la trace d'un plan tt per- 
pendiculaire à P, et qui, touchant évidemment les deux cylindres, sera nécessai- 
rement tangent aux surfaces S et T. On obtiendra donc ainsi une solution du pro- 
blème proposé; mais il y en aura une infinité d'autres ir^ 7t\...^ que Ton trouvera 
en répétant des constructions analogues pour divers plans P', F\.«., choisis dans 
des directions différentes. 

!|26. On peut lier entre elles toutes ces solutions, en construisant la surface dé- 
veloppaùle qui est circonscrite à la fois aux deux surfaces S et T. Pour cela , imaginons 
que les points de contact m et n des courbes x et j/ avec leur tangente commune 
sur le pljan P, ont été projetés sur les courbes X et Y en M et N; ce seront là les 
points dans lesquels le plan ir touche les deux surfaces S et T ; et si Ton construit 
semblablement les points de contact M' et N', M^' et N'^..., des plans i:\ tt^,..., la 
suite des droites MN, M!H\ M"W\...f formera une surface 2 qui touchera évi* 
demment S et T le long des courbes MM'M"..., et NN'N"...; mais j'ajoute que 
cette surface S sera dévehppable. En effet, si les points M et M' sont pris infini- 
ment veîsins , le plan tangent ?r renfermera les éléments linéaires MM^ et NN', et 
dès lors les deux génératrices MN et M'N' seront bien situées dans un même plan» 
ce qui est le caractère distinctif des surfaces développables (n* 179). D'ailleurs, 
on peut regarder les droites infiniment voisines MN, M'N', M'^N^..., comme les 
intersections consécutives des plans it, nS ii^'*m on bien cooune l'enveloppe de 
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llespace parcoaru par le plan t lorsqu'il roirie suc les sttrâiMSF S et T^ aa demea* 
ranl tangent à Tune et à Tautre^ ainai que uous i'avofts exf^ué au n"^ 183L 
et 18!i. 

Cela poséi quand la snrface 2 sera construite ^ tous les plana tangents qu'on lui 
mèoaera, (ouch^ont paratlètemenl S et I, et fourniiroati les div^Bea solations du 
problème primitir. 

(|27. La surface développable 1 circonscrite aux surfaces &cfc T,i est nécessaire 
à considérer dans la théorie des ombres; et elle présente ordinairement deux nappes 
distinctes, lesquelles proviennent de ce que les courbes a; et t/ du n** 425 peuvent 
admettre une tangente commune extérieure, et une autre intérieure. Au surplus, 
ces généralités seront cclaircies par l'exemple fort simple des deux sphères que 
nous considérerons au n' ft37. 

!|28. Lorsqu'une des deux surfaces proposées^ par exenplai S» est etie-mâme 
développable y le problème de leur mener un plan langent cornsMin n'est pas en 
général iraposaible; mais il n'admet plos une infinité de solutions, comme on doit 
le sentir en faisant rouler un plaa tangent sur la surfaee S jusqu'à ce qu'il ren- 
contre T. D'ailleurs, dans Thypotlièse actuelle, la oonrbe x relative au plan P 
(n*" {|2&) se réduirait à une ou plusieurs lignes droites, auxquelles il ne serait plus 
possible de mener une tangente commune avec la courbe y; à moins que l'une de 
ces droites ne se trouvât d'elle-même tangente à cette courbe y, ce qui ne pourrait 
arriver que pow un certain nombre des ptans P, F, P'',... i de sorte que le pro- 
blème deviendrait déterminé, et la surface 2 se réduirait alors à un ou à plusieurs 
plans* Nous en verrons un exemple dans lo vf &3&. 

ft29. Enfin, le problème n'adUnettrait en général aucune solution, si les sur- 
faces données S et T étaient toutes deux développables, puisque les courbes x et y 
du n"* !|25, devenant alors l'une et Tautre des lignes dcoites, sur tous les plana 
P, F, F',.,., il ne serait plus possible de leur mener une tangente commune. 

{|30. Lorsque les surfaces S et T ne sont développables ni Tune ni l'autre, on 
peut rendre détermiifé le problème de leur mener un ^an tangent commun, en as- 
signant un point extérieur Y par lequel devra passer le plan demandé. En effet, 
cela reviendra à conduire par ce pcnnt V un plan tangent à la surface dévelop- 
pable 2, qui est circonscrite (n** !i26) aux snrfaces S et T, et cette dernière ques- 
tion n'est susceptible que d'un nombre limité de solutions, comme nous Tavons 
vu n"^ 3b9 et 350. Pour to obtenir, il faudra généralement constn^ire la section 
faite dans la surfine 2 par un iflan quelconque mené du point Y, puis tirer par co 
pointdestangisntea à cette section; alocscbacnnedocea tangentes» jointnàln géné- 
ratrice ractiligae qui passe par son pohtf de contact, déieminera un plan tangent 
à la surface 2» el, par suite^ aux deux surface» primitifes &et T. On trouvera un 
exemple da ce genre au n* ftâ7. 

ftajL Trouver un plan qui touche eamime teBiputniê murfaceuémnée$ S,. T, U. 
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Vk ttiarrcbe générait pour résoudre beprablèaie consiste à imaginer mie surfece 
dév«ete|)piiMe 2 oirconscrite à Scftà T, piris qk «ntre £, circonecritoàlS et à U. 
Alors, len oonstnrisaA (^^ fli96) les cowbes de contact MM^«. et M.M'^... de *Gtfe 
demc sarfeces 2*et'£;,:a^^e&'S^ cbaifoe^povât pi, oà se rencontreront ces courbes, sera, 
tel j que le plan tmgetti nde S toaehera ét^dëmiDent les snrfaces 2 et 2, à lafoi^, 
et, par suite, ce pAaii «oodien'a aussi les sorfaces T et U. <je sera donc une solution 
lin ^prc^blème; mats OMmna les opérations grapMq^œ seront ordinaireoient fbit 
compliquées, nous vmlb bornerows à en oîtar wà exein^e où tes constractwM 
deviennent ivès-^mnpiœ (viiyez n'ftM 

Observons que, quoique nous ayom (ttt (n* &&9) qn'on M pouvait pas généra^ 
lemeot 'laeBer un fftna tangent «onmiuQ à <de>ax «atfàoes développables , ta ffboee 
devient impossible, parce que les deux surfaces 2 et 1^ offrent ceJa de^at^iculief, 
qu'elles ^oiit<»rconscriteB à la même surface S. 

632. Si une <mi plusieurs des trois sfurfaces données étaient ëévehppahleHy le 
prùblème sera<it généralement impossible, ëd effet, si S est développaible , les sur- 
faces S et 2, du nanéro préoédent se réduiront à des mrfaces pkmes (n* A18),, 
auxquelles^ ne sera plus possible de neoer un pllaa tangent commun; à moitiis 
que, par des 'oirconetantoes toutes particulière, deux de ces -sut^Aices ]4anes ne 
viennent à coïncider complètement, '*' 

43*. On ne «sîswpail proposer de trouver un plan qui touche à la fois '^tfatre 
surfaces S, T, (J, Y, ou un pte grand nombre. Car, en imaginant les trois surfaces 
développables E, 2,, 2,, oirconscntes aux groapes &et T, S et U, S et V,.il n'ari*- 
vera pas, en général, que 4es trois courbes suivant lesquelles la surface S "seràl^tt- 
chée par 2, 2, , Sj , viennent se couper toutes en un mènie poinft u , circonstance 
qui serait cependant nécessaire pour que le plati tangetft de S en |ui touchât >h 
mémo temps 2 , 2, , E3 , et , par suite , les autres «urfeces proposées T, U, V. 

PROBLÈME î. Conéirtare un phn-qui' ttmche^ à ia fins y une sphère et vn cône de 
révolmian (*). 

&%. (Fiff. 92.) Faisons passer îes deux plans de pticjection par le centre db 
la sphère donnée ^i a pour rayon OÂ, et drrîgeonë le ptan horizontal perpenUi-- 
culairement à Taxe 4u cône qui aura pour sommet (S, S'), et pfwir base le cértrte 
du rayon SB. Le problème *de mener un plan tangent commun à ces deux surfaces 
sera déterminé (li** 428), parce qu^ci Tune d'elles ^st développable; et, pour le 
résoudre pins snnpleineat 'qne par la méAode générale, supposons que PQR' soît 
le plan cherché, il touche !e cône suivant une arête située dans un plan méridien 
SM, perpenétculaife à PQ; de sorte que la distance de ce plan tangent au pied 
(S, !") de r axe est me drotte égale à TG , et silnèe dans Se plan tnéridîen^li : m6& 
SI je trafHsporte teplan PQR' paraHèdementà taiHQiéaé , j«6qu*à ce qn^l pafiâe p» 

(*) Ce problème est tiré de la Géométrie descriptive de M. Lefébure de Poorcy. 
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le centre de la sphère, il se sera rapproché da point (S, T) d'une quantité égale 
an rayon OA; et alors il deviendra tangent à un autre cône droit dont la généra- 
trice T'F', parallèle à &W, en sera éloignée de la distance OA. Or ce dernier cône 
est facile à construire, ainsi que son plan tangent conduit par le point 0; donc, 
ensuite, il suffira de mener au cône primitif un plan tangent parallèle à celui-ci. 

D'après ces considérations, on prendra sur la perpendiculaire l'G un intervalle 
GH=0A; puis, en tirant par le point H la droite T'F parallèle à S'B', on déter- 
minera le cercle SF auquel on mènera, du point 0, les deux tangentes ON et OL. 
Alors, en conduisant au cercle SB deux tangentes PQ et XY parallèles aux précé- 
dentes, on aura les traces horizontales de deux plans PQR' et XYZ', qui toucheront 
exiérieuremeni les deux surfaces données : les traces verticales de ces plans sont 
bien faciles à trouver. 

&35. Il existe aussi des plans qui touchent ces surfaces intériewremeni^ c'est-à- 
dire en laissant Tune d'un côté, et l'autre du côté opposé. Pour les trouver, on 
verra sans peine qu'il faut augmenter la distance TG, d'une quantité GA = OA; 
puis, tirer parallèlement à S'B' la droite i'/', qui déterminera le cercle S/ auquel 
on mènera les tangentes On et 0/. Alors, en conduisant au cercle SB deux tan- 
gentes Tpq et xy parallèles aux précédentes, ce seront les traces horizontales des 
deux plans tangents intérieurs. 

/||36. Si l'on veut trouver pour un de ces quatre plans, par exemple PQR\ son 
point de contact avec la sphère, on coupera cette surface par un plan OD perpen- 
diculaire à PQ; et, après avoir rabattu la section sur le grand cercle horizontal, 
on tirera la tangente D9 dont le point de contact 0, ramené en |x, fournira la pro- 
jection horizontale du point où la sphère est touchée par le plan PQR^ 1^ projec- 
tion verticale ^' se déduira aisément de là. 

PROBLÈME II. Par un point donnée mener un plan tangent à deux sphères. 

hSn. {Fig. 93.) Adoptons pour plan horizontal celui qui passe par les centres 
et 0' des deux sphères par le point donné A^ Alors, sans recourir à un second 
plan de projection , nous pourrons mener aux deux grands cercles horizontaux la 
tangente commune MNA, qui, en tournant autour de 00^ A, engendrera une sur- 
face conique évidemment circonscrite aux deux sphères données. Ce cône AMP est 
ce que devient ici la surface développable 2 du n^ /i26, car il est bien V enveloppe 
de toutes les positions que prendrait le plan vertical MNA, tangent aux deux 
sphères, en roulant sur ces deux surfaces à la fois. Ainsi, puisque tout plan tangent 
à ce cône touchera les deux sphères, et que la réciproque est pareillement vraie, 
le problème primitif se réduit à mener du point donné A" un plan tangent au cône 
AMP« Pour cela , on sait qu'il faut tirer la droite AA^, et du point où elle ira percer 
le plan du cercle vertical MP, base du cône, tirer à ce cercle deux tangentes; opé- 
ration qui s'effectuera aisément, en rabattant le cercle MP autour de son diamètre, 
comme on Ta vu au n' 401. 
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43S. 11 est plus simple de remarquer que le problème primitif se réduit à mener 
par la drmle ÂÂ'^ tin plan tangent à la sphère 0; car ce plan touchera évidemment 
le cène AMP, et, par suite, la sphère 0' que ce cône circonscrit. Or, d'après ce qui 
a été dit au n*" &03, il suffit de tracer le nouveau cône A'^M'^P'^, circonscrit pareil- 
lement à la sphère 0, et Tintersection des deux cercles verticaux MP et M'^P fera 
connaître immédiatement la projection horizontale fx du point de contact de la 
sphère avec le plan tangent demandé. La seconde projection de ce point, sur un 
plan vertical choisi k volonté, s'obtiendra aisément en rabattant le cercle MP au- 
tour de son diamètre , et par là la position du plan tangent sera complètement dé- 
terminée; mais nous laisserons au lecteur le soin d'effectuer ces opérations très- 
simples, qui conduiront évidemment à deux plans tangents extérieurs. 

&39. On peut trouver deux autres plans tangents intérieurs ^ en considérant le 
cône amp décrit par la tangente man commune aux deux grands cercles horizon- 
taux, mais placée entre ces circonférences. Alors, par des considérations analogues 
aux précédentes, on verra qu'il suffit de mener par le point k" un plan tangent au 
cône amp; ou bien de mener par la droite aM' un plan tangent à la sphère 0; de sorte 
que le point de contact 7. sera donné par Tintersection des deux cercles M"P" et mp. 

2|(kO. Il n'est pas besoin d'avertir que les quatre solutions précédentes se rédui- 
ront à deux, ou n'existeront pas du tout, suivant la position qu'aura le point 
donné A'' par rapport aux deux sphères, ou par rapport aux cônes circonscrits 
extérieur et intérieur. En outre, l'un de ces cônes ou tous les deux disparaîtront, si 
les sphères données se coupent, ou bien si l'une enveloppe l'autre. 

PROBLÈME XIL Trouver un plan qui soit tangent à trois sphères données. 

b^l. {Fig. 93.) Adoptons encore pour le plan horizontal celui qui passe par 
les centres 0, 0', O'' des trois sphères données; puis, remarquons que les surfaces 
développables 2 et 2, (n** ^31), qui doivent être circonscrites aux sphères et 0', 
et 0'', deviennent ici les deux cônes AMP et k"WV. Alors, en traçant leurs 
courbes de contact avec la sphère 0, lesquelles se réduisent aux deux cercles ver- 
ticaux MP et WV\ les deux points de section qui sont projetés en |x, seront ceux 
oit les plans tangents de la sphère toucheront à la fois le cône AMP et le cône 
^// j^//p^/. pg^ conséquent, ces deux plan9 seront aussi tangents aux sphères 0' et 0"j 
ci ils les toucheront, extérieurement. 

lik%* Mais comme il existe deux autres cônes circonscrits intérieurement aux. 
f^roupes des sphères et 0^ et 0^, lesquels peuvent être combinés d'une ma- 
nière analogue, soit entre eux, soit avec les cônes extérieurs, il en résultera géné- 
ralement huU solutions pour ]e problème proposé , savoir : 

Deux plans tangents extérieurs fournis par les côneB AMP et A'^M'^P^, et dont les 
points de contact avec la sphère sont projetés en |x; 

Deux plans tangents intérieurs fournis par les cônes AMP et a"m"f; les points 
de contact avec la sphère sont projetés en v; 

5* édit. 25 
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Deux pTans tangents intérieurs fournis par les c6nes amp et A*WF'; leurs points 
de cofftact sont projetés en X; • 

Enfin^ deax plans tangents intérieurs fournis par les cônes amp^ ffm^pfj et dont 
les points de contact sont projetés en tt. 

ftftS. Il est facile d'apercevoir que ces hait plans tangents se réduiront à quatre ^ 
si deux des sphères se coupent : quand une d'elles rencontrera les deux autres , 
ii y aura au plus deux plans tangents communs ; et il n*en existera aucun, lorsqu'une 
des trois sphères sera enveloppée par une autre. Mais, outre ces cas particuliers, 
ïa question sera impossible toutes les fois que les quatre ccicles de contact MP, 
M^P'', mp^ m^p''^ ne se couperont pas; et le nombre de leurs pomts de section 
indiquera toujours le nombre de solutions qu'admettra le problème proposé. 

ftM. Nous n'avons point parlé des cônes N'A'Q' et n'a!q' <Jont chacun est cir- 
conscrit aux deux sphères & et O". Néanmoins, il est évident qtie tout plan tan- 
gent aux trois Bphères devra aussi toucher le cône A' ou le cône a'; de sorte que 
le système de ces deux surfaces coniques aurait pu être combiné, soit avec le 
système A et a , soit avec le système A'^ et o^, pour résoudre le problème proposé. 
En outre, puisque chaque plan tangent aux trois sphères touchera en même temps 
trois des cônes circonscrits, il passera par leurs sommets, lesquels se trouveront 
ainsi à la fois dans un plan tangent et dans le plan des trois centres des sphères; 
d'où Ton concfut que les sommets des trœs cônes touchés par un même plan seront 
toujours en Hgne droite. Aussi Ton voit dans notre épiïre, que les sommets des six 
cônes circonscrits aux sphères sont distribués trois à trois sur quatre droites A A'' A', 
Aa'«", A^aaj M a" a, dont la première renferme les trois sommets extérieurs j et cha- 
cune des autres, un sommet extérieur avec deux s&mmets intérieurs. 

465. De là on peut déduire un théoi*ème remarquable de la Géométrie plane, 
en se bornant à considérer seulement les génératrices des cônes et ks ^ands cer- 
cles des sphères, qui sont situés dans le plan des trois centres 0, Cf, O*'. En effet, 
comme les sommets de ces cônes sont évideinment les points de rencontre des 
cotrples de tangentes communes à deux de ces grands cercles, on en conclut que 
si, après avwr tracé trois œrdes quelconques dans tié même plaii, Oti m èn e tontes 
les tangentes qui peiivent toucher à la fois deux de ces eerdes , les six pàhus de ren- 
contre A et a, A' et a', A'' et a", déterminés par ehnqnè coupk de fanffemteSf seront 
placés trois à trais sur tfuaîre droites ^ dont une contiendra te* trois ypoints extérieurs, 
et chaeime des airtred tm point extérieur svecdtux points intérieurs. 

Gomme exemple d'un plan tangent commtni à plusieurs surfaces, ttOuseAerons 
encore le problème résolu an n* 67, et où il Vagtssaiit de trdurer tm plan qui f&t 
tangent d deux canes ayant môme sommet» 
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LIVRE VI. 

QUESTIONS DIVERSES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DB l'H^LIGB, et 0B t*HiUCOÎDB DéVBtOPPiJiE. 

Wi6- {Pig* 9^') L'HËLICE est une coarbe AMNCD... tracée sur an cylindre 
tinelconqne, et telle, que les ordonnées (dirigées suivant les génératrices) sont pro- 
poriionnelUs aux abscisses curmHgnes comptées sur la base â partir dun point fixe A ; 
pourvu qu'on entende ici par base du cylindre la section orthogonale faite par le 
point Â. C'est-à-dire qu'on doit avoir les relations 

^o=?^='ïl = -='. ou générale,.»., , = *., 
AF AQ Ad 

en désignant par s un arc quelconque de la base, et par z l'ordonnée qui aboutit 
à son extrémité (^}. Le nombre A-, qui exprime le rapport constant de l'ordonnée 
avec l'abscisse pour tous les points d'une même hélice, varie d'une hélice à une 
autre, car on en peut tracer une infinité sur le même cylindre; mais chacune est 
complètement déterminée , dès qu'on assigne le rapport k et le point A choisi pour 
origine des abscisses. D'ailleurs» il est évident que l'hélice coupera la base du 
cylindre t)récisément en ce point A, puisque, dans réquRtionz = i'«, Thypothèse 
^ = o donne aussi 2 = 0. 

^7. fLorsque la base du cylindre est une courbe fermée APBA, l'abscisse va- 
riable ÂP == « peut devenir égale au périmètre p de cette base; et alors on obtient 
un point D dans lequel l'hélice vient couper upe seconde fois l'arête AF. Or, 
comme cette circonstance se reproduira indéfiniment pour des abscisses égales à 
np^ 3p,..., il existera sur la génératrice AF une infinité de points o« l'hélice 
viendra la rencontrer, et qui seront à des hauteurs 

par conséquent, tous ces points seront dis^ants^les uns des autres d'une quantité h 
que l'on nomme le pas de rhélice. Lorsque ce pas est assigné directement, et que 
le périmètre de la base est connu, la constante k s'en déduit immédiatement, 
puisque, d'après la définition même de l'hélice (n"" (i!|6), ce nombre exprime le 

(*) Mo» «rcma doBBÉ prêoédevaentr(iK* 105) iiae antre 4ôfioltiott4e PhAic^rttBitooilsaUOf» 
faire voir tout à Plieure qu'elle s*accorde complètement avac la dôfiaitîon actuelle. 



Id6 nVAB VI. — QUESTIONS DIVERSES! 

rapport de l'ordonnée h avec l'abscisse correspondante p; ainsi, dans le cas où Fa 
base du cylindre sera un cercle du rayon R^ on aura 

448. De la tangente à C hélice. ( Fig. gS. ) Gomme cette courbe n'est pas donnée 
ici par l'intersection de deux surfaces, il faut recourir à des considérations parti- 
culières pour obtenir sa langente en un point quelconque M. Concevons le cylindre 
développé sur le plan qui touche cette surface tout le long de la génératrice PML; 
cctle ligne demeurera immobile, et la base ortliogomte ÂPB deviendra (n' 161) 
une droite A'PB', perpendiculaire à PL, tandis que les portions des autres généra- 
trices conserveront leurs mômes longueurs et leur parallélisme. Par conséquent, si 
l'on porte sur la transformée de la base les distances 

PA' = PA, PQ'=:PQ, PB'=PB,..., 

et que l'on élève les perpendiculaires 

Q'N' = QN, B'C' = BC,..., 

les divers points A', M, N', C',..., donneront la transfarmée de Phélice sur le déve- 
loppement du cylindre. Or il est aisé de prévoir que cette transformée A'MNX'... 
sera une ligne droite; car les ordonnées et les abscisses rectilignes de celte nouvelle 
ligne, ayant la même grandeur absolue que les ordonnées et les abscisses curvilignes 
de l'hélice, seront, comme ces dernières, dans un rapport constant; ce qui est le 
caractère exclusif de la ligne droite, pour des points situés dans un même plan. 

Cela posé, je dis que la droite A'MC^ est précisément la tangente au point M de 
l'hélice primitive AMC. En effet, cette droite est d'abord située dans le plan tan- 
gent du cylindre, qui contient un élément superficiel LPp/ de la surface; et comme 
cet élément est resté immobile pendant le développement de la surface, il en ré- 
sulte que l'élément linéaire Mm se trouve commun à la courbe AMC et à la droite 
A'MC; donc ces deux lignes sont bien tangentes Tune à Tautre. 

M9. D'après cela, pour obtenir dorénavant la tangente à Thélice, il suffira de 
construire, dans le plan tangent du cylindre, un triangle rectangle HPA' qui ait 
pour hauteur l'ordonnée MP du point de contact, et pour base une droite A'P 
é^aie à l'abscisse AP rectifiée; l'hypoténuse de ce triangle sera la tangente demandée. 
C'est ce que l'on peut exprimer d'une manière abrégée, en disant que la sous- 
tangente A'P est égale à tabscme curviligne AP du point de contact; car cette règle 
fera connaître le pied A^ de la tangente , et comme le point de contact M est connu, 
la position de la tangente sera complètement fixée. 

D'ailleurs, on voit que la tangente A'M, ainsi déterminée , aura la même longueur 
que Carc d'hélice AM; puisque l'une est la transformée de l'autre, d'après ce que 
nous avons dit au numéro précédent. 
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{^50. Observons ici que l'angle MA^P de la tangente avec le plan de la base du 
cylindre, sera donné par la formule 

. A/ MP MP . 
tangA=^ = ^ = ft; 

or, comme ce dernier rapport est constant pour tous les points d'une même hé- 
lice (n* &ft6), on en conclut que les diverses tangentes à cette courbe sont toutes 
également inclinées sur le plan de la base du cylindre y et, par suite, chacune de ces 
tangentes coupe ta génératrice du cylindre sous un angle constant A'MP; résultat qui 
montre que la définition donnée au n" 163 rentre dans celle du n"* &&6. 

fgbi.y {Fig. 940 Construisons maintenant les projections d*une hélice , en pre^ 
nant pour base du cylindre droit sur lequel celte courbe doit être tracée, un 
icrcle ABCD dont nous adoptons le plan pour plan horizontal de projection. Soient 
d'ailleurs (A, A^) l'origine, et A'A^' le pas de l'hélice; en partageant cet inter- 
valle A' A'' ou ÇyO'^ en un certain nombre de parties égales, par exemple seize y 
vX divisant la circonférence ABCD pareillement en seize parties égales AL, LM, 
MN,..., il suffira d'élever par ces points de division , des ordonnées verticales FL', 
y^M', R'N',..., respectivement égales à ^, ^, ^,... de l'intervalle 0'0\ pour 
obtenir divers points de la projection verticale A' L' M' NT' A"... de l'hélice deman- 
dée {*). Quant à la projection horizontale de cette courbe , c'est évidemment la 
base ABCD du cyliudre droit. 



(*) Cette projection est une sinusoïde; car, si on la rapporte à deux axes B'X',B'Z', dont l'ori- 
gine soit au point B', et que Ton compte les abscisses curvilignes de Thélice, sur la section circulaire 
faite dans le cylindi-e par le plan horizontal B'X', on aura, pour un point quelconque (E,E'), les 
mlations 

B'F' = sinBE, ^==A; 

uu bien, en comptant les sinus dans le cercle dont le rayon est Tunité, 

^ , s z à 
a; = R8in-, - = — =5 

(}t alors, pur rélimfnatlon de Tare f , on trouve 

x== Rsin (a^Y ) 

pour réquation de la projection de Tliéiice sur le plan des deux axes B' X' (si B'K'. En y Joignant Téqua- 
tion du cylindre 

X* + y" = R\ 

qui, combinée avec la précédente, conduit à 

on aura les ti'ols projections de l'hélice sur des plans rectangulaires dont Torigiae serait au point 
(0,B'). 
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J!|52. La tangente de Thélice en an poiat quelconque (M^ M') &' obtiendra en 
prenant sur ia tangente, au point M de la base, une longueur MT égale à l'arc MA 
rectifié (n** 449); alors le point (^T, T') sera le pied de la tangente cherchée, la- 
quelle aura pour projection MT et M'T'. 

453. D'après cela, on voit que si Ton construisait ainsi diverses tangentes à 
rbélice, les pieds de ces droites seraient tous situés sur une courbe ÂTGQL.., pooi- 
laquelle on aurait MT^MA, BG = BA, EH = ËA,...; par conséquent, cette 
courbe n'est autre chose que la développante du cercle ABCD (u"** 199, 201), et 
c'est aussi la trace horizontale de la surface, lieu des tangentes à Thélice, surface 
que Ton nomme Vhélicoïde développable ^ et sur laquelle nMs reviendrons tout à 
l'heure. 

454. ( Fig. 94.) Étmt donnée une hélice ( AMBCDA, A'M'C'A"C%.-)» mener à ceUe 
courbe une tangente qui soit parallèle à un plan donné D'VS. 

Rappelons-nous d'abord que toutes les tangentes à l'hélice font un angle con- 
stant avec la verticale (n"" 450) , et qu'ainsi elles sont respectivement parallèles aux 
génératrices d'un cône de révolution, dont l'are serait vertical, et dont le demi* 
angle au centre égalerait l'inclinaison commune des tangentes sur les arêtes du 
cylindre. Pour connaître cette inclinaison , je construis la tangente particulière au 
point (B, B'), parce qu'elle sera évidemment parallèle au plan vertical, et me 
fournira ainsi la vraie grandeur de l'angle cherché : je prends donc sur la tan- 
gente au cercle une longueur BC, égale à l'arc AB rectifié, et, projetant le point G 
en G' sur la ligne de terre, j'obtiens la tangente (BG, B'G') relative au point 
(B, B'). Alors, en lui menant par le point (0, B') une parallèle (Oj, B'G'), et 
faisant tourner cette dernière autour de la verticale 0, je forme le cône droit en 
question , lequel a pour base le cercle du rayon Og. Maintenant, je coupe ce cône 
par un plan parallèle à U'YS, et mené par le sommet (0, B') : on sait comment 
obtenir (n"" 23) la trace horizontale alS d'un pareil plan, qui donne, pour ses in- 
tersections avec le cône, les deux génératrices 0« et OS, parallèles au plan SVU'; 
par conséquent, les tangentes à l'hélice qui jouiront de cette dernière propriété, 
s'obtiendront sur le plan horizontal , en menant au cercle la tangente MT, pa- 
rallèle à a, et la tangente EH, parallèle à 06. De ta „ on conclura leurs projec* 
tiens verticales en prenant MT=MA et EH = EBA, ce qui fera connaître les 
pieds (T, T') et (H, H') des tangentes demandées, qui seront enfin (MT, M'T') et 
(Ëfl, E!U!). U y en aurait d'ailleurs une infinité dautres parallèles à celles-là, et 
relatives aux points M'^ et Ë'^ M'^^ et E'%..., des diverses spires de l'hélice indéfinie. 

Observons aussi que l'on pouvait mener, sur le plan horizontal, une^seconde 
tangente |uiO parallèle à 0«; mais cette droite, considérée comme la projection d'une 
tangente à l'hélice, aurait son pomt de contact en (|u, fx'); d'où l'on voit claire- 
ment que sa projection verticale ne serait plus parallèle à celle de la génératrice 
du cône projeté sur Oa : ainsi il faut rejeter la tangente f;.9. Une pareille ambiguïté 
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se présenterait pour la génératrice 05; nais elle se lèvera tt>ujo|ire, en exigeant 
qtte la tangente et la général rioe do cône soient parallèles snr les denx plans de 
projection à la fois. 

155. Si Ton demandait de mener à Thélice une kmtfente qui fât parallèle à une 
drohe donnée f le problème serait en général impossible, à nfoins que cette droite 
ne fît elle-même avec la verticale un angle égal à Tinclinaison commune de toutes 
les tangentes de Tliélice sur les arêtes du cylindre; mais si celle condition était 
remplie, alors il ne s'agirait que de mener au cercle ABCD une tangente parallèle 
h la projection horizontale de la droite donnée, et l'on en déduirait, comme cî- 
dessus, la projection verticale delà tangente à Thélice. 

Û56. {Fig, 96.) L'HÉLICOIDE dévehppable est la sorface engendrée par une 
droite mobile et indéfinie, qui glisse sur une'hélice, en loi demeurant constamment 
tangente. Nous appelons cet hélicoïde développable , tant pour le distinguer d'un 
autre hélicoïde qui est gauche et dont nous parlerons plus loin, que parce que la 
surface actuelle satisfait évidemment (n* 181) à la condition que deux génératrices 
infiniment voisines se trouvent dans un même plan. Pour représenter graphiqie- 
ment celte surface, on pourrait tracer d'abord l'hélice 

puis construire ses tangentes aux divers points (A, A'), (6,6'), (7, y')».-- ; mais il 
sera plus commode et plus exact de déterminer ces droites, en cherchant immé- 
diatement leurs traces sur le plan horizontal de prejection, et sur un autre plan 
horizontal a^A"l' élevé, au«-des8us du premier, d'ane quantité A'A^' égale au pas 
de rhélice; parce qu'alors la projection verticale de celte hélice sera formée direc- 
tement par les intersections successives de ces diverses génératrices, pourvu qu'elles 
soient assez multrpHées. Or, déjà nous savons (n*l!i58) que les traces horizontales 
de ces droites sont situées sur la développante de cercle ABCDEF..., que l'on 
construit en prenant sur les tangentes à la hase du cylindre les distances 

6B = 6A, yC=yA, dD = 3A,.... 

Ensuite, pour avoir leurs traces i&up le plan supérieur ^A^, j'observe que la droite 
inconnue ( Aa, AV), qui sera tangente à l'héiice au poiitf (A, A'), doit faire avec 
la verticale un angle détcmiaé (n* lilaû) par la reiation 

tang A^ AV =r p ou bien -—, = -^~ ; 

or, comme on a pris A'^A'rrift, il en résuHé que AV = 37rR, c'est-à-dire que Tin- 
tervalle inconnu A" a' ou Aa doit être égal à la circoniiftrence du rayon OA, ce 
qui permet de cou8truik*e immédiatement la première générblrtce (A«, AV) de 
^'hélicoïde. D'aHleurs^ dans les diverses posîfions que prendra cette droite radbile, 
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la portion comprise eulre les plans horizontaax L'A' et a' A" conservera w%e Ion-- 
gueur invariable ^ puisqu'elle aura toujours une inclinaison constante (n"" &50) sur 
ces plans parallèles; il en sera évidemment de même pour les projections horizon- 
tales de ces portions de génératrices, qui demeureront égales en longueur à Aa. 
Par conséquent y si, à partir de la développante inférieure ABCDEF..., on porte 
sur les tangentes du cercle les longueurs 

Ad, BA, Ce, Drf, Ee, F/,..., 

toutes égales à la circonférence OA rectifiée; puis, si Ton projette les divers points 
a^b^Cf dj e,..., sur le plan horizontal supérieur a' A'', en même temps que les 
extrémités inférieures A, B, C, D, E,..., sur la ligne de terre, on pourra construire 
immédiatement les projecftions verticales 

A'a', B'fr', Cc\ lyd', Ke\ F'/,.., 

des génératrices de Thélicoïde; et ces droites dessineront d'elles-mêmes, par leurs 
intersections consécutives, la projection de Thélice ou la courbe M&yHtXuh." à 
laquelle elles devaient être tangentes. 

^57. {Fig. 96.) La courbe abcdef...j qui est la projection horizontale de la 
trace de Thélicoïde sur le plan supérieur a' A'^, se trouve nécessairement une déve- 
loppante du cercle OA, symétrique de la première ABCDE.... En effet, puisque la 
droite Did par exemple, est égale à la circonférence totale, et que la partie Dd 
égale Tare Ad, il faut bien que le reste id soit égal à Tare SXttA; et de même te 
est égal à Tare eXirA. Ainsi la spirale abcdef, située dans le plan supérieur a' A'', 
viendra se terminer au point (A, A''), si Ton se borne, comme dans notre épure, 
à considérer une révolution unique de la génératrice mobile. 

458. D'après cela , on peut aisément construire en relief la surface que nous 
venons de décrire; car, en prenant deux plateaux sur lesquels on tracera les deux 
spirales ABGDEF..., abcdef...^ et en les maintenant dans une situation parallèle et 
symétrique, au moyen de tiges verticales, il sufiira de tendre des fils qui réunissent 
les points correspondants A et a, B et 6, C et c, D et d,...; et Tensemble de ces 
fils rectilignes représentera Thélicoïde développable, dont C arête de rebroussement 
(n* 178) sera rbélice figurée aussi par les intersections consécutives de ces mêmes 
fils. Si, d'ailleurs, on évide sur le plateau supérieur l'intérieur de la circonférence 
OA, on apercevra très-sensiblement cette hélice en forme d'arête saillante; ce qui 
justifiera bien aux yeux du spectateur la dénomination attribuée dans toutes les 
surfaces développables, à la courbe formée par les intersections des génératrices, 
laquelle partage la surface en deux nappes distinctes , mais réunies par un rebrom* 
sentent le long de CQtte courbe. 

/|59. (Ft^. 96.) Pour manifester ici cette circonstance, importante du rebrous- 
sement, construisons lai^ection faite dans l'hélicQïde par un plan horizontal quel* 
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conque X'Y', En projetant sur le plan inférieur les points de rencontre de X'Y' 
avec les projections verticales des génératrices, on obtiendra une spirale composée 
de deux branches XWX et XZY, placées l'une sur la nappe supérieure formée par les 
portions de génératrices situées au-dessus de leurs points de contact avecThélice, 
et l'autre sur la nappe inférieure; et je dis que cette spirale est aussi une dévelop- 
pante du cercle OA. En effet, si le plan X' Y' est mené, par exemple, par le milieu V 
de la hauteur A' A", il coupera toutes les génératrices en deux parties égales; de 
sorte que son point de section avec- la droite (Dd, D'd') sera tel, que DW égalera la 
demi-circonférence A3X. Mais, puisque déjà la partie D5 = Ao, il s'ensuivra que 
le reste 3W égalera Tare 5X; on trouvera de même que AX=A3X, et pZ=pX,... 
Donc la section XW).ZY^ est bien une développante du cercle OA, laquelle a pour 
origine la section X ; et la forme de cette spirale en ce point, manifeste clairement le 
rebroussement que présentent les deux nappes de la surface, lorsqu'elles s'appro- 
chent de l'hélice. 

û60. Voyons, maintenant, quelles seront les sections faites dans Thélicoïde par 
un cylindre FWZp, concentrique avec celui qui contient l'hélice primitive. Pour 
cela , prenons d'abord les points F, a, 9,..., où le cercle FWZp coupe les portions 
inférieures des génératrices sur le plan horizontal , et rapportons ces points sur les 
projections verticales des mêmes droites; ensuite, faisons la même opération pour 
les points Ç, yj , W,..., où les portions supérieures des génératrices sont rencontrées 
par le cylindre proposé , et nous obtiendrons les deux courbes 

(FaeZo), Fa'e'Z'o)') et (^rjWÇp, S'r/W'ç'p'). 

situées Tune sur la napp© inférieure de l'hélicoïde, l'autre sur la nappe supérieure , 
et qui seront aussi des hélices de même pas que l'hélice (AgyJ, A^&ySf). En effet, 
les portions de génératrices ((pF, cp'F'), (Xa, X'a), (ttS? tt'S'),..., sont toutes [de 
même longueur, puisqu'elles sont projetées sur des droites évidemment égales 
çpF=:Xa=7r9 ,..., et que leur inclinaison sur le plan horizontal est constante. Donc, 
lorsque la droite finie (9 F, (j/F) parcourra l'hélice donnée, en lui demeurant tan- 
gente par son extrémité mobile (9,9')» l'autre extrémité (F, F') s'élèvera de quan- 
tités égales aux différences de niveau des points (ç, 9), (X, X'), (tt, w ) ,...; or ces 
différences sont proportionnelles aux arcs 9X, çXtt,..., qui ont évidemment entre 
eux le même rapport que les arcs Fa, Fa9,...; par conséquent, ces derniers se 
trouveront eux-mêmes proportionnels aux ordonnées des points («, a'), (9, 9')v> 
et la courbe (Fa9, F'a 9') sera bien une hélice dont le pas égalera celui d^ l'hélice 
(Aêy, A' 6'/), puisqu'au bout d'une révolution, les deux points (F, F') et (cp, ç') 
auront monté de la môme quantité h. 

On démontrera la mêpie proposition, d'une manière analogue, pour la section 

&6I. (Fig. 96.) Il est bon d'observer ici, comme une conséquence immédiate 

5» édit. 26 
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(lo ce qui précède, que (|uan(l une droite mobile et indéfinie (F9/, Fç7) glisse sur 
une hélice (Ag;o..., A'é'y'o'), en lui demeurant lanj^^ente par un même point qui 
reste invariable sur la droite mobile, lout autre j)oint (F, F') de celle dernière 
ligne décrit aussi (n'' ft60) une hélice de même pas que la première. Mais si la ian- 
gcnte roulait sur Thélice , sans (jlisser, de lelle sorte que chaque élément de la droite 
vînt s'appliquer successivement sur les éléments de la courbe, alors un point quel- 
conque (F, F) de la droite mobile resterait toujours dans un même plan hori- 
zontal, et y décrirait (n** Ubi) une développante du cercle qui sert de base à Tliélice 
primitive. 

462. Le plan tanyeni pour un point quelconque (9, 9') de rhélicoïde est le même 
que dans tout autre point de la génératrice (P9p, F9>')» ainsi que nous l'avons 
démontré (n*» 177) pour toute surface développable; donc le plan demandé ren- 
fermera la tangente PV à la spirale ABCLP, et celte droite sera précisément la 
trace horizontale de ce plan tangent, lequel se trouve par là suffisamment déter- 
miné. Observons, d'ailleurs, que comme la ligne Pn, tangente à la développée A 6X71, 
est toujours normale ( n** 197 ) à la développante ABCLP, il s'ensuit que la trace VP 
du plan tangent se trouvera, perpendiculaire sur la génératrice (Ptt, Ftt'}, et 
qu'ainsi ce plan renfermera le rayon (Orr, 0'7r')du cylindre. D'où Ton peut con- 
clure que le plan tangent de Thélicoïde se trouve déterminé par la génératrice sur 
laquelle est le point donné, et par le rayon du cylindre qui aboutit au point de 
contact de cette génératrice avec l'arête de rebroussement. 

ft63. Il résulte évidemment de là que tous les plans tangents de l'hélicoïde font, 
avec le plan horizontal, un angle constant qui égale l'inclinaison de la tangente à 
l'hélice primitive. D'ailleurs, chaque plan tangent, tel que ttPV, contenant deux 
génératrices infiniment voisines qui sont des tangentes à l'hélice, n'est autre chose 
que le plan osculateur (n*' 177) de cette courbe; et, par suite, l'hélicoïde ost/'^n- 
veloppe de tous les plans osculateurs de son arête de rebroussemeat, comme cela 
arrive dans toute surface développable (n* 181). 

&6f|. D'après cela, le contour apparent de l'hélicoïde sur le plan vertical de 
projection est formé par les droites (L/, L'/') , (Aa , A'«'), (AU, A"U'), puisque, Te 
long de ces génératrices , le plan tangent se trouve perpendiculaire au plan vertical : 
seulement, une partie des deux dernières génératrices est recouverte par la pre- 
mière, et se trouve rendue invisible par cette circonstance. Quant au contour appa- 
rent sur le plan horizontal, ilest formé évidemment par l'hélice (A g/dX, k'oy^}!), 
quoique le long de cette courbe les plans tangents de l'hélicoïde ne soient pas 
verticaux^ ainsi que l'exigerait la règle générale du n° 106; mais c*est qu'ici la 
surface présente, pour limite des parties visibles, la circonstance particulière d'un 
rebroussement. On doit ajouter à ce contour les spirales ABCGQRS et abclpqrA, qui 
terminent la portion de surface que nous nous sommes borné à considérer ici, 
avec le soin d'omettre la partie de la première qui est recouverte par la seconde ; 
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et, d'après ces remarques, il sera aisé au lecteur de se rendre compte des parties 
pleines et ponctuées que présente notre épure. 

465. Développement de thélicQîde. {Fig. 96.) On pourrait l'effectuer ici, comme 
dans toute surface développable , en partageant une cowrtje plane ABCDGL, située 
sur la surface, en petits arcs sensiblement confondus avec leurs cordes; alors les 
secteurs élémentaires projetés sur DJyC, Ee5D, FcpeE,..,, pourront être regardés 
comme des triangles dont les côtés, connus par leurs projections, seront faciles à 
évaluer; de sorte q^ie, si l'on construit ees triangles sur un môme plan et à la suite 
les uns des autres , leur ensemble représentera le développement de la surface en 
question. Toutefois, il faut avouer que ce mode d'opérations donnerait lieu à des 
chances d'erreurs accumulées, qui disparaîtraient si l'on connaissait d'avance la 
forme que doit prendre , sur le développement , une certaine courbe donnée sur la 
surface primitive ; et c'est ainsi que nous en avons usé pour les cylindres et les 
cônes, dans les n^ 243 et 251. 

466. Or, dans l'hélicoïde développable, il arrive que toutes les hélices ont pour 
transformées y sur le développement, descerdes concentriques. En effet, si nous con- 
cevons l'hélice arête de rebroussement (Agyâ..., A'6'y'3'...)> comme partagée en 
éléments égaux projetés sur A6, 67, yS , . . . , il est facile d'apercevoir que tous les angles 
de contingence sont égaux entte eux dans cette ligne à double courbure; car celui qui 
est projeté sur D3C, étant combiné avec la verticale 3, formera un angle trièdre 
dans lequel deux faces et l'angle dièdre compris resteront les mêmes pour tous les 
points de l'hélice. Mais ces angles de contingence, qui changent ordinairement de 
grandeur pour une courbe quelconque tracée sur une surface que l'on développe, 
demeurent invariables quand il s'agit de l'arête de rebroussement (n** 179, noie) : 
donc l'hélice (A gyj.,., A'S'y^y...) se transformera dans une courbe plane, dont 
les angles de contingence seront égaux entre eux , pour des arcs de même lon- 
gueur; par conséquente, cette transformée aura une courbe uniforme (n** 198), et 
dès lors elle sera un cercle. 

Maintenant, pour une autre hélice (FaOZco, F'a'S'Z'w') située sur le même héli- 
coïde, on obtiendra sa transformée en traçant, sur le développement, des tangentes 
au cerclo dans lequel sera changée l'hélice (ASy..., A' S'y'...), et en prenant ces 
tangentes égales aux portions de génératrices (q,F, çF'), (Xa, X'a ), (jrO, 7r'0'),... 
Or, comme ces dernières droites ont toutes la même longueur (n°&60), il arrivera 
évidemment que leurs extrémités aboutiront sur une circonférence concentrique 
avec la précédente : donc , etc. 

467. (Fig. 96.) Pour faire servir cette propriété des liélices au développement 
de rhélîcôïde sur un de ses plans tangents, nous choisirons le plan LL'V qui est 
perpendiculaire au plan vertical, et qui renferme les deux droites (U, L'À')^ 
{i\foiy L'cz'), tangentes aux deux hélices projetées sur A6X et F<?9, Or, comme ces 
droites devront se retrouver tangentes aux deux cercles dans ledquetls C€6 Jhélîoes ee 
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transformeroul, il n'y aura qu'à rabattre ce plan autour de LL', avec les deux tan- 
gentes en question, qui deviendront évidemment LX"et ij;a"; puis, élever sur ces 
dernières lignes les perpendiculaires V'O" et a"0", qui détermineront le centre 0" 
et les rayons de ces deux transformées circulaires. 

Cela posé , sur la fig. 97, et avec un rayon 0, \ égal à la droite 0")/' de la fig. 96, 
je décris une circonférence sur laquelle il faudra marquer des arcs qui aient la 
même longueur que les arcs d'hélice projetés sur AS, gy, yj,... Or, puisque la 
demi-spire (A gyX, A'6'/X') est égale en longueur (n^'ftiO) à sa tangente (LX, L'//), 
nous tracerons la tangente \ L, , égale à X'L', et, après avoir divisé cette droite >, L, 
on huit parties égales, nous les reporterons sur la circonférence depuis \ jus- 
qu'en A, et A,; alors l'arc de cercle A^X, A, sera la transformée de la spire entière 
(ASyXA, A'ê'y'X'A''). Ensuite, nous mènerons les tangentes ê^B,, y^C^, 3,D,,..., 
que nous ferons égales à i, 2, 3,.., des divisions de X, L^, et ce seront les vraies 
longueurs des génératrices de l'hélicoïde, comprises depuis l'arête de rebrousse- 
ment jusqu'au plan horizontal; de sqrte que la nappe inférieure de cette surface se 
trouvera développée suivant la forme 

A,S,y,X,A3U,T,L,C,B,A,, 

dont le contour extérieur est évidemment la développante du cercle A,X, A„ tandis 
que la circonférence F^a^g^w, sera la transformée de l'autre hélice (FaSw, F'a'O'co'). 
Quant au développement de la nappe supérieure de l'hélicoïde, on l'obtiendrait en 
prolongeant chaque génératrice F^rp,, de manière que sa longueur totale FJ^ égalât 
le double de L^X,. 

&68. Nous aurions pu éviter de recourir à la seconde hélice (F aô, F' «'G'), pour 
trouver le rayon 0,X,=0"X'' du cercle suivant lequel se transforme l'hélice pri- 
mitive (A6yX, A'ê'y'X'), attendu que ce rayon doit être précisément le rayon de 
courbure (n° 198) de cette dernière hélice; car, dans le développement d'une sur- 
face déveioppable , on sait {note du n** 179) que l'arête de rebroussement conserve 
les mêmes angles de contingence qu'auparavant, ainsi que des arcs de même lon- 
gueur; de sorte qu'elle garde la même courbure, mais seulement elle perd sa tor- 
«on, comme nous l'expliquerons plus en détail au n'^ê^k* D'ailleurs, nous verrons 
au n** 676 que le rayon de courbure d'une hélice est donné par la formule 

P=R(,+lang'.) = ^. 

OÙ w désigne l'angle de la tangente à l'hélice avec le plan de la base orthogonale 
du cylindre, et R le rayon do cette surface (*). Or cette expression est susceptible 

(♦) Si Ton veut trouver directement cette formule, on pourra employer le moyen suivant qui m'a 
été communiqué par M. Catalan, répétiteur à l'École IH)ly technique. Soient MP etPQ {fig- 98) l^» 
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d'une construction fort simple; car, si par le point E' de la fig. 96, et parallèle- 
ment à la tangente L'X', on tire la droite E'I' sur laquelle on élèvera la perpen- 
diculaire VK% la comparaison des triangles rectangles conduira aisément à la 

relation 

E'A' = E'K'cos^a); 

d*où il suit que le rayon de courbure de l'hélice est p=E'K'. C'est donc avec celte 
longueur (qui doit se trouver égale à 0"X") qu'il faudra décrire le cercle 0^\ de la 
jig. 97; et ensuite, les autres opérations graphiques s'effectueront comme an second 

paragraphe du u"* 467. 

« — « e» 

CHAPITRE IL 

DES ÉPICYCLOÏDES. 

469. (PL 47, fig» I.) Une courbe moh'ûe xay est dite rouler sur une courbe fixe 
XAY, lorsque des éléments égaux aA=AB, 6c=BC, crf=CD,..., viennent s'ap- 
pliquer respectivement les uns sur les autres, de telle sorte que le point b arrive à 
coïncider avec B, ensuite c avec C, d avec D, et ainsi des autres. Cela équivaut à 
dire que le lieu du contact, qui est actuellement en A et a, doit parcourir, dans le 
même temps, des espaces égaux sur les deux courbes à la fois; tandis que, si ces 
espaces étaient inégaux, et que le point b vînt à coïncider avec C, il y aurait à la fois 



projections de deux éléments égaux de l'hélice, correspondants au point (P, P') pour lequel le plan 
osculateur contient (n« 465) le rayon du cylindre (PO, F), et projette ces deux éléments sur la 
droite M' FQ' qui fait Pangle co avec la base du cylindre. Si Ton fait tourner ce plan osculateur autour 
de la droite (PO, P') , jusqu'à ce qu'il devienne horizontal, les deux éléments seront rabattus suivant 
Pm et P9 ; puis , en élevant des perpendiculaires sur leurs milieux, le rayon de courbure de rhélice 
sera représenté par Pw ou i PF. Or on a évidemment 

d'où Ton déduit, en observant que PM est la projection de la droite P'M' = Pm, 



R \PM/ COS«ta 

On pourrait aussi rattacher cette méthode à la formule générale p => -^ trouvée au n« 108, en 

observant qu'ici l'angle de contingence e a pour vraie grandeur le supplément de m P (y ; or on a évi- 
demment 

d'où l'on conclut 

rf5C08"w . R 
e = et p = 5— , 

ce qui justifie la construction employée dans le texte. 
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roulement et rjlissement d'une courbe sur l'aulre; et enfin , il n'y aurait qu'an simple 
glissement, sans aucune rotation, si c'était le même point a de la courbe mobile 
qui vînt coïncider successivement avecB, C, D,.... D'ailleurs, ces distinctions s'ap- 
pliquent pareillement à des courbes gauches, comme à celles qui seraient situées 
dans le même plan ou dans des plans différents, pourvu que la courbe mobile ait 
toujours une tangente commune avec la courbe fixe. 

Û70. Pendant la rotation de la courbe xaj/, un point quelconque m, fixe sur 
cette ligne mobile et entraîné avec elle, décrira dans l'espace une autre courbe mz 
que nous allons apprendre à construire par divers exemples; mais, dans tous les 
cas, la tangente m£, relative à une position quelconque, sera toujours perpendicu- 
laire à la droite Am, qui réunit le point générateur avec le point de contact corres- 
pondant. En effet, lorsque les deux courbes zy et XY se touchent en A, elles ont 
en cet endroit un élément commun AA'; or, pendant que les deux éléments ainsi 
confondus se détachent, et jusqu'à ce que les éléments voisins ab et AB soient par- 
venus à coïncider, le sommet A reste immobile , et le point générateur m décrit un 
arc mm' infiniment petit et situé évidemment sur la sphère du rayon Am. Donc, 
la tangente ml, qui doit être le prolongement de cet élément wm', sera bien per- 
pendiculaire à la droite A m, laquelle se trouve ainsi normale à la courbe mm'z. 
D'ailteurs on voit bien que ce raisonnement s'appliquerait de même à tout point n 
qui, sans être situé sur le périmètre de la courbe roulante xy, se trouverait lié 
fixement avec elle, et décrirait une autre courbe nu dont la normale serait encore 
An, Donc, dans tous les cas, la droite qui joint le point de contact de la courbe 
roulante avec le point générateur ^ est une îsOrmale à la courbe que décrit ce dernier 
point. 

Si Ton voulait conserver à la démonstration précédente toute la rigueur de forme 
dont elle est susceptible, il faudrait d'abord substituer aux deux courbes arj/ et 
XY deux polygones (fig. 2) h côtés respectivement égaux; puis, en les faisant 
rouler Tun sur l'autre, de manière que leurs plans fissent entre eux un iingle 
constant ou variable, le point m décrirait une ligne discontinue mm' m''.., com- 
posée d'arcs sphériques qui auraient leurs centres successifs en A, B, C...., et telle, 
que la tangente mt au point m serait perpendiculaire sur A m. Or il est évident que 
cette dernière propriété subsistera toujours, quelle que soit la grandeur des côtés 
et des angles des deux polygones : seulement, à mesure que les angles augmentent 
et que les côtés décroissent, les arcs mm\ m' m",..., diminuent de longueur, et 
deux rayons consécutifs sont plus près d'être égaux , ce qui rapproche de plus en 
plus la ligne mm' m".,, d'une courbe continue. Donc, puisque dans toutes ces va- 
riations l'angle Ami reste constamment droit, il en sera encore de même quand les 
deux polygones seront devenus deux courbes quelconques, par exemple deux 
cercles; ainsi, dans ce dernier état , la courbe continue décrite alors par le point m 
aura pour tangente en m une droite perpendiculaire sur Am. 
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Epicycloîdvs planes. 

471. Premier cas. (PL f\']y fig. 3.) Considérons un cercle raobile 0' qui roule 
ex(érieuremenl sur un cercle fixe 0, en demeurant toujours dans le mônie plan 
que ce dernier, et adoptons pour point générateur le point de contact actuel D 
de ces deux circonférences. Lorsque le cercle 0' aura roulé jusqu'à toucher Tautre 
en un point quelconque A^, on retrouvera la position correspondante M du point 
généraleur D, en décrivant, du point 0', comme centre et avec le rayon O'D, une 
circonférence sur laquelle on prendra un arc A^ M de même longueur absolue que 
Tare A^D, ce qui s'effectuera en mesurant ce dernier au moyen d'une Irès-pelite 
ouverture de compas. Mais ces opérations s'exécuteront avec plus de rapidité, si' 
l'on a eu soin d'abord de diviser la circonférence mobile en parties égales, et de 
les reporter sur le cercle fixe suivant DA,, A, A,, k^k^^...\ car alors il suffira de 
décrire deux arcs de cercle, l'un du centre 0\ avec un rayon (y^M = 0'D, l'autre 
du centre A^ avec un rayon A, M égal à la corde D4 du cercle primitif 0'. Des 
constructions semblables effectuées pour d'autres points de contact A,, A^,..., 
permettront de tracer aisément la courbe DMGF nommée épigtgloioe exiérleure^ 
laquelle comprend une infinité de branches identiques à celles que nous venons de 
citer, et qui se rattachent les unes aux autres par des points de rebroussement tels 
que D et F. 

&72. La tangente au point M de cette courbe sera précisément la droite MT, 
corde supplémentaire de MA,, puisque nous savons (n° 470) que cette dernière 
est normale à Tépicycloïde. Cette propriété fournit même un tracé beaucoup plus 
simple et bien suffisant pour les engrenages ; car, si Ton décrit divers arcs de cercle 
ayant pour centres les points A,, A^, A^,..., et pour rayons les cordes Di, D2, 
D3,..., du cercle primitif 0'; puis, si Ton trace une courbe enveloppe de tous ces 
arcs, cette enveloppe sera précisément Tépicycloïde DMGF, attendu que les cordes 
dont nous venons de parler indiquent évidemment (n"* A70) les longueurs des 
normales telles que MA^ , qui aboutiraient aux points de contact successifs A, , A, , 
A3,..., du cercle mobile. C'est la méthode proposée par M. Pancelet. 

(|73. On pourrait adopter un point générateur D' situé hors du cercle mobile, 
mais lié avec celui-ci d'une manière invariable. Alors ce point U décrirait une 
courbe à nœud D'M'G'... que Ton nomme épicyclolde rallongée, et qui se construi- 
rait en prenant , sur chaque rayon 0', M , déterminé comme au n' û71 , une dis- 
tance lMM'=Diy. La droite A, M' serait encore (n** 470) normale à cette courbe; 
ainsi la tangente M'T' devra être menée perpendiculairement à A, M'. 

Si le point générateur D" était en dedans du cercle mobile, la courbe décrite alors 
serait une épicyclolde raccourcie D"M"G", laquelle offrirait des points d'inflexion au 
lieu d'un nœud. Un point quelconque M'' de cette courbe s'obtiendra aussi en 
prenant, sur le rayon 0';M, construit comme an n" ft71, une distance MM"=^DD''; 
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et puisque la droite A^M" sera encore (n'* 470) normale à celte épicycloîde, la 
tangente IV^T" s'en déduira imraédiatemcnl. 

On pourrait aussi (n° û72) se contenter de tracer ces courbes comme renvelop:)e 
de tous les arcs décrits des centres A,, A,, A^,,.., avec les normales IVi, D'2, 
D'3...,ouD"i, D"2, D''3,... 

474. Deuxième cas. {Fig. 4-) Lorsque le cercle mobile 0' roule dans la conca- 
vité du cercle fixe 0, et que le premier a un rayon R' < ^ R, le point générateur D 
décrit une épicycloïde inlcrieure qui présente la forme DGF, et qui se construit, du 
reste, comme précédemment. Si Ton choisissait le rayon R'=:{R, comme dans 
la/gf. 5, la courbe DMFD'F' aurait une forme et une équation toutes semblables à 

'celles de la développée de l'ellipse (fig. 76), avec la seule différence que les quatre 
points de rebroussement seraient ici placés à égales distances du centre {voyez la 
note du n* 492). 

475. {Fig. l\.) Épicycloide rectiligne. Ce cas très-particuUer, et fort utile pour 
les engrenages, se présente quand on choisit le cercle mobile 0" de manière que 
son rayon R^' = ^R; car alors l'épicycloïde décrite par un point du cercle 0" se 
trouve confondue avec le diamètre D"OD qui passe par la position initiale D" du 
point générateur. En effet , si nous considérons le cercle mobile à une époque 
quelconque de sa rotation, où il touche le cercle en A et où il coupe le dia- 
mètre D"OD en M, il suffira de prouver que les arcs AM et AD" sont égaux en gran- 
deur absolue, puisque alors il sera certain que le point générateur, placé d'abord 
en p", sera venu en M sur le diamètre D"OD. Or l'angle AO^'M est évidemment 
double de AOD"; donc les arcs AM et AD" sont aussi doubles l'un de Tautro, quant 
au nombre de degrés qu'ils contiennent : mais le premier de ces arcs appartient à 
une circonférence qui n'est que la moitié de l'autre; donc la longueur absolue 
de AM égale celle de AD".* 

476. Troisième cas. {Fig. 6.) Supposons maintenant que le cercle mobile 0', 
qui roule dans la concavité du cercle 0, ait son rayon R' > ^R; je dis que l'épi- 
cycloïde DGF, décrite alors par le point générateur D, coïncidera avec celle que 
décrirait un troisième cercle 0^ qui aurait un rayon R''=R— R', et qui roulerait 
en sens contraire de 0'. Pour le prouver, je considère le cerclu mobile (X parvenu 
dans la situation quelconque 0', où le point générateur D occupera une position M 
telle que l'arc AM=AD: je tire la droite MO',, et sa parallèle OB; puis, 
j'achève le parallélogramme 00', MO", qui me donne 0''B=0''M = R— R', et je 
trace enfin le cercle 0". Cela fait, il n'y a plus qu'à démontrer que les arcs BM 
et BD ont la même longueur absolue; or les trois arcs BA, AM, MB, qui mesu- 
rent des angles évidemment égaux , doivent être proportionnels à leurs rayons, ce 
qui donne 

BA_AM_BM 
R ~ R' "" R'^ ' 
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et puisque Too a pris R'^-f-R^=R> il eu résulte que BM + MA=BA: mai&déjà^ 
Fou sait que rare AMsÂD; doue il resto B]^=BD. 

A77. QuATRi&MB CAS. {Fiff. 7*) Enfin, supposons que le cercle mobile 0' ait un 
rayon R^> R, auquel cas il enveloppera le cercle fixe. Alors Tépicycloïde décrite 
par le point générateur D se trouvera extérieure^ et chaque branche DGF occupera, 
sur le cercle fixe, un arc DEF égal à l'excès de la circonférence (V sur la circonfé- 
rence 0. D*ailleurs on démontrera aisément, comme au n"* i!|76, que cette épicy- 
cloïde DGF coïncide avec celle que décrirait un cercle 0'^ tangent extérieurement au 
cercle 0, et dont le rayon serait R"=R' — R. 

^78. {Flq. 8.) Lorsqu'on suppose infini le rayon R du cercle fixe, ce cercle 
devient une droite DAF sur laquelle roule le cercle 0'; et un point quelconque M 
de la circonférence de ce dernier décrit alors la cyctdide DMGF, dont la normale 
est encore MA et la tangente MT. Le tracé de cette courbe s'effectuera aisément 
par les moyens indiqués aux n^ i!|71 et tii72 , sans qu'il soit besoin de les répéter 
ici. D'ailleurs, la cycloïde serait rallongée ou raccourcie , comme au n"" !|73, si le 
point générateur était placé au dehors ou au dedans du cercle mobile. Quant aux 
autres lignes de cette figure , nous en parlerons au n"" 822 bis. 

479. {Pig. 9.) Au contraire, si c'est le cercle mobile qui acquiert un rayon in- 
fini,. ce cercle deviendra une droite indéfinie DX, qui, en roulant sur la circon- 
férence 0, décrira, par chacun de ses points D, une spirale DM^M^'M'^.., laquelle 
n'est autre chose que la dévelappanie du cercle (n"" 197). D'ailleurs, comme les 
normales M'A^ M'^A^^,..., sont précisément les rayons de courbure (n* 198) de 
cette spirale, si des points A^ A'',*A'^,..., on décrit avec des rayons égaux à Da\ 
Da!\ Daf",..., des arcs de cercle, ces arcs se confondront dans une étendue assez 
considérable avec la spirale même, et ils fourniront un moyen très-exact et très- 
commode pour tracer cette courbe. 

Èpicycloides sphériques. 

&80, {Fig. 99.) Considérons maintenant deux cercles OA et CA, dont le second 
roule sur le premier, en lui demeurant toujours tangent, mais de manière que 
leurs plans fassent entre eux un angle constant CAX=-vi> : pendant cette rotation , 
un point quelconque M, fixe sur la circonférence mobile et entraîné avec elle, 
décrira dans l'espace une courbe DM... qui se nomme une épicycloïde sphérique^ 
parce qu'elle est située tout entière sur la surface d'une sphère constante. En effet, 
si , par les centres des deux cercles , on élève sur leurs plans les perpendiculaires 
OS et es, ces deux axes iront se rencontrer nécessairement dans chacune des po- 
sitions du cercle mobile ; car, pour chaque point de contact tel que A , les plans AOS 
et ACS se trouveront évidemment perpendiculaires à la tangente commune AY, et 
dès lors ils coïncideront. D'ailleurs, comme l'angle OÀC est .le supplément de 
CAX=(Ù9 qui demeure constant pendant la rotation, il s'ensuit que le quadrila- 

6* édit. 27 
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^lère OACS aara deax côléB et trois aagles dont la grandeur regtera îiivanBUe^ et 
conséquemment il en sera de même pour les côtés OS et GS, dont le poînt do mm* 
contre demeorera immobile. D'où U résulte que la distaiice de ce point S au point 
mobile M sera coDstamment égale k SA , et qu'ainsi Tépioyotoïde tout entière m 
trouvera sitaïAe sur la sphère qui aurait SA pour rayon. 

tM. Eu outre, si Ton imagine deux cônes de péTolationy ayant pour sommet 
commun le point 6 , et pour bases les cercles OA et CA , il est évident que ces 
cônes auront un plan tangent eommun SAY^ et, par conséquent, la génération de 
répicycloïde peut s'énoncer de la manière swvamie : Si ilma tûttm dé rétolwtiÊm^ 
qui ont toujoun même sommet et des tfénémirites de même kmgueWjrotiUnt Cmm "sur 
Vanife^ sans glisser, et en demeurant tangents le long d'une génératrioe variable, 
un pofnf quelconque, fixe sur iti base du cône mobOe^ décrifrm kt courbe nommée éfâ^ 
cyctmde sphérlque. En effet, on doit voir que, par la, les cnrconfércaees desden 
bases seront toujours irnigenies, et que leurs pians conserveront tme inclinaietm 
constante; et même c*est là le moyen le plusoommode pour réaliser mécaniquement 
ces deux conditions pendant le roulement du cercle mobile sur le cercle fixe. 

kS2. {Fig. loo.) Construisons la projection de Tépicycloïde sur te plan delà 
base du oôue fixe, en regardant ce plan comme horizontal, et ndoptcms pour plan 
▼eitical celui qui passe par Taxe S'O de oe cône et par le point de contact A des 
deux bases, dans la position aotueltequi se rapporte à une époque quelconque dn 
mouvement. D'après cela, les deux c6nes seront projetés verticalem^it sur les 
triangles isocèles S' AË, S'AB', et la dréite AB' représentera la projection verttcate 
du cerde mobile qui , rabattu autour de la tatfgente commune AY, deviendra le 
cercle Amb. Cela posé, soit D Torigine de Tépix^doïde^ c'est-à*dire la position 
qu'occupait le point générateur, quand il se trouvait en contact avec le cercle fixa ; 
maintenant que le cercle mobile a parcouru, en roulant sur Tantre, Tare DA, le 
point générateur se trouvera placé sur le rabattement en m , à une distance curvi- 
ligne A m, égale en longueur absolue à l'arc AD(*). Mais en relevant le cercle A nié 
aiutour de AV, on voit bien qoe le point (m, m') va décrire alors un arc perpendicu- 
laire à la charnière AV, lequel se trouvera projeté horizontalement sur la droite mM, 
pflrallèie à la ligne de terre, et verticalement wr m' M'; d'où Ton oondnra qoe 
(M, M^) est un point de Tépicyclol'de demandée. 

w I II ■ ■ I ■■■!■■ I ■■ III «^«ai— — Bilp u a ^1 I — ^^—1 — — i^i >i n i«i« I ■ «■ ■ I !■ 

<*) Pour trMor répare, il est bon de eoianencn? par di¥toer te oerala oioMe en picties égales, 
de meturar une de ces partieg au moyen de très-petites conles; puis» de trtniqporier jceUet-cijwr Je 
cercle fixe, ce qui donnera un arc égal à Tune des divisions du cercle mobile. Ensuite, on riêpétènBi 
cet arc du grand cercle autant de fols qtTU y avait de divisions dans le cerdie mdbflfe, et Tod obtiendra 
fStendne DAP occupée par une branche de TépieyelDléa, bot te cercle iat; Ospeadsot, ci le mppdit 
d£& deux rajroos AO et C'A était exprimé par un aom)>re assez aimple, a serait pUis exact de prendra 
d'abord sur Je cercle fixe un arc DAF, égal à une fraction de cette circonférence, exprimée par CB 
rapport; puis, on diviserait Tare DAF en autant de parties égales qtk*on en aurait marqué dans Te 
cenflettéIMièi > 
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fiB3» Ptar 011 •bte&ir uo iMCod^ il foiicka îniagkHr que !• cercle mobile a 
loalé jttMp^'è venir Umditf le cercle feud en A, ^ par exeuple: alore, o» poivrait 
fMMMMwer* 8Br le pka vertical OA, rabatte, des opératiow aeniMablea à ceHea 
qoe BCMM avoua eaéciifeéea wr le plan vertical OA; niaîa il sera bien pies eîn^ de 
raoïefier bMles les coBstreolîeiia à a^e&etiier sur œ denuer. Fosr cela^ im i ei i O M i 
qiieiee deux. oftMf, parveoee k se toucher le long de raséte qui aboeiit en A^t 
toHMBi sîoMiltaiiéiDeol^ ei wwcfteefer kun pÊêUiùm relaiivesy aoteur delà verli«- 
cnle OS^ jisqe*ii ce que le rayon OA, vienee coïncider avec Pandenn iif/m de 
terre OAX« Ale«h le point génératenc sera aîtaé sv le cercle mebîte rabntta, nen 
plus en m , mais à une distance An , égale à l'intervalle I>A, comprise entre Toiigine 
B> et le peîiit de conlaet daae sa vraie positépa » q«â est A,. De aorte que si Fon 
OMStrnît^ comme ci-desao&T les prcyections^N et N- du point rabatte m , il n'y aura 
plus qu-à ramener OA eu OA, ^ puis à trouver un foinl W placée relativement à celte 
dernière droite^ dans une situation toute semblable à celle de N par rapport à Oà} 
ce qui s'esécotera au moyen du cercle décrit avec la distance Gtif sur leqv^ m 
prendra Veto, l" W égal à IN. 

UU^. On agira de même pour toute anlns posHn» du pcHut de contact des deux 
eercles.; et qnasd ee contact aaca lien an miUen K de Parc DKF, égal à la circonfé- 
rence duc osrete mobile, on voit bien que le peint générateur se trouvera raiwrttB 
en A, qvn SB projette en B' et ft: si donc oa ram^m ce dernier poiat sur OK, au 
moyen d'en arc de cercle Bfi, on obtiendra le wmnM & où la progeetion horiaontale 
de répîcydoïde s'écarte le pkis du cende fine. 

Oi^ervons enfin quie les points D , M» N'^, transportés symétriquement an dellr du 
rayon 06 , au moyen d'arcs de cercle^ firamiront des points F, M'^^ N^^ qui appar- 
tiendront encore à Tépieycloïder laquelle anra pour aaSc la droite 06, et admettra 
une infinité de branchesc identiques avec DGF. 

{k85. Les constructions précédentes donnent aussi le moyen de traoer la projee* 
tien verticale de l'épîeyckiide , puisque M' appartient à cette projection ; et quant au 
ftml (N^ N'),. qui a. été transporté en N'^ sans changer de bantear, on retroa* 
nerait Uea aisément sa pi^ag9Ciion verticale dans cette dernière silantkui. Maïs houb 
n'avons paavoutn effectuer- ee tracé, dans la crainte de rendre répare un pe^coa^ 
fuse, et euctont parce que vous regardons ici le plan vertical de projection seeleh 
ment comme un moyen d'exécuter nos opérations graphiques , et non comme 
existant réellement; attendu qne sa présence aurait rendu invisibtes une grande 
partie dns> lignes de L'apure. D'aîUenns TépicyelcAde est suffisamment déterminée par 
l'intemeetion dncylinÂre vertical OMûF, avec la> sphère db rayon S'A qu^il art 
lacile dnif efcésaaUr sur le pian ImriKentalw 

IbMw As Jptlonjwle à CéiHM^d^ (^^* ^^^*) Faisqnft cette courbe est tout 
entièns (joH ftSO) anr la spbèns fine qui a pour eenire le sonunet S^ et poqr rayon 
l'apothème S'A, le plan langent de cette sphère en(Bi,.Hf) renferasera d^ \h 
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tangente demandée. Ensuite, comme nous avons démontré au n« UIO que la droite 
(ÂM 9 ÂM'), qui joint le point générateur avec le point de contact correspondant A, 
est une normale à Tépicycloîde , nous en pouvons conclure que la tangente cherchée 
se trouve aussi dans un plan peri^endiculaire à c«tt6 droite, lequel peut être regardé 
comme le plan tangent d'une sphère qui aurait son centre en A, et pour rayon la 
droite ( AM, AM') ; mais cette seconde sphère est variable de position et de gran- 
deur, en passant d'un point à un autre de Tépicycloïde, et elle ne fait quetovcher 
cette courbe avec laquelle elle n'a de commun qu'un élément linéaire. D'après cela, 
le problème se réduit à chercher l'intersection du plan tangent à la sphère fixe avec 
le plan tangent à la sphère variable. 

{|87. Pour y parvenir, coupons ces deux sphères par le plan B' AV, qui contient 
la base AB' du cône mobile. T^ secUon faite ainsi dans la sphère S'A sera évidem- 
ment le cercle AB' lui-même; rabaltons-le suivant Am6, et menons-lui la tangente 
mPqui, étant relevée, rencontrera le plan horizontal en P sur la charnière AV: 
dès lors ce point P appartiendra à la trace horizontale du plan tangent de la 
sphère S' A , et cette trace sera la droite PT menée perpendiculairement sur la pro- 
jection OM du rayon qui aboutit au point proposé (M, M'). Quant à la sphère 
variable dont le rayon est (AM, AM'), elle est coupée par le plan B' AV suivant un 
grand cercle qui , rabattu sur le plan horizontal autour de AV, deviendra le cercle 
décrit avec A m pour rayon. Menons-lui la tangente mQ (laquelle doit aboutir au 
pointa), et relevons cette droite avec son cercle, pour trouver sa trace horizon- 
tale Q sur la charnière AV ; dès lors ce point Q appartiendra à la place du plan tan^ 
gent de la sphère variable, et. cette trace s'obtiendra en menant QX perpendiculaire 
sur la projection AM du rayon correspondant. Cela posé , les traces QX et PT des 
deux plans tangents allant se couper au point T, la droite TM sera la projection 
horizontale de la tangente à l'épicycloïde; et la projection verticale T'M' s'en dé* 
duira, en projetant le point T sur la ligne de terre. 

{k88. Autre méthode. {Fig. ioo.)On feut obtenir cette tangente d'une manière 
beaucoup plus siniple, par le procédé du plan normal (n* 214), car ici nous con- 
naissons immédiatement deux normales à Tépicycloïde : l'une est le rayon de 
la sphère constante, mené du sommet S' an point (M, M'); Tautre est la droite 
(MA, M'A), d'api*è^ ce que nous avons prouvé au n* b70. Par conséquent, si nous 
faisons passer un plan par ces deux normales, la tangente cherchée devra lui être 
perpendiculaire, et ses projeclions seront ainsi déterminées. Or la première de ces 
normales va évidemment percer le plan vertical en S', et la seconde en A ; donc S'A 
est la trace verticale du plan normal. Quant à l'autre trace, imaginons, dans le plan 
normal, une droite auxiliaire parallèle à S'A; ses projections M'R, MR donneront 
le point R , où elle perce le plan horizontal ; et , par suite, AR sera \A trace horizon- 
tale du plan normal. Dès lors la tangente à Tépicycloïde s'obtiendra en menant MT 
perpendiculaire sur AR , et M'T' perpendiculaire sur AS'. 
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&89. Il importe d'observer qu-anx points de rebrtmssement D et F, la projection 
horizontale de l*épîcycloîde a pour tangentes les rayons OD et OF» En effet, la 
droite variable (ÂM, AM'), à laquelle la tangente dans Tespace est toujours per^ 
pendiculaire, étant prolongée indéfiniment, est nnc sécante par rapport au cercle 
mobile, comme on le voit par son rabattement A m. Or» ses deux points de section A 
et m se trouvant réunis quand le point de contact A du cercle mobile est arrivé 
en D, la droite indéfinie rabattue suivant A m devient alors tanqcnte au cercle mo^ 
bile dans le point m, et, par suite , tangente au cercle fixe dans le point D , puisque 
à cette époque les deux cercles sont en contact par les points m et D. Donc la tan- 
gente au point D du cercle fixe ))A se trouvera«étre précisément la normale de 
Tépicycloïde et en même temps la trace horizontale du flan normal; et, cons6- 
quemment, la tangente de Tépicycloïde sera projetée horizontalement sur le 
rayon ODX'. 

Quant à la projection verticale de cette même tangente, il suiQra de projeter son 
pied D en ly sur la ligne de terre, et d'abaisser de ce dernier point une perpendicu- 
laire sur la trace verticale du plan normal relatif au point D. Or cette trace s'obtien» 
dra fort aisément, puisqu'elle passera évidemment par le point S' et par le point où 
la ligne de terre rencontrera la seconde normale, qui est, comme nous venons de 
le prouver, confondue avec la tangente de Tare DA. 

On agira d'une manière toute semblable pour trouver les projections de la tan- 
gente à l'autre extrémité F de l'épicycloîde; et Ton doit apercevoir que chacune de 
ces tangentes en D ou en F coïncide précisément avec la tangente du grand cercle 
vertical de la sphère constante dont le rayon est S'A. 

I!il90. Pour le sommet de l'épicycloîde, qui est projeté en G, la tangente sera 
horizontale et perpendiculaire au plan vertical OKG; car ce plan contiendra évi- 
demment les deux normales du n" J!|88, quand le point générateur sera parvenu à 
l'extrémité supérieure B' du diamètre mené par le point de contact du cercle mobile. 

I!il91. {Fig. loo.) Lorsque nous avons, cherché (n*" J!|87) la trace QX du plan 
tangent à la sphère variable dont le rayon est (AM, AM'), nous nous sommes ap- 
puyés sur ce que ce plan devait contenir la tangente rabattue suivant Qmb. Or, 
quand elle sera relevée dans le pian B' AV du cercle mobile, elle ira percer le plan 
vertical en B'; donc B'X est la trace verticale du plan tangent à la sphère variable. 
En outre , cette droite doit se trouver perpendiculaire à B' A , car c'est sur cette der- 
nière droite que se projette le rayon (AM, AM') mené au point de cibntact de ce 
plan tangent. 

492. Observons d'ailleurs que, dans les diverses positions A, A,,..., que prend 
le point de contact du cercle mobile, la projection AB' de ce cercle, sur les plans 
verticaux correspondants OA, OA.,..., aura toujours la même grandeur et la 
même inclinaison; de sorte que pour tous ces plans, le triangle rectangle AB'X 
ratera invariable de grandeur, et, par suite ^ les traces XB' des divers plans tangents* 
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sphères variables iront toutes renconUïar la verlicaLe OS' au mémo point SF. De 
tt ik résulta que aï Toa avaîi à considérer un cône dont le soumet fùA en 2^, el 
qm eût pour base l'épicycloïdls spitérique, toas^les plans tels que Z'XiQ lui seraieat 
tangents, poisque ^loci» d'eux renfermerait le sotamei et une t«igente de la base^ 
Ea oatre, tous ces plan& tangoils viendraient passer successi venant par la diioîie 
&u Z'X, lorsque le c6ne. épicyelaïdal^ en tournant autour de Oi\ amèiieraifc ea Af 
Isa divers peints N% G, N''V«« ^Ue propriété est eo^iloyée dans 1» engrenages 
aanîqoesi qui servent à faire mouvoir les roftes ittmgU» (voyez le n"" 881^) [^}. 

&93. DÉVELOPPANTE SPHËRIQUE. {Fig.ioi.) Ursque le cône mobile ac- 
quiert une ouverture telle, que l-angle an centre ASB {fig. 99) davieniégal à 180% 
oa cône se réduit à un cercle dont le rayon égale rapolhànîe SA du cône fixe, et 
dont le plan est tangent à ce dernier cône; dans ce cas particuliev,. ll^icydoïde 
décrite alors par un point M du cercle mobile, reçoit le nom de dévelappmie jpilitf* 
n^uf , attttodu qm la question revienià dira simplement que Ton fatifc renier sur un 
cône fixe S' AO un de ses plans tangents S' AY^ comme, dans la /igr. 9 de la PL 47, 
nona avions obtenu la spivale développante dm eereleem feîsant rouler aur cette cir* 
aonfiârence une de ses tangentes. 



[*] cherchons les équations qui déterminent répicycloîdè sphérique {fig. .loo), en rapportant cette 
ooarbe aux trois axes rectaognlaires OX', OY^, 0Z\ dont le premier passe par le point de relnroasse- 

Heniastronposs 

0S' = /i, OA = R, C'A = 11', angle B'A6 = w, 
en aura évidtanent 

(i) aî" + ^«+z»— az/k==R« 

piur réKttiattim de la sphère constsnte, sur laqneUe est ^tuée répicjoloîde tout entière ; ds ssrta^ue 
GBtfea conrbe se trouvera compléfeement définie, en Joigoaut à Téquation précédente celle de aa.pn>«- 
JecUon horizontale DMGF. Or, si nous appelons a Tangle DOA, nous en conclurons que 

Ra 
R.s=rAD=:Am; d'où aQgtoAim=-^ic 

et alors nous aurons pour les coordonnées du point M, rapporté d*abord aux axes OX et OT, 

« = 0A + AH=iR + fR— R'cos-^ Jcosw, 

î^ri— MH = — R's!h|jï. 

Mais pour revenir de ces axes, qui seraient mobiles avec le point de contact A« aux axes fixes OX' et 
OY', il faut employer les formules connues 

x'=ra;cosi — ysina, y' = a:sina + ycos«; 
doua, en-substitaant ici les valeurs précédentes de a; et y » il viendra 
(f) af=r(R+R:eos«)cosic— R'coa^co»«iMStt-|-R'Bln5j?ain«, 

P). y'=r(R + R'cosa>)8ln«— ^R'cûs-gJ^Cûswsina— R'sin^cûs». 

Il resterait maintenant à éliminer l'arc « entre ces deux équations pour olMenIr odte d6 la œortie 

a 
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ItUh >(A> i^i*) GeimMlacoDrJieeB'qMSIionestta^ 
rayon SfÀ^il Mffir» dd coaatnûra aa firoieotioa bukontaèe» A ttt efet^ rabettott 
te cercle Biobîle xtaH le ceiire eBt ta aomBet (S^, O) , Mrtevr ide la t«iieeiM& Al^cpâ 
loiaat OMMMM avec lecorete fixe; et aur *ce rabattenmit S^ prenoiia an arc ▲« 
égidÀlVc ADyfii reoado|ileD pom*rerigined0ladé¥ek>ppaDte, c*6it-à-4ire pocr 
la portion <|o*<occiipait le jMÎot ^Ênérateur lorsqu'il se trouvait en contact awc ie 
€â«e fi&e. Alors m eena le rabattecoeat de ce point générateur quand le oenlaet est 
arrivé en A, et sa posMea véritable (M^ M') sedééairaaisésieiit de là, en relevanl 
le cercle S'' daas le plan taagent S' AY» antourde la ohamière AY. 

JjMrBqœ laeercle aMbile a^ra roaléjusqa'à toucher le cercle fixe ea A,, on inuH* 
^inera que tout le aystèaie toome sîaiultauéiDeaty sau rooler, antonr 4b la verti?* 
cale S'O, pou* amener le rayon OA, sur la ligne de terre ÛA ; alors , len pnenaai 
Tare A»=:DA, , le point géjfiérateiir se trouvera rabattu en n ^ et projeté en N et N' : 
mais efisaite, pour reporter le cercle mobile dans sa vraie posikioQ, on décrina 
avec le rayoa ON uaeciroonSérencesur laquelle on prendra Tare NN, égal à ranc H,^ 
compris eatre les rayoesOA et OA^ j éb sorte que N^ sera le point cberché. On trou- 
vera aiasi OMN. PGÔF poar la pnojecUon boriaontale de la développante sidiérîque* 

D!VfGF sar le plan horizontal; mais cette élimination ne pouvant s'effectuer que quand on aura fixé 
mmériqueineiit le rapport des rayons K , R', et quand ce rapport sera un nombre commensnrabfe; 
nous garderons les dmx équatioiis (s) et (9) ^ui suffiront pour calculer les coordcmnées ^ et y' des 
divers points, en attribuant à a différentes valeurs successives* 

Pour passer de là à Tépicycloîde plane, il suffira de poser cos co = ±: i, selon que le cerclé mobile 
roulera au dehors ou au dedans du cercle fixe; et siî, en nous arrêtant à ce dernier Cas, nous suppo- 
sons d'ailleurs que R' est le quart de R, comme dans la fig. 5 de la PL /17, les équations (2) et (5) 
deviendront 

{h) x' = f Rcos a 4- {Rcosacos^a + î R sin asin/ia, 

(5) y' = vllsiQC +1 RBia aCOfiSia*--{-Reosasin à a; 

puis, si Ton substitue dans ces dernières valeurs connues 

cos4a= 1 — 8sin*acos*a, sin/ia=:i!isinacosa(cos'a — sin'a), 
•n trowert^ ea supprimant tek accents <|ùî âcfvfennent Inatiliss à présent, 

:rs=RcoK*ic, y^a^n^du 

Maintenant l^ëHninstioa de a «stftvcfle; car, en ajoutant ces équations apfès les avoir dtovêes & la 
ipuissasiGe 1* H restera pour r^pleyeloide j*epiéwntee<lans la /Ig. ddb laiC ^r;, 

x^ + y* = R*. 

C'est donc un cas particulier de la développée de Tellipse qui a pour équation 

, (f)'*(i)'-.. 

et ces deux courbes appartiennent î la Famlile des storoîdes] qui sont représentAes généndement par 
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{k95. La tangente au point quelconque (M, M') devra être menée perpendicu- 
laire sur le plan des deax normales dont nous avons parlé au n* b88 , lesquelles 
sont les droites qui réunissent le point générateur (M, M^) avec le centre (0, S') et 
avec le point de contact actuel Â. Or ce plan normal coïncide évidemment avec le 
plan S'AV où est situé le cercle mobile, et qui est tangent au cône fixe; donc il 
suffira de tirer MT perpendiculaire sur AY, et M'T' perpendiculaire sur S' A. 

I!il96. On doit apercevoir que la branche DMPGQF, qui sera décrite au bout d'one 
révolution entière du cercle mobile , occupera sur la base du cône un arc DA6F, 
égal à Texcès de la circonférence S'^ sur la circonférence 0; mais, en outre, il 
faut bien remarquer que cette branche se composera de deux parties réunies par 
un rebroussement au point G, au milieu de DGF, lequel est la projection de la po- 
sition la plus élevée du point générateur* Pour se rendre compte de cette circon- 
stance, il faut imaginer la nappe supérieure du cône S'AE prolongée jusqu'à ce 
qu'elle soit terminée par un cercle égal à celui du rayon OA, et observer que le 
cercle mobile S^ se trouve dans un plan variable qui touche à la fois les deux 
nappes du cône, suivant une génératrice égale au diamètre de ce cercle S^; d'où 
il résulte que, pendant qu'un certain arc Am de la circonférence mobile roule sur 
la base inférieure du c^ne, l'arc diamétralement opposé roule en même temps sur 
la base supérieure; et, conséquemmenl, lorsque le point générateur m est arrivé 
au milieu de sa course, il se trouve en contact avec cette base supérieure, et il y 
produit un rebroussement tout à fait identique avec celui qui avait eu lien au point 
de départ D sur la* base inférieure du cône. Quant aux autres lignes que renferme 
cette épure , nous en parlerons au n*" 669. 
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{k97. Trouver l'intersection de trois sphères données. {Fig. 102.) Adoptons pour 
plan horizontal celui qui contient les centres A, B, G, des sphères proposées, et 
décrivons les grands cercles qui sont les traces horizontales de ces surfaces. Alors , 
si les circonférences A et B se rencontrent aux points D et E, il est clair que le cercle 
vertical, décrit sur DE comme diamètre, sera l'intersection des deux sphères A et B; 
tandis que les sphères A et G se couperont suivant un autre cercle vertical projeté 
sur FG. Maintenant, si les deux cordes DE et EG se rencontrent en M, on pourra 
affirmer que les circonférences projetées sur ces cordes se coupent effectivement 
en deux points qui seront projetés horizontalement en M; et ces points de l'espace 
se trouveront évidemment communs aux trois sphères en question. Pour achever 
de fixer la position de ces points , projetons-les sur un plan vertical quelconque XY ; 
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en rabattant le cerde DE autour de son diamètre horizontal , et tirant l'ordon- 
née Mm , cette droite mesurera évidemment la hauteur de Tun des points cherchés 
au-dessus du plan horizontal : donc , en prenant au-dessus et an-dessous de XY les 
distances IM^ et IM^, égales à Mm , on obtiendra les projections (M , M') et (M, M^) 
des deux points demandés. 

ft98. Si Ton avait cherché Tintersection des deux sphères B et C , on aurait obtenu 
un cercle vertical dont la projection HK aurait dû nécessairement passer aussi par 
le point M; d*où Ton peut conclure ce théorème de géométrie plane : Quand trois 
circonférences tvacées dans un même plan se coupent deux à deux, les points de section 
correspondants se trouvent situés sur des cordes qui passent toutes trois par un même 
point du plan. 

&99. Construire une pyramide triangulaire dont les six arêtes sont connues de gran- 
deur. {Fig. I02.) On tracera d'abord, sur le plan horizontal, une des faces ABC 
de la pyramide, au moyen des trois arêtes données qui se rapportent à cette face; 
ensuite on déterminera le quatrième sommet (M, M') en cherchant, comme dans 
le problème précédent, Tintersection de trois sphères qui auraient pour centres les 
points Â, B, C, et pour rayons les longueurs des trois autres arêtes assignées par 
la question. Il y aura évidemment deux pyramides symétriques Tune de l'autre, 
puisque le dernier sommet peut être placé en (M, M') ou en (M, M''); et d'ailleurs 
on trouvera , par les méthodes du livre I'% tout ce qui peut intéresser sur les angles 
plans, les angles dièdres, etc., de chacune de ces pyramides. 

500. Circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire donnée. (Fig. io3.} 
Soient (A, A'), (B, B'),1[C, C), (S, S') les projections des quatre sommets, sur 
deux plans rectangulaires , dont un renferme la face ABC ; si ces projections n'étaient 
pas données immédiatement , elles se détermineraient comme au problème précé- 
dent. Le centre de la sphère cherchée, devant être à égale distance de ces quatre 
sommets, se trouvera à la fois dans les deux plans verticaux ¥0 et GO, élevés per- 
pendiculairement sur les milieux des arêtes AB et AC; donc ce centre sera quelque 
part sur la verticale (0, TO') , intersection de ces plans. De même , il doit être con- 
tenu dans le plan élevé perpendiculairement sur le milieu d'une troisième arête 
appartenant à une autre face , telle que (SA , S' A^ ) ; donc , si Ton prend la peine de 
construire les traces de ce plan, ainsi que le point où il ira couper la verticale 
(0, rO'), on obtiendra le centre demandé. Mais comme ces opérations seraient 
un peu longues, à moins qu'on n'ait eu le soin de choisir le plan vertical parallèle 
à l'arête (SA, S'A^), on pourra ordinairement les remplacer par la construction 
suivante : ». 

Avec le rayon OB, traçons le cercle circonscrit au triangle ABC. Cette circon- 
férence appartiendra à la sphère demandée , et si elle est coupée par le plan ver- 
tical SD parallèle à la ligne de terre, en un point (D, D'), on pourra dire que la 
droite (SD, S'D') sera une corde de la sphère, parallèle au plan vertical; par con- 
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sétfvent, le centre.de cette sorface devra être siUié dans le plan KL^ élevèfterpeiH 
diciilairement sur le milieci de cette corde. Or ce plan va couper la verticale (O^TO^.) 
ao point (0,0'); dooc c'est là le centre de la sphère en question. 

Quant au rayon de cette sphère , qui est projeté «nr (OB , O'B^), on obtiendra 6a 
véritable longueur en le rabattant parallèlement au plan vertical suivaoi {Ob^^O'b'); 
donc, si des points et 0\ avec un rayon égal à 0^b\ on décrit deux Gercla&, ce 
seront les contours apparents de la sphère demandée, qui est ainsi cmnpIétemeBt 
déterminée de grandeur et de position. 

50t. Imaire une tpbè^yi dans titte fnframide triangmlaire^ékmnée^ (''Ti^. to4*)'I^* 
nous encore le pian d'une des faces ABC pour le plan horizontal, «t^i(â, S')ite 
sommet situé hors de ce plan. Si, par Tarête AB, nous menions un plao qfridÎTÎ- 
sàt en deux parties égales Tangle dièdre Tonné par Ifs^facesSABetCAQ, ce plan 
Ahsecteur renrermerait évidemment tous les points de Tesfiace qui sont à égale 
distance de ces deux ftices; donc la sphère demandée , qui doit toooher ohaoune 
de celles-ci , aurait son centre situé nécessairement dans ce plan bissecteur. De 
même, deux autres plans bissecteurs menés suivant les arêtes A€ et BC, de ma* 
nière à diviser en deux parties égales 4es angins dièdres qui ont ces droites ponr 
arêtes, contiendraient aussi le centre cherché; par conséquent, ce centre est è Hn- 
terseclion de ces trois plans bissecteurs, c'ost-à^dire au sommet de la jMframkte nii^ 
rieure qu*ils forment avec la base primitive ABC : ainsi la question est ramenée 
à trouver le sommet de cette nouvelle pjTamide, ou bien tes trois arêtes qui y 
aboutissent. 

Pour cela, mesurons d'abord Tangle dièdre SABC, en le coupant par un plan 
vertical SD, perpendiculaire à AB , et rabattons sur le plan vertical la section «insi 
faite, laquelle deviendra évidemment l'angle S'D"H; construisons de même les 
angles S'E'^H et S'F"H qui mesurent les angles dièdres AC et BC, puis divisons ces 
trois angles plans chacun par moitiés , au moyen des droites D" I , E" L , F"K : alors 
ces trois bissectrices, ramenées dans les plans verticaux SD, SE, SF, appartieii- 
draient aux faces de la pyramide intérieure, C[ui a auss» pour hase le triangle ABC. 
Par conséquent , si Ton coupe ces bissectrices par unpian horizontal quelconque X^ ¥', 
on obtiendra trois points (î^, c", ç'^, qui, ramenés en d, c, 9, appartiendront à la 
section triangulaire abc faite par le plan X'Y^ dans la pyramide intérieure; doncce 
triangle tf^est maintenant facile à tracer, puisque ses trois côlés doivent être évi- 
demment parallèles à ceux de ABC. Alors, si Ton tire les droites An, Bb^ Ce, œ 
seront les arêtes latérales delà pyramide înlérieure, et elles devront aller se eooper 
en un point unique 0, qui sera la projection horizontale du centre de Jasphère 
demandée. 

Quant à la projection verticale 0' de ce même centre, elle «'obtiendra en pro- 
jetant le point sur l'arête CV de la pyramide intérieare; et le rayon delà «phèna 
sera la iperpendroutaire O'R' abaissée du -centre snr la fÎBKîe inférieure. Donc, en 



CHAPITAE lW-~9m LES SPIlà&ES ET LB PTRAHIDES. 219- 

traçani avec eelte droite O'R' deux cercles dont les centres soient mi et 0', on 
aura les* projeclions'de la sphère cherchée. 

502. Si Ton désire consaUre les poinis de contact de cette sphère arec les faces 
latérales, Km pourra facilement construire les traces du plan indéfini qai contient la 
face SAC par exemple; pais^ on abaissera do point (0, (V) une perpendicsbsre 
sur ce plan, par la méthode générale du n* 35. Mais il sera bien plus coort d'ob- 
server qo'un plan perpendiculaire a AC, ot mené par le point 0, couperait la sphère 
et la foceSAC suivant un grand c^cle et une droite qui lui serait tangente; d'ak- 
leors, cette droite rabattue sur le plan vertical, autour de (0, O'R'), deviendrait 
évidemmeot parallèle à S^Ë^'. Si donc, sans tracer celte parallèle, oa abaisse du 
pokit 0' un rayon perpendiculaire sur S'Ë^', ce raj^on ira couper le contour vertical 
de Ift sphère en un point qui sera le rabattement dvr point de coni»ct dierché; et il 
sera facile ensuite de ramener ce point dans sa vérftable position* 

503. {Fijf^ io4.) Les considérations employées au n"" 501 peuvent servir à ré- 
soudre ce problème général : Trouver une sphère qui soU. tangente à quatre p/oti» 
donnés, ëq effet, les quatre faces do la pyramide SABG, étant prolongées indéfini* 
ment, formeront autour des arêtes AB, AC, BC, trois angles dièdres extérieure et 
suppléoDentaîre» de ceux que nous avons employés ci-dessus , et ces nouveaux angles 
auit>nt pour mesures S'IV'B', S'Ë^'C, S'FC. Donc, si Ton divise ces derniers ew 
deux parties égales, par des droites qui couperont le plan X^ Y^ en des poinis ana« 
lognesa d^', e'^ <p^, on pourra combiner trois à trois ces divers points pour former 
plusieurs triangles, tels que abc; et ceux-ci conduiront a divers centres, tels que 
(0, Qfy. Par exemple, adoptons la droite D^'d" qui divise par moitiés Pangle eoué- 
rieur S^D'^B^ et qui rencontre le plan X'Y^ an point d'\ que Ton ramènera en d sur 
le-plan.horiasontal; puis, con^rvons les deux anciens points e et-op: alors nous 
obtiendrons le triangle ca''6'' dont les sommets, étant joints^avecA, B, G, fourniront 
le |X>in(t ((y^, 01") pour le centre d'une sfifaère qui touchera la face SAB en dehor» 
delà pyramide primitive, tandis qu'elle sera tangente aux trois autres faces pro- 
longées à droite de SAB. De celte manière, on trouvera géoéralemeiit huit sphères 
tanDgeates^anx quatre plans indéfinis qui contiennent les faces de la pyramide SABG; 
car, en désignant par a , a-, a', les trois angles dièdres itrténewrsirGt par w, w , a^, 
le»-troi8 ang^ dièdres extérieurs j qui ont ponr arêtes les côtés ÂB, AC, BG, oa 
pourra évidemmeot adopler, pctur centre de la sphère draaandée, le pbiiit'd'<interv- 
seetion des^lrois pianê triesectems qui diviseront les angles dièdres compris^ dans 
ôfanniBedea'ComlÛBrâeiB-siiivaBflea: . 
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deux angles adjacents à la môme arête, comme a et a> ; et , d*ai!leurs , le nombre 
des solutions pourra devenir moindre, suivant les inclinaisons des quatre plan»: 
donnés. Cette question est analogue* au problème de la géométrie plane, dans le- 
quel on propose de trouver un cercle qui soit tangent à trois droites connues. 

50{|. Construire un point dont on connaît les distances à trois points donnés^ou bien 
à trois plans connus , ou enfin à trois droites données. 

i"*. Désignons les points donnés par A, B, G, et leurs distances respectives au 
point inconnu Xy par a, S, y. Alors, en imaginant une sphère qui ait son centre 
en A et pour rayon la distance a, le point x devra évidemment se trouver^qiielque 
part sur la surface de cette sphère; il sera pareillement sur deux autres sphères 
qui auraient leurs centres en B, C, et pi5ur rayons les longueurs 6, y : par consé- 
quent ,. la question revient à trouver l'interseciion de trois sphères données , problème 
que nous avons résolu au n° {|97. 

2** Si Ton désigne à présent par P, P', P" les plans donnés, et par d, J', ô" leurs 
distances au point inconnu a;, ce dernier devra être à la fois dans trois plans 
Pf pS p'\ respectivement parallèles à P, P^ P'\ et éloignés de ceux-ci de quantités 
égales à d, d\ i''. Donc, en construisant les plans p, p'^ p'\ d'après les méthodes 
du livre P% la question se réduira à trouver Tintersection de trois plans con- 
nus, problème que le lecteur saura aisément résoudre. Observons seulement que* 
comme le plan p, par exemple, pourra être mené à la distance d, soit au-dessus, 
soit' au-dessous de P, il y aura ainsi huit solutions pour la position du point de- 
mandé X. 

3*" Soient enfin Ai B, C trois droites données, dont le point inconnu x est éloi- 
gné des quantités a, S, y. Si Ton imagine un cylindre de révolution qui ait pour 
axe la ligue A , et pour section droite un cercle du rayon a , cette surface cylin- 
drique contiendra nécessairement le point x. De même, ce point se trouvera aussi 
sur deux autres cylindres de révolution, qui auront par axes et pour rayons B et 6, 
C et y ; par conséquent, la question est réduite à trouver tous les points communs 
à ces trois cylindres. Or, en supposant que les traces horizontales de ces trois sur- 
faces ont été construites comme nous allons Texpliquer plus bas, il n'y aura plus 
qu'à, chercher, par la méthode du n* 288, la courbe d'intersection du cylindre A 
avec le cylindre B, puis celle des cylindres A et C; et ces deux courbes, qui pour- 
ront se couper au plus dans huit points, attendu que les trois surfaces sont évi- 
demment du second degré ^ feront connaître par leurs rencontres les diverses po- 
sitions que peut avoir le point demandé x. Toutefois observons que, pour obtenir 
les points vraiment communs aux deux courbes dans {'espace, il ne faudra pren- 
dre, parmi les sections des deux projections horizontales, que les points qui cor- 
respondront exactement à des sections sur le plan vertical ; c'est-à-dire que ces 
points devront être deux à deux sur des perpendiculaires à la ligne de terre. D'ail- 
leurs on pourra» comme vérificàtioni construire aussi la courbe d'intersection des 
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cylindres B et G , laquelle devra encore passer par les points communs aux deux 
première courbes. 

505. (Fig, io5.) Quant à la manière de trouver la trace horizontale de chaque 
cylindre, représentons, sur deux plans de projection, Taxe de Tun d'entre eux par 
( AF, Â'F'). En faisant tourner cette droite autour de la verticale A , pour la ra- 
battre parallèlement au plan vertical , elle deviendra (A/, A/') ; et alors la section 
circulaire du cylindre se projettera suivant une droite G' H', égale à 20e et per- 
pendiculaire sur A!f\ Donc le contour apparent du cylindre sera fourni par les 
droites G' K\ H^L^ parallèles à A'f\ et la trace horizontale de celte surface dans 
la position actuelle sera ^ine ellipse ayant évidemment pour grand axe la distance 
V K!. Par conséquent, si Ton ramène les points K^ et V en a et d, la droite ad et sa 
perpendiculaire bAe=2aseïX}ui les axes de l'ellipse suivant laquelle le cylindre 
primitif coupait le plan horizontal; de sorte que cette courbe sera maintenant fa- 
cile à construire. 

506. (c Un ingénieur (*), parcourant un pays de montagnes ^ est muni d'une carte 
topographique sur laquelle sont marquées exactement les projections des différents points 
du terrain j ainsi que les cotes qui indiquent les hauteurs de ces points au-dessus d'une 
même surface de niveatu II rencontre un point remarquable qui iCest pas marqué sur la 
carte j et il ne porte avec lui <C autre instrument propre à mesurer les angles ^ qu^un gra- 
phomètre garni d'un fil à plomb. On demande que ^ sans quitter la station, C ingénieur 
construise sur la carte le point où il est, et qu^il trouve la cote qui convient à ce point, 
c'est'^-dire sa hauteur au-dessus de la surface de niveau. 

x» Parmi les points du terrain marqués d'une manière précise sur la carte, et 
qui seront les plus voisins, Tingénieur en distinguera trois, dont deux au moins ne 
soient pas à la même hauteur que lui; puis il observera les angles formés par la ver- 
ticale et les rayons visuels dirigés à ces trois points, et, d'après cette seule obser- 
vation , il pourra résoudre la question. 

» En effet, nommons A, B, C les trois points observés dont il a les projections 
horizontales sur la carte, et dont il pourra construire les projections verticales aa 
moyen de leurs cotes. Puisqu'il connaît Tangle formé par la verticale et par le 
rayon visuel dirigé au point A, il connaît aussi Tangle formé par le même rayon 
avec la verticale élevée au point A ; car, en négligeant la courbure de la terre , ce 
qui est convenable ici, ces deux- angles sont alternes-internes, et, par conséquent, 
égaux. Si donc il conçoit une surface conique à base circulaire, dont le sommet 
soit au point A, dont Taxe soit vertical , et dont Tangle formé par Taxe et par la 
droite génératrice soit^égal à Tangle observé, ce qui détermine complètement cette 
surface, elle passera par le rayon visuel dirigé au point A, et conséquemment par 
le point de la station : ainsi , il aura une première surface courbe déterminée, sur 

(*) Cet article et le salrant sont extraits de la Géométrie descriptive de Monge. 
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laifodla 86 trouvera le point demandé. En rnisonnant pour les deux? autre» poials 
B» C, comme pour le premier, le point demandé se trouvera encore sur deux an*- 
très sarTaces ooniqaes à bases circulaires, dont les axes seront verticaux, dont les 
sommets seront anx points B, C, et pour chacune desquelles Taugie formé par 
Taxe avec la génératrice sera égal à Tangle formé par la verticale avec le rayon 
visuel correspondant. Le point demandé sera donc en même temps sur tnois sur- 
faces coniques, déterminées de forme et de position, et, par conséqoeBt, dan&ienr 
intersection commune. Il ne s'agit donc plus que de construire, d'après les don- 
nées de la question , les projections horizontales et verticales des intersections do 
ces trois surfaces considérées deux à deux (*)\ les intersections de ces projections 
donneront les projections horizontale et verticale du point demandé, et, par con- 
séquent, la position de ce point sur la carte, et sa hauteur au-dessus ou au-dessous 
des points observés, ce qui déterminera sa cote. 

» Cette solution doit en général produire huit points qui satisfont à la ques- 
tion ; mais il sera facile à l'observateur de distinguer, parmi ces huit points, celui 
qui coïncide avec le point de la station. D'abord, il pourra toujours s'assurer si 
le point de la station est au-dessus ou au-dessous du phm qui passe par^ les trois 
points observés. Supposons que ce point soit au-dessus du plan des sommets des 
cènes ; il sera autorisé à négliger les branches des intersections des surfaces cont< 
ques qui existent au-dessous de ce plan, et par là le nombre des points possibles 
sera réduit à quatre : ce serait la même chose si le point de la station était au 
contraire placé au-dessous du plan. Ënsnitet parmi ces quatre points, &'ils exis- 
tent tous, il reconnailra facilement celui dont la position par rapport aux trois 
sommets, est la même que celle du point de la station par rapport aux points 
observés^ » 

&07. « Les circons(ances étant les mêmes que dans la question précédente, auec ceite 
seule différence que P instrument nesl pas garni de fil à plomb, de manière que les anglê& 
avec la verticale ne puissent pas être mesurés, ou demandé encore qwel^ingétneuf, srnns 
quitter la station, détermine sur la carie la position du point où il est etqvUil trowelatoie 
dé ce point, c*eshà-dire son élévation au-dessus de la surface denipetmàiaquelle tous tes 
pokils de la carie sont rapportés. 

» Aprè& avoir choisi trots points du terrain qui soient marqués d'une murière 
précise sur la carte, et tels, que le point de station ne soH pas avec eux dans le 
même plan, l'ingénieur mesurera les trois angles que forment entre eux les rayai»' 
visuels dirigés à ces trois points ; et, au moyen de cette ^ule observation, ï sÊnt 
eu état de résoudre br (fuesilîon. 

n L'intwieotion de deux de ces. cônes sg oonstrnlra par la métbodeidu nT 390, ou, mieux encûre» 

en les coupant par divers plans horizontaux; car les sections seront des cercles, dont les centres se 
projetteront au môme point que le sommet, et dont les rayons se trouveront marqués sur le plan 
vertical. 
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» «En effet, %i ncn» inymmom A, B, C le& trois pointe observés » et si on les sup- 
pose joints par les trois droites AB, BC, CA, Tingénieur anra les projections hori- 
zontatesde ces droites tracées snr la carte ; de plus , an moyen des cotes des trois 
poinls, il aura les différences de hauteur des extrémités de ces droites : il poarra 
donc avoir la grandeur de chacune d'elles. 

» (Fig. io6.) Cela posé, si, dans un plan quelconque mené par AB, on conçoit 
un triangle rectangle BAD construit sur AB comme base , et dont Tangle en B soit 
le complément de Tangle sous lequel le côté AB a été observé, Tangle en D sera 
égal à l'angle observé, et la circonférence de cercle décrite par les trois points A, 
B, D, jouira de la propriété, que, si d'uu point quelconque de l'arc ADB on mène 
deux droites aux points A et B, l'angle qu'elles comprendront entre elles sera 
égal à l'angle observé. Si donc on conçoit que le plan du cercle tourne autour de 
AB comme charnière, l'arc ADB engendrera une surface de révolution dont tous 
les points jouiront de la même proj)riété ; c'est-à-dire que si , d'un point quelcon- 
que de celte surface, on mène deux droites aux points A et B , ces droites fbrftie- 
ront entreelles un angle é^al à l'angle observé. Or il est évident que les points de 
cette sarfiace de révotvtioo sont les senls qui jouissent de cette propriété ; donc la 
surface passera par te point de la station. Si l'on raisonne de la même manière pour 
les deux autres droites BC, GÂ, on aura deux autres surfaces de révolution , sur 
chacune desquelles se tronvera.le point de la station : ce point sera donc en 
même temps sur trois surfaces de révolution différentes, déterminées de forme et 
de position ; fl sera donc un point de leur intersection commune. Ainsi , en con- 
struisant les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois sur- 
faces, considérées deux à deux, les points où les projections se couperont elles- 
mômes toutes trois, seront les projections du point qui satisfait à la question. » 

808. A la vérité, si , pour effectuer ces constructions par la méthode du n* 333 , 
on adopte le plan du triangle ABC pour le plan horizontal de l'épure , et que l'on 
dirige le plan vertical perpendiculairement à un des côtés , AB par exemple , on 
n^obtîendra ainsi que ta projection du point demandé sur le plan ABC , et sa hau- 
teur au-dessus ou au-dessous de ce plan ; mais , comme ce dernier a lui-même une 
position connue par rapport à la surface de niveau à laquelle tous les points de 
la carte sont rapportés , il sera bien facile de retrouver ensuite la projection de la 
station snr le plan même de la carte, et sa hauteur au-dessus de ce plan. 

509. Observons aussi que si Ton voulait résoudre ce problème analytiquement, 
en combinant les équations des trois surfaces de révolution décrites par les arcs 
ADB , BEC , CFA , on eifatiendrait beaucoup de solutions qui seraient étrangères à 
la question, car Tanalyse ne séparerait pas la nappe décrite par l'arc Am, de celle 
qoe décrirait Tare AcfB; mais Toie seule éqnation embrasserait ces deux nappes à 
la fois. Cependant, poisqu'ici les angles compris entre les rayons visuels sont don- 
nés par Fobservation, on sent bien qu'il n'est pas permis d'adopter indifféremment 
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Tangle ADB, ou son supplémeot Âc/B. Par conséquent, on devra, dans les opéra- 
tions graphiques, négliger entièrement les branches de courbes et les points qui 
seraient fournis par les nappes supplémentaires , engendrées par la révolution des 
-trois arcs Ae/B, BeC et A/C. 
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DES SURFACES GAUCHES. 



CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS GÉN]£raLBS SUR LBS SURFACES GAUCHES. 

510. Toutes les surfaces qui peuvent être engendrées par le mouvement d'une 
ligne droite sont désignées généralement sous le nom de surfaces réglées, parce 
qu'on peut évidemment les exécuter sur un corps solide, au moyen d*une règle ^ 
avantage qui en rend Tusage très-fréquent dans les arts; mais on doit les partager 
en deux classes bien distinctes, selon que la loi qui dirige le mouvement de la gé- 
nératrice rectiligne satisfait, ou non, à la condition, que deux positions consécu- 
tives de la droite mobile soient situées dans un même plan. Lorsque cette condition 
est remplie, la surface réglée est développablb , et un même plan la touche tout 
le long de la génératrice, comme nous Pavons prouvé aux n**' 175 et 177. Or, 
tout ce qui regarde la détermination du plan tangent, la construction des généra- 
trices et le développement d'une telle surface, ayant été suffisamment expliqué 
dans les livres précédents, et notamment par l'exemple général du n** {|65, nous 
ne reviendrons plus sur ces questions; et ici nous nous occuperons seulement des 
SURFACES gauches , c'est-à-dire des surfaces engendrées par une droite qui se meut de 
telle sorte j que deux positions consécutives, quelque rapprochées qu'on les suppose, 
ne sont pas dans un même plan. 

511. (Fig. 107.) Avant d'indiquer diverses manières de réaliser la condition 
précédente, nous ferons observer qu'il en résultera toujours que Vêlement superfi- 
ciel indéfini en longueur, et compris entre les deux génératrices infiniment voisines 
G et G\ sera lui-même gauche; car, pour toutes les courbes A, B, C,... , que l'on 
tracera sur la surface, les éléments linéaires LL', MM', NN',..- 1 qwi sont des droites 
ayant chacune deux points communs avec G et G', ne pourront être situés dans 
un même plan dès que ces deux génératrices n'y sont pas. En outre, comme les 
tangentes LL'T, MM'U, NN'V,..., qui sont les prolongements de ces éléments 
linéaires, se trouveront ainsi dans des plans différents, il arrivera nécessairement 
que les plans tangentsGLl, GMU, GiNV,..., relatifs aux divers points L, M, N,..., 
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d'une niéme génératrice^ seront distincts les uns les autres , quoiqu'ils renfermeul tous 
la génératrice GLMN. 

. 512. De là il résulte encore que, dans une surface gauche, chaque plan tel 
queGLT, quoique véritablement /ait^e/K en L, c'est-à-dire renfermant les tangentes 
à toutes les courbes tracées sur la surface par ce point, devient sécant dans tous 
les autres points qui lui sont communs avec elle; et son intersection se composera 
d*abord de la génératrice GLM elle-même, puis d'une seconde branche passant 
par le point L, et qui peut être rectiligne ou curviligne , suivant la forme de la 
surface gauche en question. 

513. Voyons , maintenant , de quelle manière nous pourrons réaliser la condi- 
tion (n''5i0) qui caractérise les surfaces gauches. Si nous assujettissons la droite 
mobile à glisser seulement sur une, ou même sur deux courbes directrices Â et B, 
invariables de forme et de position , le mouvement de cette droite ne sera pas 
complètement déterminé ; puisque, pour chaque point L choisi à volonté sur A, 
la génératrice rectiligne pourra prendre une infinité de positions, situées toutes sur 
le cône qui aurait pour base B, et pour sommet le point L. Deux courbes ne suf- 
fisent donc pas pour diriger le mouvement d'une droite, à moins qu'on n'impose, 
à priori j la condition que la surface engendrée soit développable j comme on l'a vu 
n^" 180 ; mais celte condition est précisément celle que nous voulons écarter ici. 

(Fig. 107.) Assujettissons do^c la droite mobile à glisser constamment sur trois 
courbes directrices A, B, Ç, et nous allons voir que ces conditions suffisent pour 
régler complètement le mouvement de cette génératrice. En effet, si l'on imagine 
deux cônes qui auraient pour sommet commun le point L.pris à volonté sur A, 
et pour bases , .l'un la directrice B , l'autre la directrice G , on pourra aisément con- 
struire les traces de ces surfaces coniques sur un des plans de projection; et en 
joignant les points de section de ces deux traces avec le sommet commun L, oh 
obtiendra une ou plusieurs droites, mais en nombre fini, qui, comme GL&IN, s'ap- 
puieront évidemment sur les trois courbes Â, B, G, puisqu'elles seront les inter- 
sections des deux cônes passant par B et par G. Ces droites seront donc le^ positions 
déterminées que doit prendre la génératrice mobile, lorsqu'en glissant sur A, elle 
arrive au point L; et pour d'autres points L', L",.--» on construira semblablement 
les positions de celte génératrice. 

Au lieu d'employer deux surfaces coniques, dont il faut chercher les traces, il 
sera quelquefois plus commode de construire l'intersection du premier cône LBM, 
avec le cylindre vertical qui projettera la directrice G sur le plan horizontal. Par 
là , on obtiendra une courbe auxiliaire dont la rencontre avec la projection verti- 
cale de G fera connaître le point qu'il faut joindre avec L pour avoir une position 
de la génératrice. 

514. D'ailleurs, la surface ainsi engendrée sera gauche en général; car, lorsque 
la droite mobile passera d'une position GLMN à une autre G'L'M'N' infiniment 
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voisine, eile pourra être censée gKsser sar les trois tangentes LT, MU, NY, Xfm 
ont, avec les directrices, les éléments communs LU, MN', NN' : donc, si ces laiH 
gentes ne sont pas sitaées toutes Crois dans un seul et même plan , les deux géné- 
ratrices G et G' n'y seront pas non plus. Or, pour que ces tangentes se trouvassent 
dans un même plan, et surtout pour que la même circonstance se reproduisit à 
chaque système de points (L, M, N), {L\ M', N'), (L", M", N^),.,,, situés trois A 
trois en ligne droite, il est dair qu'il faudrait faire un choix tout particulier <lam 
h forme et la position' des directrices A , B , C ; par conséquent , en général , la smr* 
face décrite par une droite mobile qiti s'appuie constamment mr trois ctmrbes fixes ert 
fftuicke. 

Mais une telle surface peat offrir une ligne singulière , le long de laquelle il exis- 
tera un élément plan , indéfini en longueur; c'est ce qui arriverait dans le cas ou , 
pour un certain point L, les deiiK cônes dont nous avons parlé au numéro précé- 
dent auraient leurs traces tangentes Tune à Vautre. Alors, la génératrice menée de 
L à ce point de contact pourrait, sans quitter le point L, glisser sur la tangente 
commune aux doux tiaces, et elle décrirait ainsi uu élément particulier qui serait 
plan. Gela revient à supposer que les deux tangentes BfU et NV sont dans un 
même plan; et, à plus forte raison, en serait-il de même, si les tixns tangentes en 
L, M, N, se trouvaient dans un plan unique. 

5I5« Ctlindroïbe. {Fig. io8. ) On désigne ainsi une surface où la droite mobile 
G doii glisser constamment sur deux courbes fixes A e/ B, en demeurant toujours parais 
lèle à un plan donné P, que l'on nomme ie pian directeur. Pour construire ici les 
positions de la génératrice, il suffira de couper les courbes A et B (n* 233) par 
divers plans parallèles à P ; et en joignant par une droite les deux points de section 
de chaque plan , on aura des lignes GLM, G'L' M V-m ^^^ satisferont évidemment 
aux conditions imposées à la génératrice. La surface, lieu de toutes ces droites, 
sera encore gauche en général , parce que les tangentes LL'T, MM'U, sur iesqueFleB 
s'appuie la droite G lorsqu'elle passe à la position infiniment voisine G', ne se trou- 
veront P4S ordmaireroent dans un même plan. 

Au reste, ce genre de surfaces gauches rentre dans le précédent, lorsqu'on ima- 
gine que la troisième directrice G est située à l'infini dans le plan P. 

5i6. Dans toutes les surfaces réglées , on peut remplacer les courbes directrice 
par des swtfaces directrices auxquelles la droite mobile devra être tangente. Par 
exemple, si l'on assigne une courbe A et une surface S pour diriger la géné^atrice, 
uvec m pian P auquel cette droite mobile devra rester paraflèle , on mènera par 
chaque point L pris sur A, un plan parallèle ii P, lequel oovpera la surface S sui- 
vant une co«riie à laquelle on <x)nduira des tangentes partant de L; ce seront bien 
là des positions de la génératrice demandée, et la surface réglée ainsi produite sera 
en ^éral gauche. D'aiUesrs, elle iouéœra S tout le kmg die la courbe formée par 
les points de contact «, €, y,.-* 9 des tangentes dont nous venons ée parier; car, 
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pour la surface gauche comme pour la surface S, le plan tangent renfermera la 
génératrice rectiligne et la tangente de la courbe aSy qui est commune aux deux 
surfaces. 

Si Ton donnait deux surfoces S et S' avec un plan directeur P, on couperait ces 
surfaces par divers plans parallèles à P, et Ton mènerait une tangente commune 
aux deux sections produites par chacun de ces plans sécants. Ce serait encore une 
des surfaces nommées cylindrcUdes. 

M7. Lorsque la surface réglée n'admet point de plan directeur^ on peut encore 
remplacer une on plusieurs des trois coujbes directrices Â^B, G, par des surfaces 
auxquelles la génératrice devra être tangente. Supposons , en effet, que Ton assigne, 
pour diriger le mouvement de cette droite , les courbes A et B avec une surface S ; 
pour chaque point L pris sur A , il faudra construire deux cônes ayant leurs sommets 
communs en L, et dont Tun aurait pour base la courbe B, tandis que Tautre serait 
circonscrit à la surface S (n° 3US) : les intersections de ces deux cônes, qui seront 
nécessairement des droites, fourniront les positions de la génératrice lorsqu'elle 
passe par le point L. Quand la surface S se trouvera développable, il sera plus 
court de lui mener un plan tangent qui coupe les deux courbes A et B en des 
points que Ton réunira par Une droite ; ce sera bien là une position de la géné- 
ratrice. 

Si Ton donne une seule courbe A avec deux surfaces directrices S et S', il faudra 
combiner ensemble deux cônes circonscrits Tun à S, Taulre à S', et dont le som- 
met commun serait en un point L de la ligne A. 

518. Lorsqu'on assignera trois surfaces S, S^ S'', auxquelles la droite mobile 
devra rester constamment tangente, la construction des divei*ses positions de cette 
génératrice sera beaucoup plu^^ laborieuse ; mais on y parviendra en ramenant la 
question à Tun des cas précédents. En effet, ai nous connaissions une droite G qui 
touchât la surface S en un certain point a. S' en a\ et S^' en a"; puis, que nous 
fissions glisser cette ligne GaaV sur les deux surfaces S et S', en Passujettissant 
d'ailleurs à demeurer parallèle à un plan directeur P, nous obtiendrions, p^rr la 
méthode du n^'dlG^ une surface aurxitiaire £, qui couperait S'^ suivant une certaine 
courbe a" S''-/" passant par le point a", et à laquelle la droite G serait nécessaire- 
ment tangente en ce point : car G se trouve évidemment dans le plan tangent de S'', 
et dans celui qui touche la surface gauche 1 au point <x!\ Par conséquent, si Ton 
commence par construire la surface auxiliaire Xqui a poui- directrices S, S^, et le 
plan P; puis^ si l'on détermine son iuterseclion ^^Vy^' avec la surface S'^, il n'y 
aura; plus, qu'à mener à la courbe (/$^/ une tangente qui soil parallèle an plan P, 
et cette tangente swa la position d'une génératrice 6 de la surface demandée qui 
a poar directrice S , Sf^ Sl\ Pour obtenir d'autres positions de cette génératrice, on 
fera, varier la direction du. plan P. 

&lâL Oa peut encore diriger le mou^vemcnl de la droî4e qui engendre une 9or<> 
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face réglée, en assignant deux courbes direciriccs A et B, avec la condition que far 
génératrice coupe Vune déciles sous un anyle constant et donné ; ou bien , que la position 
de cette génératrice comprise entre A et B conserve une longueur fixe. On peut aussi 
faire glisser la droite mobile le long dUine seule courbe A tracée sur une surface fixe S, 
à laquelle la génératrice devrait rester normale , etc. , etc. Mais toutes ces variétés de 
surfaces réglées, pour lesquelles il sera facile d'imaginer un mode de construction 
approprié aux conditions que chaque problème imposera , n'offrent pas assez d'in- 
térêt pour que nous les discutions en détail; et, d'ailleurs, elles ne forment pas, 
au fond, des genres vraiment distincts, puisqu'on peut toujours les concevoir ra- 
menées à celles du n" 513 , en adoptant pour directrices de la droite mobile trois 
sections faites à volonté dans la surface. 

520. Pour compléter ces notions générales, nous ajouterons que, parmi les 
CYLINDROÏDES , OU douno Ic uom particulier de conoïdes aux surfaces gauches qui 
admettent un plan directeur P avec deux directrices dont une est rectiligne : l'autre 
directrice peut être une courbe ou une surface. Le conoïde serait dit droite si la 
directrice rectiligne était perpendiculairç au plan P (voyez n" 596). 

Lorsque les deux directrices sont l'une et l'autre des droites^ le conoïde prend le 
nom de paraboloide hyperbolique^ ou de conoule du second degré ^ parce que c*est le 
seul dont l'équation ne s'élève pas au-dessus de cet ordre. 

Enfin, lorsqu'une surfacfe réglée, qui n'admet pas de plan directeur, a pour 
directrices trois droites quelconques , elle reçoit le nom d'hyperboloide à une nappe : 
cet hyperboloïde et le paraboloïde dont nous venons de parler se désignent encore 
simultanément sous le nom de surfaces gauches du second degré , parce que l'analyse 
montre que ce sont les seules surfaces de cette nature dont l'équation ne s'élève 
pas au delà du second ordre. Nous allons commencer par considérer ces deux 
genres particuliers, qui offrent des propriétés fort remarquables, et nécessaires à 
cbunattre pour étudier les autres surfaces gauches. 



CHAPITRE IL 

DE L'uyPERROLOIDB A UNE NAPPE. 

521. (Fig. 109.) Nous appellerons ainsi la surface partîculièi-e engendrée par 
une droite mobile A, qui s'appuie constamment sur trois droites fixes B, B', B'', non 
parallèles à un plan unique , et dont deux quelconques ne se trouvent pas dans un même 
plan; parce qu'il sera démontré plus loin (n*535) que celte surface est identique 
avec celle que nous avons déjà désignée sous ce nom au n* 83. La construction 
des génératrices s'effectuera par le procédé général du n' 513, qui deviendra ici 
très-simple, puisque les surfaces coniques auxiliaires se réduiront à des plans. 
Ainsi, après avoir pris un point arbitraire L sur la directrice B, on condaira 
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par ce point deux plans dont l'un passe par B', et Tautre par B^; puis, en cher- 
chant rinter^ection de ces deux plans, on obtiendra une droite ALMN, qui s'ap- 
puiera évidemment sur les trois directrices assignées. On arriverait au môme ré- 
sultat, en construisant Tinterseclion de la direclrice B'' avec le seul plan mené 
par L et la droite B'', et en joignant ce point de section au point L. Ce procédé, 
appliqué successivement à d'autres points !/, L",..., de la droite B, fournira les 
diverses génératrices A, A', A", A"\..,, de l'hyperholoïde en question; et comme 
chacune ne peut évidemment occuper qu'une position unique, lorsqu'elle passe 
par un point donné L ou L\ il s'ensuit que le mouvement de la droite mobile 
est complètement déterminé par la condition de s'appuyer sur les trois directrices 
assignées. 

522. Cette surface est nécessairement gauche; car deux génératrices quel- 
conques A et A' ne pourraient se trouver dans un mùme plan , qu'autant que les 
droites B, B', B", dont chacune a deux points communs avec A et A-, seraient elles- 
mêmes situées dans ce plan unique; ce qui est contraire aux conditions formelle- 
ment imposées dans la définition du n"" 521. D'ailleurs, ce raisonnement n'exigeant 
pas que les deux droites A et A' soient ici infiniment voisines, comme on le sup- 
pose pour une surface gauche générale (n*5IO) , il en résulte que, dans l'hyper- 
holoïde, deux génératrices quelconques ne sont jamais dans un même plan. 

523. {Fig. I lo.) Si , parmi les trois directrices B, B', B", que l'on suppose n'être 
point parallèles à un plan unique , il y en avait deux qui fussent dans un même plan 
B'CB'^ la droite mobile A ne pourrait satisfaire aux conditions imposées que des 
deux manières suivantes : r en passant constamment par le point de section C et 
eu glissant sur B, ce qui lui ferait décrire le plan CDB; 2"* en tournant dans le plan 
B'CB'', autour du point D où il est rencontré par la droite B. Donc, alors, la sur- 
face décrite serait le système de deux plans qui se couperaient. Mais celte variété 
de l'hyperholoïde, qui est analogue au cas d'une hyperbole réduite à ses asymp- 
totes, ne présentant aucune recherche nouvelle, nous continuerons à exclure 
dorénavant l'hypothèse toute particulière que deux des directrices soient dans un 
même plan. 

524. (Fig, 109.) L'hyperholoïde à une nappe jouit d'une propriété bien re- 
marquable, et fort importante pour 1^ détermination des plans tangents aux sur- 
faces gauches générales : c'est qu'il admet un second mode de génération par la 
ligne droite, dans lequel les premières génératrices deviennent directrices, et réci- 
proquement. C'est-à-dire que , si Confaii glisser une droite mobile sur trois quelconques 
des droites A, A', A'', A"^,.... que nous venons de construire , cette nouvelle généra- 
trice^ qui coïncidera évidemment dans trois de ses positions avec B , B', B'', décrira 
tme surface identique avec le premier hyperMoïde , tant pour la forme que pour la 
position. Mais avant de démontrer cette belle propriété, nous rappellerons deux 
théorèmes connus de la tliéorie des transversales. 
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525. Lemme I". {Fig. m.) Lorsque, daas un triangle ABC, on mène une 
transversale quelconque PQR, qui, en coupant; lears trois côtés ou loors prolon^ 
gements , forme six segments , te produit de Proiii segments non œntigtis est égal au. 
produit des trois autres segments; c'est-à-dire que Ton a 

(x). AP. CR .BQ — AQ. BR . CP. 

En effet y menons la droite BH parallèle à PQR^ et nous aurons évidemment les 
proportions 

AP,OB 



AQ:QB :: AP:PH = 
CR:BR:: CP:PH = 



AQ ' 
CP.BR 



CR ' 

puis, en égalant les deux valeurs de PH, on obtiendra la formule {x). 

526. Lemme IL (Fig. 112 et 11 3.) Si dans un quadrilatère gaudie ABCD on 
trace deux droites MN et PQ, qui , en s'appuyant chacune sur deux côtés oppo- 
sés, ou sur leurs prolongements , se coupent elles-mêmes en un certain point 0, 
le produit de quatre segments non contigus sera toujours égal au produit des quatre 
autres segments ; c'est-à-dire que Ton aura 

(y) AP,BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP. 

D'abord, observons que si tes deux transversales MN et PQ se coupent effecti- 
vement , elles doivent être dans un même plan , lequel contiendra les droites PPC 
et MP, qui , par conséquent , iront se couper en un certain point R ; mais comme 
ces droites PN et MQ se trouvent, l'une dans te plan du triangle ABC, l'ao^pe daK 
le plan du triangle ADC, et que ces plans se coupent suivant h diagonale AC, il 
faudra que le point de rencontre R des lignes PN et MO soit placé précisésieiit 
sur cette diagonale. D'où il suit que , pour obtenir dans un quadrilatère gauehe 
deux transversales opposées qui se coupent réellement, on peut prendre à voloalé 
Tune d'entre elles MN, et choisir arbitrarrewent le point P de la seconde; maris 
ensuite on devra tracer la droite PNR, qui ira couper la diagonale AC en un. 
point R, puis tirer RM , qui déterminera la position du point Q , qu'il faudra join- 
dre avec P. 

Cela posé, les triangTes ABC et ADC. coupés par les transversales PNR et MQB, 
donnent, d'après le lemme précédât, 

AP.BN.CR = AR.CN.BP, 
CQ.DM.AR = CR.DQ.AM; 

d'od, en voifeipliant ces égahtés membre à membre , et supp^im^^ le&Cftcteuj» 
coDamun», on dédoit la reloli^a annoncée , 

(y) AP. BN . CQ . DM = AM . DQ. CN. «P, 
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laquelle peiU s'écrire «ina : 






AP CQ AM CN 


(*) 


PB'OD~MDNB 



527. Réciproqfuement , si denx droites PQ et MN coupent les côtés opposés 
d'un quadrilatère gauche ABCD, de telle sorle que la formule {y) soit vérifiée, 
ces deux transversales sont dans an môme plan. Eu effet, si cela n'était pas, on 
pourrait mener par le point P une droite PQ', qui couperait MN, et alors on aurait 

AP.BN.CQ'.DM = AM.DQ'.CN.BP, 

équation incompatible av^ la formule ( y) , que Ton suppose vérifiée, puisque si 
CQ' est plus grand que CQ, nécessairement DQ' sera moindre que DQ. 

528. {Fig. 109.) Maintenant, revenons au double mode de génération que 
nous avons annoncé au n° 524 pour Thyperboloïde à une nappe, et prouvons 
que ioute droite B"^ïiï)^ï)"\qui s'appuiera mr trois génératrices qvelo^mques A, A', A'" 
du premier mode^ coupera nécessairement toutes les droites de ce système; par exemple, 
qu'elle rencontrera 4a génératrice A" en un certain point D". II s'ensuivra évi- 
demment que tous les points de cette ligne B^' se trouveront «ur le premier kyper- 
boloïde déjà construit avec les trois directrices fixes B, B', B'', et qu'ainsi une de 
ces dernières peut décrire encore celte même surface, en glissant sur trois droites 
du système A. 

Or, puisque, d'après le premier mode de génération, les trois droites A, A', A'" 
coHpent B, B', B", le quadrilatère LNN"'L'" donnera, en vertu de la formule (a), 

^'^ Ui;^' N'N MN'M'"ï7' 

mais, puisque la droite A'' renoontne les trois droites B, B', B", et que W" coupe 
aussi les droites A, A^ A"', le même quadrilatère fournira encore, d'après la for- 
mule (z)^ les deux relations suivantes : 

, X LU Yi'^W LM N'^M'^ ' 



(3) 



LD WW LU N'"N' 



DN W\J"~VL'" N'N' 

alors, les seconds membres des équations (2) et (3) étant égaBX en vertu de f équa- 
tion (i), nous en conclnrons cdlte nou<v«lte égalité 

^^ DN ' h'" U' ~ V U' ' N''N ' 

laquelle prouve (n' SX?) que les^ieux droites A'' et B'^' se coupent eioctiveiBenlen 
un point D". 
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529. Remarquons ici que le second membre commun des équations (i) et (2) 
est une quantité constante k qui demeure invariable, dès que la position des cinq 
droites B, B', B", A , A'" est fixée; d'où il suit que, pour une nouvelle droite quel- 
conque A^, qui s'appuiera sur les trois premières, on aura toujours 

/.. LL' . NN' 

(5) 



Or, si les trois droites B, B', B" se trouvaient parallèles à un même plan, on sait 
qu'elles diviseraient A et A'" en parties proportionnelles, de sorte qu'on aurait 
k=i; par conséquent , l'équation (5), qui devient alors 

LL' NN' 



L'L'"~N'N'"' 

prouve que, dans ce cas, les droites A, A', A'^^ seraient nécessairement aussi 
parallèles à un plan unique , mais différent du premier. Nous retrouverons plus loin 
cette conséquence, dans le paraboloïde hyperbolique (n* 553). 

530. Du plan langent. {Fig. 109.) Puisque, par chaque point de l'hyperboloïde, 
il passe deux droites (n"* 528) , Tune du système A, l'autre du système B, et que 
ces lignes sont elles-mêmes leurs propres tangentes, elles devront se trouver toutes 
deux dans le plan tangent relatif au point où elles se coupent; et, par conséquent, 
elles suffiront pour déterminer ce plan et pour trouver ses traces. Ainsi , lorsqu'on 
définira un hyperboloïde par les trois directrices B, B', B", et qu'on assignera le 
point de contact D sur une génératrice donnée A , il faudra construire (n* 521) au 
moins deux autres positions A, A'' de cette génératrice; puis en adoptant ces lignes 
A, A', A'' pour directrices, on construira une droite DD'D'' qui s'appuie sur ces 
dernières , et qui parte du point D. Alors cette droite DD' D" sera située sur l'hyper- 
boloïde, et en ccfhduisant un plan par les deux lignes AD'' etDD'D'', ce sera le plan 
tangent relatif au point D. Cette solution est trop simple pour que nous croyions 
nécessaire de la construire dans une épure spéciale. 

531. Lorsque les données d'un hyperboloïde seront assignées sur deux plans 
de projection, et qu'on citera seulement la projection horizontale D, par exemple, 
d'un point de cette surface pour lequel on demandera le plan tangent, il ne sera 
plus possible de mener immédiatement la génératrice AD, avant d'avoir trouvé la 
projection verticale du point D. Pour cela il faudra , en général , conduire par ce 
point un plan vertical quelconque; chercher la section qu'il produira dans la sur- 
face , en construisant les points de rencontre de ce plan sécant avec diverses généra- 
trices qui s'appuieraient sur les droites données B , B', B'', et enfin projeter, sur cette 
section, le point D assigné sur le plan horizontal. Alors, connaissant les deux pro- 
jections du point de contact, on pourra aussi construire les projections de la géné- 
ratrice A qui passe par ce point , et l'on rentrera dans le cas du numéro précédent. 
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532. Du CBNTRB de ChyperholcUde. (Fig. ii40 Cette sarface est douée d*un 
centre, c'est-à-dire qu'il existe un point lel^ que toutes les cordes de la surface qui 
passent par ce point s'y trouvent divisées chacune en deux parties égales. Pour démontrer 
cette proposition , représentons par B , B\ B'', trois directrices primitives qui satis- 
fassent aux conditions énoncées dans la définition du n"" 521 : nous pourrons alors, 
par les droites B' et B'', conduire deux plans distincts B'DC et B"CD, parallèles Tun 
et Tautre à la directrice B, et ces deux plans se couperont suivant une droite ACD 
.évidemment parallèle à B; de sorte que cette ligne ACD sera une génératrice de 
rhyperboloïde proposé, puisqu'elle s'appuiera sur B' et sur B'^ et qu'elle ira ren- 
contrer B à une distance infinie. De même , en conduisant par B'' et par B deux 
plans B^'GH et BHG parallèles à B', ils se couperont suivant une droite A'GH, qui 
sera encore une génératrice de l'hypcrboloïde ; et l'on en trouvera une troisième 
A^'KE au moyen de deux plans BHF et B'DI , parallèles à B'^, et menés par B et B'. 
De là nous conclurons d'abord que chaque génératrice d'un système a sa parallèle 
dans le système opposé; car ce que nous avons dit ici de B s'appliquera également à 
toute autre génératrice B'', W,..., laquelle peut être prise pour directrice au lieu 
deB (n*528). Ensuite les six plans que nous avons construits ci-dessus forment 
évidemment un parallélipipède qui a , pour arêtes opposées^ les six droites B, B\ B'^, 
et A , A\ M" ; et je dis que le centre de ce parallélipipède est aussi le centre de 
rhyperboloïde. 

Pour le démontrer, je mène par un point M, pris arbitrairement sur la direc- 
trice B une droite M'MM'' qui coupe les deux autres directrices en M' et M'^, et qui 
sera ainsi une génératrice du système A; puis, je la compare avec une génératrice 
du système B, qui, s'appuyant sur A, A', A'^, serait parallèle à RDM' M''. Pour obte- 
nir celle nouvelle génératrice , je prends les distances 

DN=HM, GN'=EM', EN"=GM", 

et les trois points N, N', N^, ainsi déterminés, se trouveront en ligne droite. En 
effet, en tirant les lignes OM et ON, les triangles OMH et OND, qui sont visiblement 
égaux, prouveront que les côtés OM et ON sont égaux et en ligne droite ; la même 
conséquence aura lieu pour les lignes OM' et ON', OM'' et ON'', en vertu de triangles 
égaux que l'on aperçoit aisément. Ensuite, les triangles MOM' et NON', égaux par 
ce qui précède, entraîneront le parallélisme des côtés MM' et NN'; et enfin, MM" 
sera parallèle à NN" en vertu des triangles égaux MOM" et NON". Par conséquent, 
les deux portions N'N et NN" ne formeront qu'une seule ligne droite, "qui sera une 
génératrice du système B , parallèle à la génératrice M'MM" choisie à volonté dans 
le système A; d'ailleurs, on voit par là que deux génératrices parallèles se trouvent 
toujours dans un plan passant par le point , et sont également éloignées de ce point. 

Cela posé, si, par un point arbitraire P de la droite M'MM", on tire une corde 
POQ qui passe par le point 0, elle ira nécessairement percer rhyperboloïde en un 

5* édit. 30 



Sk8A LIVAE vu. — DES ^UMAOLS GiUJCHSS. 

point Q situé sur N'NN''^ et, d'api'ès les relations ci^dessus élablies, on «nra éyi- 
demment OP=OQ; dooc, puisque cette conséquence est vraie pour tout poini P. 
pris sur rhyperboloïde,,. il demeui*e prouvé que le point est bien le centre de celte 
surface (*). 

533. Observons que, quand il s'agira seu\emeut de comlruire ce centre ^ on Tob- 
tiendra sans tracer le paralléiipipède dont nous venons de parler, ea cherchant, 
l'intersection des trois plans menés par la droite donnée B et sa parallèle A, par B' 
et sa parallèle A', par B'^ et sa parallèle A''; car chacun de ces plans diagonaux 
passe évidemment par le centre du paralléiipipède , qui est celui de Thyperboloïde. 
D'ailleurs, on peut dire que ce sont là troisplaus asympiotiques de la surface^t comme 
nous l'expliquerons au n"* 5^ 

b$k' En résumant les pro{K)si(ions précédentes, on voit que dans Thyperbo- 
loïde à une nappe, i*" il existe deux systèmes de ^nératrices reetilignefi 

A, A', A^ A^..., et B,B',B', B'%..., 

dont chacune coupe toutes les droites du système opposé (n"" &28); cependant, 
chaque génératrice A' a sa parallèle dans le système B (n"" 532) , et réciproquement ; 
de sorte que pour ces droites comparées doux à deux, U rencontre n'a plus lieu 
qu'à une dislance infinie. 

2"" Deux génératrices du système A ne se trouvent jamais dans un plan unique 
(n"* 522); il en est de naôme des génératrices du système B, puisque ces dernières 
s'appuient aussi (n*" 528) sur trois droite» du système A, lesquelles sont dans des 
plans différents. 

3* Trois droites quelconques du système A ne sont jamaifi paraUèle$ à êuiiaénàe 
plan; car, si cela avait lieu , il s'ensuivrait par le n"" 529 que les directrices B, B', B", 
sur lesquelles s'appuient toutes les génératrices du premier mode, seraient aussi 

(*) Cest M. J, Binct qui a fait connaître {Journal de C École Polytechnique, i6' criiîer), parmi 
(TautreB paralléHpIpèdeB eoncentriqoes avec Thyperboloïde, ceux qoî sont ainsi formés par trois 
génératrices quelconques d'un systèim, jointes à leurs pariMèles dans le système opposé. Ce satmat. 
géoinètre en a déduit beaucoup de conséquences intéressantes; mais ici nous ferons seulement ob-* 
server: i* que chacun de ces parallélipipèdes est circonscrit à Tliyperboloïde , puisque chaque face 
renferme deux génératrices, et devient tangente dans le point où se coupent ces droites; «• qu*lli 
offrent une construction graphique fortélégante, pour tpoaver le centre de la suriaoeganebetléÉlnie 
par trois directrices rectUigaes; 5* qi*il8 ne sont pas moins atHes sooa le rapport analytique, puiSr- 
qu'en adoptant ce centre pour origine des axes coordonnés, choisis parallèles aux trois directrices 
assignées, Téquation de la surikce se présentera sous la forme trèsnsimple 

aS Çy QPf 

En effet, les axes actuels étant évidemment trois arêtes du cône asymptotlque, il doft arriver que 
dhat)ue pfan coordonné coope la surface snivant nn bypert)ole qui aft pour asymptotes les deui axes 
eotttenus dani ce plan. 



paraltèleB ioateB irais à «a même plan^ ce qui »t contraire à la définilion du 
dT 821. BéeipPoqaemeDt iroÂB qvelcoDqoes des génératrices du système B ne se 
iroaYeot jamais parallèles i un même plan; car cela eotraiBeraîl aussi (u'^âSd} 
une restriction semblable pour les droites du système A^ sur lesquelles s'appuient 
ces géaéralrices du secoad.mods. 

4* Le centre de Thyperboloïde est placé au centre du parallèlipipède construit 
avec trois droites quelconques du système A, joinles aux trois génératrices du sys^ 
ftème B, qui se trouvent resfïecUvement parallèles aux trois premières (n° 582); 
ou pins simplement, il est donné par Tinleisection de trois plans asymptotiiq[ueB 
(n* dSâ). 

5* Usa droite queteonque D ue saurait percer Thyperbololde en phis de deux 
points ; car, si etle avait trois points comnHins avec cette surface, la droite D s'ap- 
puierait sur trois génératrices de l'un ou de l'autre système, de sorte qu'elle coïn- 
ciderait tout entière avec la surface. D ailleurs, pour obtenir ces points d'intersec- 
tion , il faudra oonstruine, comme au n*" 531, la Wlion faite dans l'hyperboloi'dc 
par un plan vertical ou horizontal , conduit suivant la droite D. 

535. Laèurjàce yauche engemlrée par une droite qui gliêse sur trois aiUres droiêes 
fiwes mm .pandléies à un mime plan , eât laantiQliB avec Vhffperbolotde à tme nappe 
que nous avtmâ décrit au n*" 83. En eflet, cette surface gauebe est d'abord du 
second degré, puisque, sans efiectuer les calculs, il est aisé de voir que les condi- 
tions par lesquelles on exprimerait que la droite mobile a un point de commun 
avec chaque directrice, ne-pourraient conduire qu'à une équatkm du second degré. 
Ensuite, cette surface gauche est douée d'un centre (n* 532); donc, comme elle 
ne saurait être évidemment ni un cône, ni un cylindre, qui* sont déveToppables, il 
faut qu'elle soit un ellipsoïde ou l'im des deux hyperboloïdes. Or Tellipsoïde est 
une surface limitée eu tous sens (u* 81) qui ne saurait admettre pour génératrice 
une droite indéfinie; d'un autre côté, l'hyperboloïdedu n"" 85 présente deux nappes 
séparées par un in^rvalle imaginaire, de sorte qu'une droite indéfinie et continue 
ne saurait évidemment s'appliquer tout entière sur celle surface; par conséquent, 
on est ramené à la proposition énoncée au commencement de cet article. 

53& (Fig* 119.) Pour manifester plus clairement Tidentité dont il s'agit, et qui 
peut paraître assez étrange au premier coup d'œil, nous allons démontrer syn- 
thétiquement que Thyperboloïde décrit au n' 83 admet en effet deux sfjsièmeê de 
géBérairices reciilignes. D'après la définition de cette surface» toutes les sections 
perpendiculaîpas à son axe imaginaire sont des ellij)ses seoMabks : si dpnc nous. la 
coupons par trois plans horizontaux «'a', VX\ V'^X", dont le premier passe parle 
centre et dont les deux autres soient à égales dislancés, au-dessous et au-dessus de 
ce point, nous obtiendrons l'ellipse de gorge {abef^a'é) et deux autres ellipses égales, 
projetées horizontalement sur YUXY qui a ses axes jpiarallèles et .proportionnels à 
ceux de abef. Cela posé, en menant à cette dernière uMlJ»geiito'qiieteouquaABiB, 
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on sait que les parties AD et DB seront égales (*); si donc, nous joignons le point 
(D, D') avec (A, A') et (B, 6') , nous obtiendrons deux droiles (AD, A' D') et (DB, D' g') 
qui seront nécessairement le prolongennent Tune de Tautre, puisque ce sont les 
hypoténuses de deux triangles rect.ingles évidemment égaux, projetés sur DTA' 
et D'r'6'. D*où il résulte que la droite totale ( ADB, A'D'6') a trois points de comt- 
muns avec Thyperboloïde, et, conséquemment , elle est tout entière sur cette surface ^ 
attendu que celle-ci est du second degré. 

Maintenant, projetons le point A sur Tellipse supérieure en a', et le point B sur 
Tellipse inférieure en B^ puis, joignons ces deux points dans l'espace avec (D, DQ; 
nous obtiendrons encore deux droites (BD, B'D'), (BA,D'a ), dont on prouvera 
de mémo la coïncidence; de sorte que la droite totale (BDA, B'D'a) aura trois 
points de communs avec Thyperboloïde , et, par suite, elle sera située tout entière 
sur cette surface du second degré. 

537. {Fig. 119O De là nous pouvons conclure que tout plan vertical ADB, 
tangent à Tellipse de gorge, coupe Thyperboloïde suivant deux droites distinctes, 
qui se croisent en (D,D') sur cette gorge, et sont inclinées symétriquement de part 
et d'autre de la verticale D. Par conséquent, cette surface peut être regardée 
comme produite par le mouvement de la génératrice (AD, A'D'), ou de la génératrice 
(BD, B'D') assujettie à glisser constamment sur les trois ellipses semblables 

(XYVU,X'V'), {abef.c^e'), (XYVU, X"V^); 

car on sait (n^StS) que ces conditions règlent complètement le mouvement d'une 
ligne droite. Les diverses positions de ces deux génératrices présenteront donc 
deux systèmes de droites indéfinies, situées toutes sur Thyperboloïde, savoir : 

[A] (AD, A'D'), (A,E,A',EO, (A,F, A', F),..., 

[B] (BD, B'D'), (B,E, B^E'), (B3F, B', F'),..., 

et les unes comme les autres se projetteront verticalement sur des tangentes à Phy- 
perbole X'' a' X', V" e V, contenue dans le plan vertical VX. En effet, au point (N, N' ), 
où Tune de ces génératrices vient percer ce plan VX, le plan tangent de la surface 
est perpendiculaire au plan vertical , attendu quMl contient la tangente à IVllipse 
horizontale qui aurait son sommet en (N, N'); donc la génératrice (BND, B'N'D') 
se confond, en projection verticale, avec la tangente de l'hyperbole (X'^a'X', aX) 
qui est aussi dans ce plan tangent. La même circonstance arrive pour la droite 
(ADN, A'D'N'^)dontla projection verticale touche cette hyperbole au point (NjN'^); 
et les asymptotes sont fournies par les génératrices (6K, 0'K'),(/B,,0'B',) , les- 
quelles, étant parallèles au plan vertical VX, ne toucheront pîus l'hyperbole qu*à 
l'infini. 

n Cette proposition se démontre aisément, parla définition purement géométriqQe des diamètres 
conjugués et des courbes semblablesp 
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538. Deux génératrices quelconques du système A ne sont jamais dans un même 
plan^ et la surface est gauchk. Considérons , en effet, les droites (AD, A'iy)et 
(A, G, A', G'). Si elles se coupaient, leur point de section serait projeté horizon-* 
talement en M; mais, pour la première de ces droites, le point M, étant au delà 
de D qui appartient à l'ellipse de gorge, devra se trouver sur la nappe supérieure 
en M"; tandis que pour la droite (A,G, A'^G'), le point M, étant en deçà de G, 
appartiendra nécessairement à la nappe inférieure, et sera projeté en M^ Donc les 
droites proposées ne se coupent pas, et d'ailleurs il est bien évident qu'elles ne 
sauraient être parallèles. 

On prouvera de même que deux génératrices du système B ne sont jamais dans 
un plan unique. 

539. Au contraire, chaque génératrice (A, G, A', G') du premier système coupe 
toutes les droites du second, par exemple ( BD, B'D'). Car le point M, où se rencon- 
trent les projections horizontales de ces deux droites, est placé, sur Tune et sur 
l'autre, en deçà desipoints 6 et D, qui appartiennent à l'ellipse de gorge; donc 
les deux points projetés en M sont sur la nappe inférieure de l'hyperboloîde, et, 
par conséquent, ils se projettent t^ la fois en M\ puisque cette nappe ne peut évi* 
demment être coupée parla verticale M qu'en un seul point. Observons, cepen- 
dant, que quand on choisira une génératrice du système A et une du système B 
qui passeront par les extrémités d'un même diamètre de l'ellipse de gorge, ces 
deux droites se trouveront parallèles; mais du moins elles seront encore dans an 
plan unique. 

On démontrera de même que chaque génératrice du système B coupe toutes 
celles du système A, excepté une seule qui lui est parallèle. 

5b0. Or, le mouvement d'une droite étant complètement déterminé (n* 521) 
par la condition que cette ligne mobile s'appuie constamment sur trois droites 
fixes, il en résuite que si Ton fait glisser la génératrice (AD, A'D') sur trois droites 
quelconques du système B, elle ne pourra prendre que les positions A,, A3, A, ,..., 
qui toutes rencontrent ces trois directrices (n*" 539); de même, la génératrice 
(BD, W)j en glissant sur trois droites du système A, viendra coïncider néces- 
sairement avecB,, B,, B,,.... Par conséquent, l'hyperboloîde .actuel nous offre 
bien tontes les propriétés que nous avons déjà reconnues dans la surface gauche 
du n* 521; et, si les trois ellipses directrices étaient des cercles, on retomberait 
sur Chyperbolakle de révolution dont nous avons parlé dans les n** IftO» ihly^ ••• 

5(kl. Du plan tangent. ( Fig. 119.) Lorsque l'hyperboloîde à une nappe est défini 
par les trois ellipses semblables citées n* 537 (courbes que Ton peut aisément con- 
stmire, dès que les trois axes Oa=OV, 06, OV de la surface sont assignés), 
il est bien facile de trouver le plan tangent relatif à un point donné par sa projec- 
tion horizontale M. En effet, lA nous tirons par le point M une tangente AMB à 
l'ellipse dégorge, ce sera la projection de deux génératrices , représentées sur le 
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plan verlical par Â' D' et B' D\ et sur losquellos il faudra projeter le point donné 
«n M^' ou en M'; de sorte qu'il y aura deux positions pour le point proposé. Coii«» 
^Âdérone d'abord le poini (M, M^') situé sur la droite (ADM, Â'D-M'') : il y passe 
une seconde génératrice appartenant au système B, savoir (B, GM» 6',G'M"), ki- 
qoelle s'obtient en tirant par le point M la nouvelle tangente ilGB, à l^dUpse de 
^orge. Alors, Tenseaible de ces deux génératrices déterminera complètement 
(n° 5d0) le plan qui touchera Thyperboloïde au point (M, M^), et les pieds de ces 
droites fourniront immédiatement la trace horizontale AB, P de ce plan tangent. 

Quant à sa trace verticale PQ'^ on l'obtiendra par le secours de Tborilontale 
(MQ, W'Q'') menée parallèlement à AB,. 

Pour l'autre point (M, M') on combinera ensemble les deux génératrices 
([BMD, B'M'D') et A,MG, A'.M'G') qui s'y coupent; et la trace horizontale du 
plan tangent relatif à ce nouveau point sera la droite A, B, qui se trouvera évidem- 
ment parallèle à AB,. La trace verticale s'obtiendrait par le même moyen que pré- 
cédemment. 

. bk2» Pour obtenir une symétrie convenuble dans la représentation de l'hyper- 
boloïde au moyen deses génét*atrioes rectilignes, il est essentiel 4e choisir lescordes 
AB, A, B,, A, B,,..., sur le plan liorizontai, de manière qu'elles reviennent tôt ou 
tard abcHitir deux à deux aux mêmes points de Tellipse XYVU. Or, si cette courbe 
était un cercle , on sait (n^* 150) que l'on remplirait cette condition en partageant 
ia circonférence en un certain nombre de parties égales , et en tirant des cordes 
qui sons-tendissent un nombre constant de ces arcs partiels; d'ailleurs, ces cordes 
se trouveraient bien tangentes au cercle de gorge ^ qu'elles traceraient par leurs 
seules intersections successives. Si donc , en supposant celte construction effectuée 
(pDW le cercle i4éerit sur VX comme diamètre, on imagine qu'il tourne. 4kfib)ur 
4le YX, d'une centaine quantité angulaire propre à lui donner pour projection l'e^ 
iipse XYVU, il arrivera bien que les cordes primitives se projetteront sur .d'autres 
cordes^ qui viendront nécessairement aboutir, deux à deux, aux miémes points de 
eeUet «ellipse; et en outre, oes jiouvellea cordes senoat >éTidemment tangentes à 
J'dlîpse intérieure suivant laquelle se projettera le cercle de gorge primitif. fJkbii 
je.oonclus qu'il faut oboisir les points A, A, , A^,.. . , jde telle êorte qu'ils r^ntleat 
aux ordonnées qui diviseront le cercle YX<en arcs égaux; et tracer ensuite dans 
'l'ellipse XYVU, des cordes AE, A^B,,..., qui sous^tendent an nombre oonsiantàe 
ces ar.C8 é'^fellipiât quoique ceux-ci ne soieot plns.de même longueur. Une fois que 
\\m génératrices seront ainsi déterminées sur le pian borisontal , on eu ccfeidnra 
4iisémeut les projeciions verticales, es :projetanl les e&trémités A et B^n A-ebéS 
etawfti^ena'et B^ sur tes deux parallèles VX' et V'X^O'aiileura, les Intmeo- 
-tîous consécutives de toutes oes géoériatrices^si elles sont assez mttHipliée&, suffi- 
<root ipour dessiner par elles-mêmes le ociitaur de TdUpee de gorge aiir le plan 
«èwisoqtai» ^al îles, deux brandies de ^hyperbole paraUèie ^an plan Yfirtiçal. - 
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5Ji3é Du cens ASYMPTOfrs de IhgperboUade. (Flf. 119.) 8î par le centre (0^ i^y. 
(le cette dernière surface^ ou aie»ail des droites respectivement paraltMes MX dî» 
verses génératrices du système A, elles le seraient en môme temps aux génér»*' 
trices du système B, puiiqne chaque droite d'un système a sa parallèle, dans 
Tautre (q* 532); et l'on formerait ainsi unesurfoce coniqne qai serait ast^mpioier 
de rbyperboloïde proposé. Pour le prouver , chercbons d'abord quelle sera la 
trace horizontale de ce cène. En considérant Taréte quelconque Om et les deux 
génératrices DA et HB qui lui sont parallèles , ces trois droites seront dans un 
môme plan passant par le diamètre horizontal (DOH, IV 0') ; donc la trace de ce 
plan sera une corde RA parallèle à DOtt, et le milieu m de eette corde sena éw«- 
demmeot le pied de Taréte Om, En raisonnant de même pour une autre ar£le et 
pour les deux génératrices de Ibyperboloïde^ qui lui sont parallèles, on verra qu& 
la trace horizontale vmgx du c6ne en queslion sera fournie pair les milieux de 
toutes les cordes qui sous*lendront , comme RA, mi nombre canatant de divisions 
dans Tellipse VYX. Or, d'après ce que nous avons dit an numéro précédent, oa- 
sait que toutes ces cordes ont pour enveloppe une ellipse qu'elles tonchent en 
leurs milieux , et qui est semblable à VYX; donc la trace mnyx est effecti\'emenl 
une ellipse qui jouit de cette propriété, et dont le demi-grand axe O» est égal àfrK- 

Maintenant le cône que nom venons de construire est m^mptot» de Thyperbo- 
loïde; car, en coupant ces deux surfaces par des plane. horizoatanx, les sections 
seraient des ellipses respeetiveakent semblables à YYX et vyx^ et qui, comme ces 
dernières, auraient pour diOérence de leurs, demi- axes une quantité variable Yif 
égale a l'intervalle V'K' qui sépare l'hyperbole V'e'V de son asymptote O'K^ Or 
cet intervalle aporoche indé&iflBent de zéro, à mesure que Ton s'abaisse davan- 
tage au-dessous du centre 0^ ; donc aussi les deux sections faites dans Thyperbo* 
loïde et dans le cône par un même plan horizontal qui s'éloigne de plus en plus du 
centre, seront des ellipses semblables qui approcheront indéjmimmi de se con- 
fondre, quoique la première envetoppe toujours la seconda; donc ces deux sur* 
faces sont bien asymptotes l'une de l'autre. 

Sftiï. Dbs sBcnons plakes de rhifperbobmie. {Fig^. ^^^) ^^^^ obtenir l'ioter*- 
section de cette surface par on plan donné k, il suffit de chercher les pointa dama 
lesquels ce plan va couper les diverses génératrices A, A', A^,*.., que l'on sait 
construire (n*" 521) d'après la cotanaissance des trois directrices B, B', W\ pois, de 
réunir tons ces: pointa par an trail continu, la tasgcnte à cette courbe sera dooiiée 
par rinlerseetioB dui pi w % avec le p4an tangent de Thyperboloïde poar le point en 
question, plan que nous avons enseigné à construire (a* 580). 

6ft&. Dans le cas partinilier oè le plan donné « passerait par uom génératrice 
A du premier système, la seconde branche d'intersection serait nécessairement 
rectiHgnej puisque la surface est du second degré; et cette droite, qui appartien- 
drait au système B, s'obtiendraîl en cherchant seulement les deax poiain oè la 
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plan n coupe deux généralrices A' et A^ du premier système. D'ailleurs, ce pian i: 
serait îmgent à la surface dans le point de rencontre des deux génératrices qu'il 
renfermerait. 

5A6. Lorsque ces deux génératrices se trouveront parallèles entre elles, le plan 
TT devra élre considéré comme asymptote de Thyperboloïde , ou tangent dans le 
point infiniment éloigné où concourraient ces deux droites; alors le plan ir passe* 
rait nécessairement par le centre ( n"" 533) de la surface, et serait tangent au cône 
asymptote , comme on Ta vu ( n"" 5A3 ) pour les génératrices DA et. HR de la fig. 119. 
Ainsi , tout plan tangent au cône asymptote coupe lliyperboloxde suivant deux droites 
parallèles à C arête de contact de ce plan avec le cône. 

5A7. Pour reconnaître (t avance la nature de la soction produite par un plan donné 
ir, il faudra examiner s'il existe (|uelque génératrice parallèle au plan sécant; parce 
qu'alors la section admettrait une ou deux branches infinies. A cet effet, on con- 
struira la trace du cône asymptote sur le plan horizontal , en menant par le centre 
de rhyperboloïde, déterminé comme au n"" 533 (ou même par un point quel- 
conque de Tespace) , des parallèles à un nombre suffisant de génératrices A, A', 
A'',... ; puis, on conduira par le sommet de ce cône un plan tt' parallèle à tt, et alors 
il pourra se présenter trois cas distincts. 

1*. Si la trace horizontale du plan tt^ ne rencontre pas la base du cône asymp- 
tote, il n'existera sur ce cône aucune arête parallèle à tt; et il en sera de mémo 
des génératrices de l'hyperboloïde , qui sont (n''5tô) respectivement parallèles à 
ces arêtes. Donc, dans ce cas, la courbe de section n'aura aucun point situé à l'in- 
fini , et elle sera une ellipse. 

2^ Si la trace horizontale du plan t:' coupe en deux points la base du cône 
asymptote, il y aura sur ce cône |deux arêtes a et a! parallèles au plan tt, et aussi 
dans rhyperboloïde deux génératrices de chaque mode (a et 6, a' et 6') qui rem- 
pliront cette condition; par conséquent, la section faite par le plan tt admettra 
deux branches infinies, et sera une hyperbole. Pour en trouver les asymptotes, on 
mènera le plan P , qui touche le cône asymptote (*) le long de l'arête a; et comme 
ce plan renfermerait (n''5&6) les deux génératrices a et 6 qui , sur rhyperboloïde , 
seraient parallèles à «, il est tangent à cette surface pour le point infiniment éloi- 
gné où n et 6 iraient rencontrer le plan sécant n : donc l'intersection des plans P 
et 7; donnera ^a^ymptote de cette branche. L'auti^ asymptote sera fournie par 
l'intersection du plan tt avec le plan F qui touchera le cône asymptote suivant 
l'arête af; car c'est dans ce plan F que seraient contenues les deux génératrices 
a^ et b'j qui sont parallèles à ex!. 

3\ Si le plan tt', mené par le sommet du cône asymptote , touche ce cône sui- 

n II faut, ici, que ce c6ne ait été construit de manière que son sommet soit précisément au 
centre O de rhyperboloïde , que l*on sait trouver par le n* 538. 
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(les génératrices A , A', A",.--» deviendront le» directrices. Pour le prouver, démiw* 
irons qnetml plan DW ^ jmraliète mx* éêux' direcitiee&iB^ ei'V'^ ccmpe'lê fmpab&- 
toTdè suivant tme droite; cei qui se rédmt'à faire voir que lés troisipwnts D , D-, D*', 
on ce plan reneonlretfois'génénrtrioeeqii€*e»nques^A, A^ A^, se trou vent 'en ligne 
di-oîte. 

Projetons la flgoref enfWvosur tin plftn QOX, paraltète aussi aux' deair direc- 
trices B et B', et^employons- poyr lignes projetantes» desfditnlè»obliqii«»î(*), ohmb 
parallèles toutes à imelifçne PO menée arbitrairement dMsl^ plan directeur POX. 
Alors B et B* deriendhont deux lignes qfueteonques bel b^; rnaisles droïle&MON, 
JPiyN', Wî)*^^, ayant leurs plâw» projeté rrts^paralléftéft à P; se projè»lbront soi* 
vaut des droites mdn, w/fïn'^ in^^é^n'^, né^essairennefit pvmrM^fes'à^l'Mntersecil}^^ 
des deux plams P et 0- Ce*a posé, on anra'évjdemfnent* 

DN ~ du ' D' N' ~ d'n' ' D'^ N'' ~ ZZ' 

mais, d'un autre côlé, le plan DUV étant parallèle aux deux lignea-B-et B'y.onpeul 
regarder les droites A, A', A", comme coupées par trois plans parallèles, et, 
d*après un théorème connu de la géométrie ordinaire, on aura les rapports égaux 

qui ^» en vertu de» égalités précédentes^ donneront encore 

md_m^_n^ 
dti "" rfV'~(fw"* 

Or, puisque ces rapports é^aux subsistent entre des droites mn^m'n\^ m'^n'^.q^ 
aont ppraUèles entre elles, il en résulte nécessairement qpe les trois points d^.d'j, d'[, 
aont.sur une même droite qui convergerait avec b et b^ vers un point unique ;.d*où 
il suit que les points de respace D,.D!, D% se trouvent dans le plan projetant passant 
pai: la droite dd' d!' \,Qi comme ils sont d'ailleurs dans, le j^^xx DUV,, qui est distinct 
de ce plauiproj^tant^ il eu réàulte que ces. trois points 0, DVD'\ sont effectivement 
en ligne droite. 

552.. {Fhy ^ '^0 l)'â|^rès cela^.^î ton fait glisser sur xleax*iiçnéralriccs A ^JSJ^du 
pxeniier mode une droite mobile B'' assujettie en outre à demeurer parallèle au plan Q^ 
elle engendrera le même parabololde qpe ci-dessus; car, lorsque B'' passera parle 
point D par exemple, elle ne pourra manqper de coïncider. avec la droite DD'D^.jinii 

(*) Nous avions, dès Tannée iSiS, démontré cette proposition en ooosecvant tea projecUoaa^>c* 
tbogonales, et employant un plan QOX perpendiculaire au plan directeur P; ce qui laisse subsister 
tons les raisonnements et les calculs du texte. Mais la marche actueUe ofl^'e ràvantagéde mettre sous 
les yeux dà lèct«itr le second'plan directeur Q <<)u*adtnet le ptraDotoIdè hyperUolkt«3. 
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«st située (n* 551) sur ce paraboloïde, et qui remplit déjà les CMditions imposées 
à B". Ainsi, voilà un second mode de génération où le nouveau plan directeur QbèI 
panilèle aux deux directrices B et B^ de Tancien mode, et où les directrices' iiou* 
Telles sontdenx génératrices quelconques du premier système Â. 

ôôâ. Maintenant, essayons de faire mouvoir une droite B'^ de manière xiu'elle 
s'appuie constamment snr trois droites quelconques A , A', A'V du premier système, 
sans lui imposer la restriction d'être parallèle à un plan directeur. Ces conditions 
suffiront pour régler complètement (u"" 521) le mouvement de cette génératrice; 
et quand elle passera par le point .D, par exemple, elle devra encore coïncider 
avec DD'D'', qui remplit déjà les conditions énoncées : donc B" va ainsi décrire le 
mômeparaboloîde que précédemasent. Par conséquent, voilà un troisième mode de 
génération , dans lequel cette surface est produite par le mouvement d'une droite V 
qui glisse constamment sur trois droites fixes A, A\ Pi!\ lesquelles «ont parallèles à 
un même pbn; car ici ces trois directrices, au lieu d'être tout à fait quelconques, 
se* trouvent, par la définition du n"* dft9, parallèles toutes au plan P : de sorte que, 
sous ce peint de* vue, 'le paraboloïde byperisoliqtre est un cas particulier de lliy- 
perboloïde à une nappe (n"" 521 ). D'ailleurs , quoiqu^on n*ait pas imposé à la droite 
mobile B'^ la restrrction de demeurer parallèle à un plan fixe, elle ne laissera pas 
de remplir cette condition, puisque les positions qu'elle prendra , comme DiyB^, 
sont déjà toutes parallèles au plan Q ; ce qui s'accorde avec la remarque du 
n»92». 

Il est aussi évident que ce mode de génération admet, pour réciproque, au qua- 
trième mode dans lequel on ferait mouvoir la droite A sur trois quelconques des 
génératrices du syst^e B; x;ar cette droite 'A ne pourrait prendre (n* 521) que les 
positions A', A",... , qui remplissent déjà cette condition , et elle demeurerait ainsi 
parattèle au plan P, quoiqu'on ne lui eût pas imposé cette restrrction. 

d5l!|. {Fig. 1 1 5.) Il résulte évidemment de là : r"" que par chaque pbint'D pris à 
volonté sur le paraboloïde, il passe deux droites situées tout entières sur la surface, 
et appartenant l'une au système A , l'autre au système B ; s* que deux génératrices 
appartenant au même mode ne sont jamais dans un plan unique, puisque ce qui 
a été prouvé (n* 550) pour les droites A , A', A'',..., s^applique évidemment aussi 
aux droites B, B', B^,...; 3' que chaque génératrice d'un système coupe toutes Tes 
droîles de l'autre mode, sans tfu'ily *en ait éenx de parallèles : car, si cette chtx)n- 
stance avait lieu pour A" et B", par exemple, ils- ensuivrait que ces droites seraienft 
aussi parallèles à l'interseelion OX des deux plans directeurs, ce qui est hnpossibie, 
à moins qu'on ne les regarde comme placées à une distance infinie; 4'' une droite 
quelconque ne peut travei*ser le paraboloïde qu'en deux points : car, «i elle avait 
troîs'points communs avec cette surface , elle s'appuierait sûr trois génératrices, 
et, par conséquent (n'553), elle coïnciderait tout entière avec te paraboloïde. 
D'ailleurs, pour obtenir les points d'intersection, il faudra construire la section 
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faite dans la surface par un plau vertical ou horizontal , conduit suivant la droite 
donnée. 

555. Enfin , puisque dans le premier mode de génération les diverses posi- 
tions A, k'j k\..^ de la génératrice sont fournies par des plans parallèles à P, qui 
coupent les directrices B et B' aux points M et N, M' et NVfM on sait, parla géo- 
métrie ordinaire, que ces plans diviseront les droites B et B' en parties proportion- 
nelles, c'est-à-dire que l'on aura 

d*oii il résulte qu'au lieu d'un plan directeur, on pourrait assigner deux, positions 
primitives A et A^ de la droite mobile, puis exiger que celle-ci glissât sur B et B' 
de manière à intercepter toujours des partieé proportionnelles avec MM' et NN'. Cette 
marche sera d'un usage fort commode pour l'exécution en relief du paraboloïde 
hyperbolique; car, après avoir construit un quadrilatère gauclie^ tel queMNN'^'M ', 
dont les côtés et les angles soient invariables, il suffira de diviser les côtés oppo- 
sés MM''' etNN'"en un même nombre de parties égales ; puis, enjoignant les divi- 
sions correspondantes par des fils tendus en ligne droite^ on obtiendra une repré- 
sentation fidèle de cette surface. Pour y introduire en même temps les génératrices 
du sjstènieB, il n'y aura qu'à diviser aussi les deux autres côtés MN et M'" N'" en un 
môme nombre de parties égales, et joindre les points de division correspondants 
par d autres fils , qui devront alors s'appuyer d'eux-mêmes sur les premiers , et ne 
former qu'une seule et même surface, où les deux modes de génération se trouve- 
ront exprimés d'une manière bien sensible {voyez n* 566 et Idfig. 120). 

556. Du plan tangent. (Fig. 1 15.) Lorsque le point de contact G sera donné sur 
une génératrice connue AMGN , il suflira de construire seulement une seconde géné- 
ratrice A' du même mode, en employant le procédé du n"" 5{|9, si le paraboloïde est 
défini par un plan directeur P ; et , s'il l^était par trois directrices B , B', B", parallèles 
à un même plan , on emploierait la marche du n° 521. Quand une fois on connaîtra 
les deux génératrices A et A', on les coupera par un plan mené du point G paral- 
lèlement aux directrices B et B', et la droite GH, qui réunira les points de section, 
sera située (n* 551) sur le paraboloïde; donc le système des deux droites AG 
et GH, qui sont elles-mêmes leurs propres tangentes, déterminera le plan tangent 
de la surface pour le point donné G. 

557. Si l'on assignait seulement la projection horizontale g du point de contact, 
sans donner la génératrice qui le contient, il faudrait chercher d'abord la seconde 
projection de ce point. Pour cela , on ferait passer par g un plan vertical quelconque; 
dont on déterminerait les intersections avec diverses génératrices, et la suite de ce^ 
points fournirait la projection verticale de la section faite dans la surface ; alors on 
projetterait le point 9 sur cette couche, et, ayant ainsi les deux projections g et g' 
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du point de contact, il swait bien facile de mener la génératrice qui , passant par ce 
point, s'appuierait sur B et B' : de sorte que Ton serait ramené au cas précédent. 

558. La surface gauche qui nous occupe est identique avec le paraMalde hyper^ 
bolique que nous ayons décrit au-n"" 89. En effet, celle surface gauche est du second 
degré; car, sans effectuer les calculs, il est facile de voir que les conditions par 
lesquelles on exprimerait que la droite mobile Â a toujours un point dé commun 
avec B et avec B', et demeure parallèle au pointP choisi, si Ton veut, pour un des 
plans coordonnés, conduiraient à une équation qui ne dépasserait pas le second 
degré : et celle conséquence s'accorde avec la dernière remarque du n* 55{|. En- 
suite, cette surface gauche n'admet aucune section plane qui soit une courbe fbbmée, 
comme nous allons le démontrer (n"" 56h) ; d'ailleurs, elle ne peut être un cylindre 
à base hyperbolique ou parabolique, attendu qu'elle est gauche: il faut donc qu elle 
coïncide avec le paraboloïque hyperbolique (n"* 89) , puisque toutes les autres sur- 
faces du second degré admettent, par leur génération même , des sections elliptiques 
(t;oyez livre II, chapilre I"). 

559. Sections planes du parabolcfide hyperbolique. (Fiy. ii5.) On obtiendra la 
courbe d'intersection de cette surface avec un plan donné tt, en construisant les 
points où ce plan coupe les diverses génératrices A, Â', Â'^...; et ^a tangente à 
celle conrbeen un poiut donné, résultera de l'intersection du plan tt avec le plan 
tangent au paraboloïde, pour le point en question, plan qui se construira comme 
au n"" 556. Quant à la nature de la section , on peut la prévoir d'avance par les 
règles suivantes. 

560. D'abord , si le plan sécant n passe déjà par une droite A du paraboloïde, 
l'autre branche d'intersection sera encore rectiligne, puisque cette surface est du 
second degi^ : on l'obtiendra en cherchant seulement les points IV et D'', où n va 
rencontrer deux autres génératrices A' et A'', du même mode que A ; et la section 
totale se composera des deux droites A et DD'D'^ de sorte que le plan tt se trouvera 
tangent en D, et sécant partout ailleurs. 

561. Dans le cas, plus particulier encore, où le plan ir, qui passe par A, se trou- 
verait parallèle au plan directeur P, qui correspond à cette génératrice, il ne cou- 
perait plus les autres génératrices du même mode; de sorte que la seconde branche 
d'intersection qui était tout à l'heure DD'D", s'éloignerait tout entière à l'infini. 
Donc alors la section se réduirait à la droite unique A ; mais le plan n devrait'lloa- 
jours être considéré comme tangent au paraboloide dans le point infiniment éloi- 
gné situé sur A, ou bien comme un plan asymptote de la surface. 

562. Généralement, soit n un plan quelconque qui n'est pas parallèle à l'in- 
tersection OX des deux plans directeurs; il coupera ceux-ci suivant des droites S 
eii\ non parallèles à OX, et alors il existera dans chaque système une génératrice 
parallèle à ir. En effet, conduisons par la directrice B un plan BGE parallèle à la 
trace d ; ce plan coupera nécessairement la directrice B^ en un certain point N^, ^t 
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en menant par ce point la droite N^'M'^Â'' parallèle à d, elle ira rencontrer la diree- 
trice B, et sera évidemment une génératrice parallèle^ an plan n» Bi Ton opère d^une 
manière semblable ponr latraeed^, en menant par la génératrice A un plan<][}arral- 
lèle à Sf, il coupera une antre droite A' du même systèmeen un point D', par 
lequel on ponrra conduire une autre génératrice B'\ qui sera paraUèle à è' et. au 
pian TT. De là on doit conclure que la-section fiaiteipar ce plan '?r' présentera -deu-x 
branches ouvertes , qui convergeront vers les pointis infiniment' éloignés où- tt irait 
rencontrer les deux génératrices A^' et B'^ ; ainsi cette section sera mie'hffpefbàled^ïkl 
nous allons construire (es asymptotes. 

Menons par la génératrice A^' un pian V parallèle à P:'ce plan Tt'sera tangent 
(n"" 561 ) au paraboloïde dans le point ^situé à Tinfini -sur A'^; donc Pin ter-section* de 
ce plan tangent avec le plan n de la courbe, fournira Tasymptoteide la b^anche>qiii 
converge vers A^\ et cette asymptote sera évidemment parallèle è cette génératrice. 
L*^titre asymptote sera donnée semblabiement^ par Tintensection du plan ir avec un 
plan t:" mené, suivant B'^, parallèlement au second plan directeur Q, etélle^sera 
parallè4eàB^ 

^508. fËftân,*supposons que le plan sécant tt soit paraHèle à TintersectionOX 
desideoFx plans* directeurs, auquel cas ses'deox traces d et d'' sur ces derniers se 
trouveront' elles-ménes parallèles à OX. Alors, si 1-on veut essayer d'obtenir 'une 
génératrice: papéilèke â"7î, 'ilftiudru encore mewBr;parB on plan BGE parallèle à d ; 
maisiiei ceiptanme coupera pius^aucuue des génératrices B^'et B'',.--? P^^^*^^ ^^ 
viendra évidemment parallèle à Q : donc la génératrice parallèle à tt , dans le sys- 
tème'A,'6st.t0an»sf)orté&tout*enlière.à une distance infinie. Il eursera de mènae de 
la* génératriœ (fui, dans le» système B, serait paraUèle à tt; de sorte que te section 
feiite par.letplan 9r''Seraeaeoreouverte,'piM6qu'ii y aura des génératrices de pif» en 
plus éloignées qui approcheront indéfiniment d'être parrallèles à tc: mets eeAte 
wwriûemmiraiptms d'ofs^mptoîe. <Bn éRst^oette dernière ligne serait donnée , comme 
on l'a vu au numéro précédent, par Tinterseotion du plan t^wmo an ^n V ou V, 
parallèle à PouQ^ietmoné suivant lagénératrice panàUèleÀ'Tc^.-orcettegénénitrice 
est ici transportée tout entière à Hinfini ^donctaussite pian* Tr'^e-éloignef indéfiniment, 
•t ne fournit plus d'asymptote, i Par ! conséquent y* la^sectiou retire nu eas'aetuelest 
vne-parabole. 

•ô6/!i. En; résanuint eelte discossini., on voit : l'^iipie tenir p/«n'^/7»aivrfto/e ^>/'îii- 
ienectbom OSLiides^ deux ' ^lansi iiireetmrfs {*} , > donne ane^SKcrrm PAnjvsouQGE ;' eV ri ^^wi 
outre, TT est parnllèlsià Ifnn ée^cêrptaM^recieta'Sj'CêUe^^fmabal^se^réduivùmiedmi^ 
unique (n'^aêti). 

^a*.i Si te^plmsêéemit'n'n^eit pnèkùparaUèle à' Bm^terseeiim 0X^e9-^eua^plan9^direc^ 

, n On verra au n**-572.que cettOidroite.OX est V.axe principal du.parabol«îde, ou du moiasilukest 
parallèle; car les 'deux plans directeurs ne sont pas déterminés quant à la position absolue, mais 
seulemetitquûnt àleor direction. 
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lettre, la seetion .esLunn BMBEaaauRi osais elie^é^^nèra £NOEiuiJDBOiTS6!Quii8E coupjnn^ 
sile.pUmiSéemi emiieM\déj^\W(ie'génér(nriceikda>surfQce{^ 560 )• 

3* Dm^aucwÊ.coi^ la iseeiion faite par un plan quelconque n dan» leparabetoidene 
petH ^f r^runE govrbe fbriiék. 

565. Observons aussi que les construclions indiquées au n'I 562 serviront à 
résoudre^ ce proUème::. Traîner^ sur un parabakOde donné une génératrice qu%.M)it 
paralléieiàunpkmconnu.T:.. Il y aura deux solutions quand ce plan n ne sera point 
parallèle À^riniersecUon des deux plans directeurs; et le problème sera impossibièy 
lârsque.x.se. trouvera parallèle à cette intersection, à moiosqulilneleiaoîli enmômB 
tempsià l:un des plans* directeurs) auquel casril eijstera une.infifiiié.de> solutionsy 
feojïnicB par toutes JeB:générati:ioes parallèles àce plan directeur. 

PROBLÈME. Repréâenêer un p^/raboléide.ettgeuiké par une dtoile mebileiAqui gltsie 
sur deux draiteê-ifisces Bet B, ^^enidemeurant^pamUèle* à un plan directeur donné P;; et 
construire le plan tangent de cette surface, pour un point connu. 

566. Afin de doinerrà notre ôpiii« toute* la symétrie qu'on devrait chercher à 
obtenir dans la construction d'nn modèle en. relief, nous ferons observer. qu'un 
plan Q, parallèle aux droites données B et B,, serait le plan directeur du second 
mode de génération (n"" 552) du paraboloïde cherché; et comme ce plan Qest 
évidemment déterminé ,, au moins en direction, par les données actuelles du pro- 
blème, Jl nous sera toujçurs permis d'adopter les dispositions suivantes : 

l^ {Fig. I20.) Nous choisirons notre p|laa iiorizontal de, projection , perpendi- 
culaire aux deux plans directeurs P et Q^, lesquels seront alors représentés par leurs 
traces horizontales op et oq. 

2%. Nous, dirigerons le plan vertical de projection, de manière qu'il soit .parallèle 
à la droite oy qui divise en parties égales l'angle ppf ;,puis, nous tracerons les pro- 
jections (CD, CD') de la droite donnée R,,et les projections (EF. C'F') de l'antre 
dicectrice B,, en faisant .attention que les. deux projections horizontales. CD et£F 
devront être nécessairement parallèles entre elles, d!après la condition. i?,. puis- 
qp'^ellès .le seront à la trace oq du. plan directeur Q, 

3^. Nous pouvons .encore élever ou abaisser notre plan lu)rizQntaJ de telle sorte^ 
que la ligne de terre Y Y' passe par le point C, où se croisent les deux projections 
verticales des directrices^ B et B/,et alors les t^at^es horizontales C et E de ces 
droites se trouveront sur une mâmeperpendifiulaira.CEiàiJa aligne: de terreu. 

4°. Nous limiterons ces directrices aux deux points (D , D') , (F, F') où elles vont 
rencontrer le plan verticarDOF mené perpendiculairement sur le milieu de CE; de 
sorte qué'lafflgQreCDBPsera^unlosange-, dont le ceiii<m »sera lai pvojeeiioQ> de 
n«jrethi.pavtbek)ïde^, afîn8i>qui^nQiiBi]«fveitxnis>p)M»lomi(*if"572'), ponrun cepen^ 
draliqnenMs direclri«eftiBi«el'B'^ BO\%nVégnMmenî^'incltnées smr le plan:horizoiitai: 
actuel. A la vérité, cette dernière condition pourrail'bien nepasétrerempliepanlM 
direclrîcwqfvenla qvestiowamgm; mais nms^aémêtirom^qu^elleéêtwérifée 00, et, 
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par suite, que les points (D, D^) , (F, F^) , sont à la ménoe hauteur, attendu que, 
dans tous les cas , nous saurons retrouver (n* 572) parmi les génératrices du para- 
boloïde deux droites qui seraient également inclinées sur la verticale, et qui, dès 
lors, pourraient être substituées aux directrices donnée8(CD, CD'), (EF, C'F'), 
si ces dernières ne remplissaient pas cette condition. 

567. (Fig- 120.) Cela posé, la droite qui réunira les points (D, D') et (E, C) 
sera évidemment parallèle au plan directeur P, puisque sa projection horizontale 
DE se trouvera parallèle à la trace op de ce plan vertical P, d'après les conditions 2* 
et 4*" du numéro précédent. Donc (DE, D'C) est une position de la génératrice 
mobile A; et comme il en sera de même de la droite (CF, CT'), on voit que, si 
Ton divise en un n)ême nombre de parties égales les deux directrices données 
(CD, CD'), (EF, CF'); puis, que l'on joigne les points de division o et 16, i 
et i5, 2 et 14} 3 et i3,..., on obtiendra ainsi les diverses génératrices du sys- 
tème A, savoir : 

(DE,D'C),..., (GH, G'H'),..., (CF, CF'); 

et d'ailleurs toutes ces droites seront projetées horizontalement sur des parallèles à 
la trace op du plan directeur P. 

568. Quant aux projections verticales de ces mêmes génératrices, elles forme- 
ront, par leurs intersections successives, une courbe D'O'F' enveloppe de toutes ces 
droites, et qui sera une parabole. Car chaque génératrice G'H' fournissant évidem- 
ment la proportion F'G' : G'C : : CH' : H'D', il on résulte que, dans la courbe en- 
veloppe, deux tangentes menées du même point sont coupées par une troisième 
tangente en parties réciproquement proportionnelles; ce qui est une propriété 
connue de la parabole du second degré. D'ailleurs, puisque la courbe D'O'F' forme 
le contour apparent de la surface, sur le plan vertical, il faudra ponctuer les parties 
des génératrices qui se trouveront au delà de ce contour apparent; ainsi la droite 
(GMH, G'M'H'), par exemple, sera visible sur le plan vertical dans la portion G'M', 
et invisible dans la portion M' H' : en outre, le point de contact M', qui sépare ces 
parties, se trouvera nécessairement projeté en M sur la diagonale DF. En effet, 
dans la parabole D'O'F', on aura , par le principe rappelé ci-dessus, 

G'M':M'H'::CH':H'D':: n :5; 

mais, dans le losange CDEF, on a aussi évidemment 

GM : MB : ; GF : DH : : 1 1 : 5 ; 

d'où Ton conclut G'M' : M'H' : : GM : MH, et, par conséquent, le point M' se pro- 
jette en M. Cette circonstance, qui se reproduit pour toutes les génératrices, prouve 
que la parabole D'O'F' n'est autre chose que la section faite par le plan vertical 
DOF, dans le paraboloïde en question. 

569. Maintenant, si l'on projetait ce même paraboloïde sur un |dan vertical 
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VZ'^ parallèle à la diagonale CE , les directrices primitives deviendraient les droites 
(CD , G" D" ) , ( EF, E" D") ; et l'on prouverait , comme ci-dessus , que les projections 
des génératrices formeraient , par leurs intersections successives, une autre parabole 
çjtQfi^f'^ qui représenterait la section faite dans la surface par le plan vertical COE. 
Les lecteurs familiarisés avec l'application de l'analyse à la géométrie des trois 
dimensions reconnaitront , dans les plans verticaux OY et OZ qui fournissent ces 
paraboles, les deux plans diamétraux principaux du paraboloïde hyperbolique, 
lesquels doivent se couper (n"" 91) suivant l'aor^ unique de cette surface ; et, en 
effet, nous allons démontrer (n"" 572) que cet axe est la droite (0, (V X'). 

570. {Fig. lao.) Le paraboloïde hyperbolique admet, comme nous l'avons vu 
an n"" 551 , un second système de génératrices rectilignes qui sont parallèles au plan 
directeur Q, déterminé par les deux directrices primitives B etB,, ou (CD, C'D^) 
et (EF, C'F'); c'est ici le plan vertical oq. Par conséquent, ces nouvelles généra- 
trices seront projetées horizontalement sur des parallèles à I4 trace oq; et comme 
elles doivent en outre s'appuyer sur deux droites du premier système A, par exemple 
sur (DE , D'C) et (CF, C'F), dont les extrémités correspondent déjà (n* 566) à des 
plans verticaux DC et EF parallèles à 09, on voit qu'il suffira de diviser en un même 
nombre de parties égales ces deux nouvelles directrices (DE, D'C') , (CF, CT') , puis 
de joindre ensiemble les points d^ division o et 16, i et i5, 2 et i4f 3 et i3,... ; 
par là, on obtiendra les diverses génératrices du système B , savoir : 

(CD, CD'),..., (ffMA, G'M'H'),..., (FE, FC). 

571. Ces droites du système B se confondront en projection verticale avec celles 
du système A déjà construites; car, dans le losange CDEF, il est évident que les 
points 6 et 9, H et /i se trouveront deux à deux sur des perpendiculaires à la ligne 
de terre. Ainsi, les projections verticales de ces génératrices B seront encore tan<- 
gentes à la parabole principale D'(y F' ; mais les parties visibles, comme (M/i, M'H'), 
tomberaient sur les parties ponctuées des génératrices A, et réciproquement. C'est 
pourquoi , afin de laisser subsister pour l'œil la distinction des deux nappes anté- 
*rieure et postérieure au plan vertical DOF, nous n'avons pas voulu représenter les 
génératrices du système B comme réellement existantes, mais nous les avons mar- 
quées seulemeat en lignes mixtes sur le plan horizontal. 

Unejcoïncidence analogue aura lieu sur le pian vertical VZ^', ou les génératrices 
du système B se trouveront aussi tangentes à la parabole principale C"&'K'. 

572. Pour trouver le sommet et laxe du paraboloïde hyperbolique, il faut em- 
prunter à l'analyse , ou bien admettre comme des définitions qu'il est loisible de 
poser, les relations suivantes : L'axe du paraboloïde est une droite parallèle aux deux 
plans directeurs P et Q, et telle^ quelle coupe ta surface en un point par lequel passent 
deux génératrices qui sont C une et C autre perpendiculaires à cet axe : ce point est d* ailleurs 
appelé SOMMET (n*9i). D*après cela, on voit que, pour des données quelconques, 

6' édU. .82 
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%1 faudra générelemeM racner «n plan tt perpendicalaire à P 'et (3, pms^^rolier, 
për le tf âOS^, les deoK génératrices qni sont paraRètes «à ^. Ak>r8 Je poînt de rea- 
tjmiiTC de 'oes dewx droites sem le Bomtnet demandé , et une -perpendictnaife à n 
wenëe par ce point, sera raxB»de la sunrface. 

(Rjr. loto.) Mais ici, «©us «ivone wétepté (ri' -586) les ^onnëcs les çfhrB symé- 
triqiies , il esl cteir-^e l'ax^ du p^raboloïde eilt vertical , et -gne 'par le «point (0, '0' ) 
il pBme deux çéttëmtriws horizwtates ,(K''0'I', KOI) et i(K'<3'r, AQî); donc le 
point (O, 0') est 1e sommet demandé , «et , par santé , J'inoe e^ te drarle^-O, C^O'K' ). 

Parmi Ves contfitions "adraiBes «« «T 9M, îl y en;a twie «otfleTfà'wi -we 'Sem ^pas 
toujours mnltre 'de TCrap*ir, c'est «cëHe qui 'suppose que les dewx directriôes ^on- 
4iées sMt 'éfjatemmtifsclinéBêmr le p^lan 'bt^ris^^al , dboisi comme «mis l^^ns ftiit. 
Corscfuc ceit<l^ rela^ott ne 'sera pas vérifiée, 91 eni^scMeraisecrteimeffrt quelespointsD' 
01 V ne se trouveront plus à ta «lême btutewr, et q«e te ceitre'ô dw losange GDEF, 
formé ooBGffne il a élé dit (fnf°566) , tie sera p4«Bla projection 'du sommet de ta sur- 
face; maisalorsmi 'Obtiendra ce sommet par la tnétbode géndrtfle, ou, pkis mn- 
plemenft, en menamtÀ^te pa^r^bcAe ^D^fïF une iiêmgmte korhùnêdle. TTailleurs, f)n 
fMnorra «Qssi se proourer deux dKreotriceB tetles que hms les avcms admises, en 
<coiiâutsaiit ji celte pou^abole dmx tangentes -éi^toaient mciînées sur k reniicale; et 
en «regardant 'côs droites comme de^x génératrices du par^boloïde, on trcruvera 
aisément leurs projections borizKMitiaies, 'qui serviront alors h fcyrmer le losange 
dont le centre répondra exactementotu sommet de la surface. 

573. Pour manifester clairement la forme inverse des deux nappes du parabo- 
^CHée , qui sont Tune au-dessus, T-autre au-dessous eu sommet unique (0, O') où 
elles se réunissent sans discontiiïuité , coupons cette BUi^face par divers ptaiis per- 
pendiouteires à f«i!»e (O, CCyX'). &^it'L'R' un de ces plams; il renoootre tespro- 
jWîliems vertîoates des génératrioeB 'qfwe twos avons cansrtruites, en des points ifue 
mn projettera sur le pllan botnwntal, -et q>ui formenimt irna courbe composée tie 
deux bruncbes îndérimeë , mais^séparëes , LM^, RNr. Qette cmirbe e^ttiécessarrement 
wie4rjiïperbG4e (n° »6î) dontl^ax^ réel ert ici (MN, WPT): mais si te ^m sécant 
ét«t au-dessous d'à sumniet, ^omrae T'W, alors la 'SBClion, ^m •serait ^sncore 
(4f Mtt)ime *ypef<b6te HJW, «iiiar,'aov»it powaxs réel ïa ttrrtte (Un, V); «si 
ce plan sécant passait prooisémeÉt piar te «sommet t'O', O"), *la sedfion *se Téftainait 
«uKdeux droites (EGI, K''!') et(fcOi, KT), dorit les projetions horizoîilries sont 
les asymptotes oommunes ^mx deux secIvoBS préfoééentes. 

'57Î. Le ptan mngmt pour «ni point quelconque du parabotOTdé , donné par sa 
projection homontale^, ■s^dbtiendra en menafft tes génèrtrtrices Tt^-et X6, iwpeclti- 
Temètit parallèles à BË et DC; puis, si Vam projette mr le plan vetticaD lesilaix 
pci«ls où dhavune de >ces droites ira couper les oôtés opposés du losange €BEF,M»n 
%t)F«vera aitasi tes projections verticales de ce» génératrices, €* H restfura èftdre passer 
Tmplan par ces deux droites. Ntwis n'effectuerons pas ici ces constmc^ons, dans 
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la crainte à», landre I!ép4ir6 wà pem conâiw ; maïs dlea a'offiriroQt awiia^ (tifitculté 

pourleiltotew. 

■■■■ 

CHAPITRE IV. 

DBS^ PËiNS TIOfGVlfTB àXiX SOATMIft QAiK^HBS G^miKALIB. 

L'bjgerboloïde à une nappe el le paraboloïde hyperbolique: sout^ parmi les sur- 
facasigau^shesy leaplus simples (}ue Toa puisse concevoir^ ^puisque, toutes leurs direc- 
trices, sfxal n^atiUgne^i aBssi ce sont les seules dont réc^uation ne s'élève pas au delà 
du second degf:âtv et^ pour cette raisaa>, ou les appelle tes deux surfaces gnauches du 
seçomLdegré. Cowoela coBstraction de leurs, plans tangents, est facile, on a cherché 
à y ramener la solution des questions semblables pour les surfaces gauches géné- 
rales , et Ton y est parvenu au aK>yen du lemme suivant. 

575*. Lemme^ {Fig* i it6.) Lorsque deux surfaces gauclies S et S' ont une généxor 
trice çommme GLMN, ei (^ïi^ elles sb touchent en trais points L, M,.N, de cette dr^te^, 
alors ces deux surfwes SS ragcordeni; coinp/^lemenr tout le long de cette génératrice 'j, 
c'est-à-dire que , pour chaque point de cette droite , le plan tangent est commun à 
Tune el à Taulire surface. 

Puisqu'eni. Ic^ deux, surlaces ont un plan tangent commun, ejt qu'il en est de 
même aux pcinls M et N » trois plans quelconques menés pai: ces poinjls couperont 
les surfaces S et S' suivant des courbes respectivement tangentes, 

Aa, Ytb, €cy et A'a*, B'*', Ce', 

dont teft tr(w prcuNièi:es< pourront; éUe adpptées pow dinfifi^iid»; la droita ou)^ 
bile Cr,. quand eUe àièmX k siirfacaS, UnAis que les tcois autrm cowbea^ sevomU» 
dinectiâc^» relatives à S\ Cetoposé, je fais glisseir la gi^nératrice G sw le^trpiadiv9P^ 
trkes^ A/i,,S^ Ce, etj^ Taïaèna daos un^ poûlioa iQfiniiaeuliV/QÎsUi^$i(nui :. o^ttA: 
droite mobile n'aura pas cessé d'étee e9 mômA temps sw la sacond^sîttrfaceS^^parQCi 
•iual«si courbes, directricea de celiea-ai ^ qui soot. tangentes aux autres» oMk de ^om- 
mwtavQc ellea les éléi]^e»to>^iAéiaîires.J^^ INn; donc les droJAm CL ejt g^ m^i^^, 
toute» les>pcisÀtions<iBlermédiAii^ Ue^la génératrice,. sont comnauneiya.u^^sQcfacwiâi 
ctS'),.ee qiMi peumebtFaii d^ de coQploreque cea siff aces. ayaot. de cewmw l'iLh 
meni^supetjieieil oofflprifreBtFej-Cr e( g^ et iadéâni en longueur , elles 4^ touckeMioul 
le l^oig de la droite G. Itfaia paor établir eacoire plua claiffewwl cetti^ caBséqurnoe» 
coupons les suffis^ea S et S' par un'^uabiîàwe jfkm arbiteaice» «^aiw^ pair lie ptmU* 
quiconque H : alors les sectiona sécant deux courbes. D.4 eA B'dl^» qui paaaeropt 
néeessaîrement pat les deux poiiOa H et A , où ce plaa aéoant reiico«Arei?a lea 
drcàtes G et 9 ; donc les courbes DdelJX d\ ayaat deux; points çommaos infiaivieiil 
voisins, se toucheront suivant l'élément H/i, ou biei% etteaaurouJt la KiàaiataBgei4« 
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UAT. Par conséquent , les plans tangents de S et de S' au point H coïncideront bien 
Tun avec Taulre , puisque chacun d'eux devra passer par les droites 6H et HT. 

576. Si les surfaces gauches S et S^ sont des cylindraidesy c'est-à-dire de celles 
qui admeltent un plan directeur, il sufiira, pour qu'elles se raccordent tout le long 
d'une génératrice commune G , qu'elles aient seulement deux plans tangents communs 
en deux points de cette droite, et qu'en outre le plan directeur soit le même pour Tune 
et Tautre surface. Celle proposition se démontrera précisément comme la précé- 
dente, et Ton doit voir tout de suite pourquoi, dans le cas actuel, on n'exige que 
deux plans tangents communs ; car , dès lors que les directrices Âa et A' a', B6 et Wb' 
{fig. ii6) sont respectivement tangentes, et, qu'en outre, le plan directeur est le 
même , cela suffit évidemment pour que la droite g , menée par le point /, ne puisse 
pas prendre deux positions différentes sur S et S', et soit ainsi commune à ces deux 
surfaces. 

Les deux théorèmes précédents sur le contact des surfaces gauches, sont non- 
seulement utiles dans plusieurs questions de stéréotomie où Ton veut raccorder de 
pareilles surfaces , mais ils servent aussi de base à la méthode par laquelle on con- 
struit leurs plans tangents ou leurs normales, dont 4a détermination est encore né- 
cessaire pour former lés joints des voussoirs de certaines voûtes. 

577. (Fig, 117.) Du plan tangent dont le point de contact est donné. Soient 
Aa, B6, Ce, les trois directrices d'une surface gauche quelconque S, et H le point 
d'une génératrice GLMN , pour lequel on demande le plan tangent. Je mène les 
tangentes LT , MU, NV aux directrices données ; et en faisant glisser la droite G sur 
ces trois tangentes fixes, j'obtiendrai (n* 521) un tiyperboloide à une nappe qui 
aura évidemment en L, M , N , les mêmes plans tangents que S. Donc ces deux sur- 
faces se toucheront (n* 575) dans tous les points de la génératrice GLMN; et, 
par suite, la recherche du plan tangent de la surface S au point H sera ramenée à 
celle dn plan tangent de cet hyperboloïde en ce même point, problème dont la 
solution a été indiquée au n"* 530. Mais il sera encore plus simple de i-ecourir à nn 
paraboloïde , comme nous allons l'expliquer au n"" 579. 

578. Observons d'abord que pour construire un hyperboloide de raccordemeM 
le long de la génératrice G , il n*e«t pas nécessaire d'employer précisément les trois 
tangentes LT, MU , NV : il suffirait d'adopter pour directrices trois droites quelcon- 
ques , situées respectivement dans les plans GLT , GMU , GNV , qui touchent la 
surface S aux points L, M, N; car i'hyperboloïde ainsi formé aurait encore évi- 
demment trois plans tangents communs ayec la surface S. Par conséquent, F hyper-- 
boUnde de raccordement est susceptible d'une infinité de formes; aussi, parmi tous 
ces hyperboloïdes tangents, il y en aura un qui offrira un contact plus intime 
avec la surface S, et qu'on appelle hyperboloïde osculateur: mais comme sa con- 
struction ne nous est pas utile à présent , nous en parlerons en traitant de la cour- 
bure des surfaces (voyez W" 7(|&). 
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579. Un parabololde de raccordement offre la mélbode la ping simple pour am^ 
struire le plan tangent d'une sarface gauche générale S. En eflist {fig. 1 1 r ) ||^,^ |^ 
plan tangent de S en N , lequel est déterminé par GN et NV, on peut toujoam 
tracer une droite NR qui soit parallèle au même plan que les deux tangentes L1 
et MU; car cela se réduit à couper le plan tangent 6NV par un plan parallèle à LT 
et MU. Alors, si f adopte les trois droites DT, MU, NR, qni se trouvent paratièleê 
à m plan unique, pour diriger le mouvement de la génératrice G, j'obtiendrai 
(n"" 553) un paraboloïde qui aura encore trois plans tangents communs avec la * 
surface S , dans les points L , M , N ; donc le plan qui touchera S en H sera le même 

( n*575) que le plan tangent du paraboloïde ainsi formé : or ce dernier plan se 
construira par la méthode très-simple du n" 556. Nous offrirons bientôt un 
exeàiple de ces constructions dans le problème du n* 608. 

580. Lorsque la surface S admettra elle-même un plan directeur P, il suffira alors 
d'adopter les tangentes LT et MU aux deux courbes directrices, pour faire glisser 
la génératrice GLM parallèlement au plan P; par là celte droite décrira immédiate- 
ment un paraboloïde qui aura bien deux plans tangents communs avec S et le même 
plan directeur. Donc (n* 576) ce paraboloïde touchera la surface S tout le long de 
GLM; de sorte qu'en construisant le plan tangent de ce paraboloïde pour le point 
H (n** 556), ce sera aussi le plan qui touchera la surface S en ce point {voyez 
Texeraple du n* 598 ). 

581. Si une des directrices linéaires était remplacée par une surface directrice 
ï, à laquelle la génératrice de S devrait demeurer tangente (voyez n''516), la 
courbe aa'a^.., formée par la suite des points de contact des génératrices Ga, 
G'a^ G^'«'',.**9 ^^^^ ^9 serait au fond la troisième directrice linéaire; mais, sans 
construire cette courbe ni sa tangente, il n'y a qu*à observer que le plan tangent 
de la surface 1 au point a est le même que le plan tangent de la surface gaucho 
proposée S, puisque Tun et l'autre doivent renfermer la droite Ga et la tangente 
de la courbe axa"... Donc il suffira de tracer dans le plan tangent de 2, relatif au 
point <x, une droite quelconque aR, laquelle, jointe aux tangentes des deux autres 
directrices linéaires, servira encore à former une surface auxiliaire du second de- 
gré , qui aura trois plans tangents communs avec S , et dont on tirera le même 
parti qu'au n' 577. Cette méthode trouvera des applications utiles dans les épures 
relatives aux escaliers en pierre m en bois {voyez aussi l'exemple du n* 604). 

582. Enfin , il peut arriver que la définition de la surface gauche S ne fasse paK 
connaître immédiatement trois directrices, comme nous en avons cité des exemples 
au n*" 519; ou bien , que ces directrices étant données, on ne sache pas construire 
leurs tangentes. Dans ce cas, désignons par G la génératrice sur laquelle est situe 
le point H où Ton veut trouver le plan tangent, et construisons plusieurs généra- 
trices voisines,..., G,, G,, et G', G"..., qui précèdent et qui suivent la proposée. 
Alors, un plan tt, mené arbitrairement par la droite G, coupera ces génératrices^ 
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voidinea ea des points «,^ a,, «, «'^ qui foumirout une courbe cL^o^^oi'*..^ 
doiil la rencontre a avec G fera eomiaitre le point dans lequel le plan « tomï^ la 
surface S ; en effet , ce pian tc , renferuuini la droite G « et la tangente de la courbe 
%aL.(t' ...^ sera bien tangent à S dans le point a. De même, en coodoiaaut paj: la 
droite G un autre plan tt', on trou:vera le point g ou il sera tangeot à S; puis, on 
troisième plan t:\ mené par G, touchera celle surface en un certaia poUU 7*.^^ 
posé, dans les trois pians tangents tt, tr', t:\ on tracera des drpites quelconques 
a Ri, êTt yV, que Ton adoptera pour directrices d'une surface gaxifibe du seeofKi 
degré, laquelle touchera bien la surface proposée S tout le long de la. droite G. 
( n'' 579) ; donc la recherclie du plan tangent de S au point H sera réduite i tcot^yai; 
le plan tangent de la surface auiadtiaire du second degré pour ce même point : pro^ 
blême qui se résoudra coaiine au u"" 556 ou 530, selon que les trois direolricea 
rediligBies auront été choisies parallèles, ou non , à un même plan. 

583. Il résulte de là que tout plan n , mené par une droite G cf titie Murjace gauche^ 
se trouve f en général , tauyent à cette surface dam tm certtnn poîm a» qui se déier- 
mineeo construisant^ comme ci-dessus, la courbe at, «,««'..., SttÎYaat laquelle ce 
plan coupe la surface proposée. Cependaut, le plan n deviendrait asymptote dQ 
la surface, si la courbe âi^a^aot!^ ... ne rencontraii la droite G qu'à Tinfini,, ainsi 
qu'il est arrivé dans Thyperboloïde au n"" 5/^6; ou encore, si ce plan ne coupait 
pas l'es génératrices voisines de G, comme dans le cas du parabokolde exanûné au 
n" 561. 

58/ii. Ce «{ui précède nous permet de résoudre un problème intéressant, du 
moins sous le rapport de la théorie : c'est de construire la tangente à une, combe 
I) tracée artntrairement , et tout à fait inconnue quant à ses propriétés géométriques, 
mais donnée par ses deux projections. 

Pour cela {*) , faisons passer par cette courbe une surface gauche S qui ait pour 
direetiioeB la courbe l> et deux, droites A et B , prises à volonté. Après avoir caa- 
struit la génératrice GH, qui passera par le point U donné sur la courbe D,, on* 
saura trouver, par le n"" 582, le plan tangent de S pour le point H,^ uuu employier 
la tangente incùnnue de la directrice D. De mémo , en formant une seconde surface , 
gaui^ S^, dont les dkectrices seraient la courbe D et deux droites A, B', très- 
différentes des premières, on saura construire aussi le plan tangent de S' pouiNle 
point donné H. Or^ puisque la courbe D est en même temps sur le& deux surfaces 
S et S% sa tangente au point H devra être située dans les deux plans tangents' dopt 
nous venons de parler; et,, par conséquent, elle seca fournie par Tintersection de 
cesplans^ .^..9 - ■ . 

" ■ • f 

n Cette méthode ingénieoae est dua à M. Uacl^etie. Mais ilfaut avouer que, daa^ la ptatique^.la 
multiplicité des opérations qu'elle entraîne ne produira pas un résultat plus certain que si Ton se 
contentait âé mener cette taiigente au moyen* de la règle, en luî donnant Un petit are de c<>mTttmi 
avec la courbe proposée. 
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PoQr simplifier les opératiooB graphiques, on^utra fonoôr les deux surfaces 
gatiches S et S^, avec deux sentes directrices D et A , D et A', en y joignant d'ail- 
leurs nu plan dinectenr oonminn P. Une seule surface S suffirait évidemment, si la 
courbe D était plane j puisque le plan de celte courbe devrait renfermer la tangeote 
demandée. 

'585. EHss PLAifs iVLKCrBifts dont le fomt de tontùct n'est pas dmné. On peut appli- 
quer aux surfaces gauches les méthodes générales indiquées pour ces sortes de pro- 
blèmes dans le livre Y ; mais ici , eHes sont sosceptibles de quelques simplifications 
lidl^bles. 

Si le plan tangent à la surface S est assujetti seulement à jmsser par un point 
éMinéyy le problème admettra une înfiniCé de solutions (n*3&9), lesquelles se- 
ront fourutes toutes par la tigm 4e contact 4Cm cône circmscrii à la surfoce S, et 
ayant mn sommet «en Y. Pour «obtenir cette courbe , îl suffira de mener par le 
point V et par chacune des diverses génératrices 6, G% G",.*., des plans qui se- 
ront tangents à la mirfece S, en desporaM ot, 6, y,..*, que l'on saura courtruire 
(n* 5^); alors la courbe aSy...y qui réunira tons ces points ; «era fa ligne de<M>n- 
tatît cfcefcJhée. 

586. Cette mardMî s^a fort «comofode , si la snrface S est du second degré; ear 
la ligne aùxlBaire a.a.rxa' du Dr582^ qui sert à trouver le point de contact « du 
ptanTnené parfe génératrice 6 , se réduira à wie droite dont il suffira de conrtruire 
deux points , et là ecmrt)e définitive otSy. .. sera elte-méme plane et du second degré 
<tf 85»). 

On pourrait ramener au cas actael le problème du numéro précédent , en con- 
struisant le pambolcMfde de raccordement le long de chaque génératrice G de la 
surface quefconfqiie S. 

587^ XoTsqae le ptan tongeot à la sorfinoe S devra *étre jmntlUte à une ér^ie 
donnée D , On conduira par les diverses génératrices 6 , G\ ij^ ., , -des plans paral- 
lèles à D; et en éélerminant (n'' 5tô) tours points de aontact «, 6, y^..., avecta 
^nriface S, la Courfye (x$y... sera in Hyne éeiofkacî ifm ofitindpe mvomcrii àS,et 
pmrùK^le t) D'; par conaéqfuent, t^tte courbe aSy.*. fournira toutes les sohitians du 
•prdWème proposé'(ri'» 378). 

588. Si la surface S edt: du second degré, on petiouvera les «èmes aimpHfiea- 
tiens q«i ont été mdvquées au ti*586; et Ton pourra aussi iwneKr au cas actuel 
le problème «analogue pour moé ^surface qnelconqie S, 

589. ijoreque le plan «angent à la surface gauche q[nelcanique:S derna fmsseffar 
«ne 'évite *donnéeD^iiiï'j «ara qw^ii suivre la nÉarche génénaie iodiqaéeau n* M5, 
laqnellfe consiste à chercher les points CMonïmis «ix courbes 4eoofrtact de deux 
èdne^ qui sdnt tirconscrits à S , et qtii ont imiré sommets plaeéssar la droite D. 

590. Mais si la surface gauche est du secmd degré, ^ résoudra le problème 
d'tme manière 'beftumnp plus simple , par les <misi4ératioiis suivantes. Le plan 
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tangent cherché devra contenir, outre ia droite D, les deux génératrices de l'hy- 
perboloïde (ou du paraboloïde) qui se coupent au point de contact inconnu; donc 
une. au moins, de ces génératrices ira rencontrer D eu un point M , dans lequel 
cette dernière droite traversera Thyperboloïde. 

D'après cela, si Ton commence par chercher (n"" bSkt S^) les deux points M et 
M^ où la droite donnée D coupera généralement la surface; puis, si Ton construit 
les quatre génératrices MA et MB, M'A' et M'B', qui passent par ces deux points, 
il n'y aura plus qu'à conduire par les droites D et MA, Det MB, deux plans quisa- 
tisFerontau problème, puisqu'ils seront tangents quelque partà la surface (n"* 5^5 )• 
D'ailleurs, comme le plan DMA renfermera évidemment la génératrice WB\ qui a 
un point M^ dans ce plan, et qui nécessairement rencontre MA, et que l'autre plan 
DMB contiendra semblablement la génératrice M'A', on voit que les points de con- 
tact a et g de ces plans tangents seront fournis immédiatement par la rencontre de 
MA avec M'B', et de MB avec M'A'. 

591. Il résulte de là que le problème en question sera impossible, toutes les 
fois que la droite D ne rencontrera pas l'hyperboloïde. Cependant, il ne faut pas 
comprendre dans cette exclusion le cas où cette droite, venant à coïncider avec 
une arête du cône asymptote , sa trouverait elle-même asymptote de la surface : 
alors le plan tangent demandé serait celui qui touche ce cône le long de la droite D. 

592. Considérons enfin le cas où le plan tangent cherché doit être parallèle à 
un plan donné t:. Si la surface gauche S est quelconque , il faudra encore recourir 
à la marche générale du n"" ^21 ; mais on pourra y substituer les méthodes sui- 
vantes, lorsque la surface sera du second degré. 

593. Pour un hyperboloxde gauche , on cherchera , comme au n"" 5ii8, les géné- 
ratrices A et B, A^ etB', qui, dans les deux systèmes, se trouvent parallèles au 
plan tt; on sait que les deux premières seront parallèles entre elles, et que les deux 
autres offriront une relation semblable. Alors le plan conduit par les droites A 
et B', ainsi que celui qui passera par B et A', satisfera évidemment an problème, 
puisqu'ils renfermeront chacun deux droites parallèles à tt et qui se coupent. D'ail- 
leurs, les points de contact seront immédiatement fournis par la rencontre des gé- 
nératrices A et B', B et A'; et le problème pourra admettre deux solutions, ou une 
seule, ou aucune, suivant la discussion faite au n'' 5ii7. 

59^. Pour un paraboloïde gauche, on trouvera encore plus facilement par le 
n*565, les deux seules génératrices A et B qui, dans les deux systèmes, sont pa- 
rallèles au plan n; et comme ces deux droites ne sauraient être ici parallèles entre 
elles (n* 55b , 3""), le plan conduit suivant ces deux lignes sera bien parallèle à tt, 
et fournira la sokition unique du problème actuel. D'ailleurs, le point de contact de 
ce plan tangent sera donné immédiatement par la rencontre des génératrices A et B. 

On aurait pu se contenter de construire une seule A de ces génératrice, pois de 
mener par celle-ci un plan parallèle à ir; mais alors il resterait à trouver le point 
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de contact de ce plan tangent, en cherchant la seconde branche de son intersec- 
tion avec le paraboloïde, laquelle serait précisément la génératrice B. Le problème 
peut être impossible on indéterminé, selon ce que nous avons dit au n"" 565. 

595. THÉORÈME. {Fig. 1 18. ) Dans toute surface gauche S , les diverses normales 
MN, M'N', M^'N",..., menées par tous les points (tune même génératrice G , forment 
toujours un parabolaide hyperbolique. 

Si Ton désigne par 2 la surface lieu de toutes ces normales , et qu'on lui fasse 
faire un quart de révolution autour de la droite G, chaque normale MN, qui est 
déjà perpendiculaire à cet axe de rotation, décrira un plan et se rabattra suivant 
une droite MT, qui formera des angles droits avec GM et MN; par conséquent, MT 
se trouvera dans le plan tangent de la surface S. D'ailleurs , comme ce déplacement 
simultané de toutes les normales altère seulement la position de la ^rface S, et non 
sa forme, il suffira d'examiner quelle est la nouvelle surface S' produite par les 
diverses droites MT, M'T', M'^T",..., qui sont tangentes à S, et qui satisfont en 
outre à la condition d'être toutes perpendiculaires à la génératrice G. 

Pour cela , je fais glisser la droite G sur trois quelconques de ces tangentes , sa- 
voir : MT, M'T', M^'T"; et, comme ces directrices sont évidemment parallèles à un 
même plan, je forme ainsi un paraboloïde (n* 553) qui, ayant les mêmes plans 
tangents que la surface S aux points M, M', M", toucliera cette surface (n* 575) 
tout le long de GMM'. Or je dis que les autres tangentes M'"T"', . , . , sont pareillement 
situées sur ce paraboloïde ; car si je le coupe par un plan perpendiculaire à GM et 
mené par le point M'^, on sait (n** 551) que la section sera une droite M^'R qui , à 
cause du raccordement établi entre S et le paraboloïde, se trouvera contenue dans 
le plan tangent de la^surface primitive S, c'est-à-dire dans le plan GM"^T'": d'où 
il suit que les deux droites M'^'R et M'"T"' coïncideront entièrement, puisqu'elles 
seront l'une et l'autre perpendiculaires à GM'^^ et placées toutes trois dans un même 
plan GM''' T'^'. Donc M'^' V est bien située sur le paraboloïde que nous avons construit 
avec les trois premières tangentes. D'ailleurs, comme ce raisonnement s'appliquerait 
à toutes les autres tangentes de S, perpendiculaires à la génératrice G, il demeure 
prouvé que la surface £', lieu de ces tangentes , est un paraboloïde hyperbolique ; 
•et la même conclusion s'étend à la surface S, formée par les normales MN, M'N^..., 
, puisque celle-ci ne diffère de £' que par sa position dans l'espace {*)• 
' Ce théorème, remarquable par sa grande généralité, puisqu'il subsiste pour 
toutes les surfaces gauches, servira à assigner la nature des joints normaux dans 
les voûtes où la douelle sera gauche, et à prévoir aussi la forme des sections faites 
dans ces joints par ces divers plans. 

n Cette démonstration fort simple, et purement synthétique, est due à M. /. Binet^ 
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CHAPITRE V. 

EXEifPLB» DIVERS DB SUBFiiCBS dAtJCHBS. 
S i*'. Conoïde droit. 

596. {Fig, 121.) Nous avons dit (n^* 520) qa'un candide était la mrfacc engenr 
ilrcA par une dxcÀjLe mobilcr qui ïappuie^ constamment' sur uhe dr0it& et sum une courbe 
fixes f en d$meurani parallèle à un plan donné. Ici^ nous preQdroiD& ce plan directeur 
pour le plan horizoulal de projection , et pour direclrices , relUpse (AZ'H, AH) et 
la verticale (O'Z', 0);^ cattoi dernière étant perpendiculaire au plan direclewr^ le 
conoïde sera droiu Les diverseg générainces se construironl bien aisément, puis^ 
qu'il suffira de conduire un plan bjorizontal arbitraire &'G'^ qui coupera Vk%B aai 
point (0, 0'^) et rellipfte au point (B^B), (G^G); puis^ eajoigoaAl ces points, on 
trouvera (OB, 0"B') et (OG^ 0"G') pour deux génératricfsdu ooaoïde , et les autres 
s'obtiendront d'une manière semblable. 

597. II est certain que cette surface sera gauche; car, quelque rapprochés que 
soient deux points B' et C pris sur la directrice j les génératrices correspomdantes 
(BO, B'O") et (CO, C'O'") ne seront poiat parallèles, puisque leurs projectioM 
borizontalea se coupent en : et d'aiUeurs ces généraitrices ne pourront se couper 
dans Tespace,. attendu qu'elles sont situées dans des plans horizontaux difiérents. 
En outre, il faut observer que ces droites, prolongées indéfiniment, formeront une 
seconde nappe proj[etée dans Tespa ce angulaire aO/i; et que la verticale (0, (yZ'), 
suivant laq.uelle se coupent les deux nappaside la «urface, sera une ligne de êtrkiiotij 
attendu qu'elle indiquera la direction de la plus courte distance entre deux géné- 
ratrices quelconques* 

59$. Le plan tangent de ce conoïde,, pour un point (M, M') donné sur une géné- 
ratrice , s'obtiendra en appliquant ici la méthode générale indiquée aa n** ^80. le 
trace donc la tangente B'T au point de l'eUipse oà aboutit la génératrice en quasn 
lion (QMB, 0"M'B') ; et, comme l'autre directrice (0, 0'Z')e6t une droite qui est 
elle-même sa propre tangente , je la conserve^ et je fais glisser sur cette verticale 
et sur la tangenta B'T la génératrice (OMB^ C'M'B'),. touipurs horizontale ; pair là, 
j'obtiens un paraboloide de xaccordementj dont une seconde génératrii» du môme 
système eait éyidenunent la droUe TO, tracée. dan& le plan horiaonlaL de. projection. 
Alors,, je coupe Les deux génératrices OT et (QBIB, O^^M'B') pa-r le plan veclie»! 
IdP, évidemment paraUèle aux denx^ éxeciricesj lequel devra donner (Jn° 55i) poqr 
section dans le paraboloïde une droite du secojaui syâtèmer qui ser« (MP» M!ff^). 
Cela posé, le plan qui passera par les deux droites (MP, M' F) et (MB , M'B'), situées 
Tune et l'autre sur le paraboloïde, sera bien le plan tangent de celte surface auxi- 
liaire , et aussî du eonoTtïe proposé , puisque ces deux snrfSstceè se raccordent (n* 576) 
tout le long de la génératrice (0MB,. Q" M' B')* Or il est facile de voir que* ce plan 
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ddia pour trace horiaoBtale la droite Pa, parallèle à MB, et pour trace verticale la 
ùtoiiB aVj qui dort se trouver aussi parallèle à M' F; ainsi , PaB' est le plan tan- 
gent du oonoïde poor le point (M, M'). 

590. Si Ton voulait avoir le plan tangent relatif à un autre point (N, N') situé 
sur la même génératrice, le paraboloïde déjà construit servirait encore; il Suffirait 
de te couper par le plan vertical NQ , parallèle aux deux génératrices, et la section, 
qui serait la droite(NQ, N'Q'), combinée avec la génératrice (NB, N'B'), fournirait 
le plan Q6B' pour oelui qui touclie le conoîde en (N, N'). On reconnaît ici que les 
divers plans tangents de cette surface, le long de la génératrice (OB, OB^), sont 
bien ^distincts les uns désastres, quoiqu'ils contiennent tous cette génératrice; et, 
par suite, leurs traces horizontales sont toutes parallèles à 06. Enfin, si Ton assi- 
gnait le point de contact en (0, 0"), le plan tangent deviendrait le plan vertical OBB'. 

660. Il est bon d'observer que toutes les droites B'T, M'?', WQ',..., doîvehl 
alter rencontrer la verticale 0' 7J en un même point que j'appellerai w'; car ce sont 
les projections d'autant de génératrices du paraboloïde, appartenant au second sys- 
tème , et qui doivent torfles Vappuyer sur la génératrice du premier mode (00'«/). 
D'ailleurs , conraie les droites M' F, N'<y,..., seraietil évidemment les tangentes des 
sectioos faites dans le conoîde parles plans verticaux IVflP, NQ,..., la relation pré- 
cédente s'accorde bien avec la nature de ces courbes, qui sont ici des ellipses ayant 
toutes un axe commun O'Z', Elles se construiraient aisément, en projetant sur le 
plan vertical les points où chaqtie plan , tel que MP, rencontre les diverses droites 
OA, OB, OB',..., du conoîde. 

$ 2. Conoîde circonscrit à tme sphère. 

601. {Fig. 133.) Imaginons une droite mobile qui, restant toujours horizontale, 
sapfme sur une droite fixe (AH, A' H') et sur une sphère (RI, O'I') d laqnetle ette 
demeure tangente : la surface ainsi décrite sera encore un conoîde , dans lequel la 
directrice curviligne sera remplacée par une surface que devront toucher les diverse^^ 
génératrices. Pour obtenir ces dernières, on mènera un plan horizontal quel- 
conque C'S', qui rencontre la droite fixe au point (C, C), et coupe ïa sphère sui- 
vant un cercle du rayon K'S'; alors, en conduisant à la projection horizontale d(^ 
ce cercle les deux tangentes CM et Cm, ce seront deux génératrices du conoîde, qtîî 
seront projetées verticalement suirant la droite unique Cm'. D'ailleurs, si Ton pro- 
jetle sur cette dernière droite les points de contact M et m en M' et m\ puis si Ton 
répète des opérations semblables pour tous les plans horfeontaux qui peuvent cou- 
per la sphère donnée, on obtiendra une courbe fermée 

(RLMNPQR(jpiim/R, R'UM'N'FQ'RYp'»'m'rR') 

pour la ligne de contact de la sphère avec le conoîde circonscrit : cette courbe, si 
elle avait été connue primitivement , aurait pu remplacer la sphère directrice. 
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602. Afin croblenir plus de nettoie dans notre épure, nous avons supposé ici 
que les génératrices du conoïde étaient terminées à leurs points de contact avec la 
sphère , ce qui laisse visible toute la partie de cette surface , située au delà de la 
courbe dé contact par rapport à la droite (AH , A'H') ; mais, en deçà de cette droite, 
il existe une seconde nappe du conoïde, dont la p*d\iie supérieure ei visible sur le plan 
horizontal se trouve formée par les prolongements BX, C/i, Dv ,..., des génératrices 
inférieures^ Ij Cm, Dn,,.., de l'autre nappe, et réciproquement. D'ailleurs, pour 
compléter le contour apparent du conoïde sur le plan horizontal , il faudrait tracer 
les courbes enveloppes des droites AR , BZ , Cm ,..., et GR , FQ , EP,...; courbes qui 
seraient fournies immédiatement par les intersections successives de ces généra- 
trices, si, en les multipliant davantage, nous n'avions pas craint de jeter quelque 
confusion dans l'épure. 

603. Ici , la droite (AH, A^H') n'est plus une ligne de striction^ comme cela arri- 
vait dans l'exemple du n"" 597; mais, par les raisons citées dans cet article, on 
verra que la surface actuelle est encore ^aticAe, aussi bien que tous les concfides. 

60ii. Cherchons le plan tangent relatif à un point quelconque (Y, V) situé sur 
la génératrice (CM, CM'); et comme ici la seconde directrice est une surface et 
non une courbe, employons la méthode du n*" 581. Je construis donc, d'abord, uue 
tangente de la sphère au point (M , M'), et , pour plus de simplicité, j'adopte la tan- 
gente du méridien, qui est évidemment (RMT, Z'M'T'); puis, en faisant glisser 
sur cette tangente et sur la directrice rectiligne (AH, A'H') la droite (CM, CM'), 
toujours horizontale, je forme un paraboloïde qui raccordera (n*576) le conoïde 
tout le long de cette génératrice : d'ailleurs , une seconde position de cette droite 
mobile sera évidemment la ligne TH, située dans le plan horizontal de projection. 
Cela posé, je mène par le point (V, V) un plan parallèle aux deux directrices 
(AH, A'H') et (MT, WV) ; ce plan , qui a pour trace horizontale la ligne XY, facile 
à trouver, doit donner, dans le paraboloïde, une section rectiligne (n* 551), 
laquelle est, par conséquent, la droite («Y, «Y'): alors cette droite, jointe k 
(CYM, C'Y' M'), déterminera un plan «Sy', qui sera tangent au paraboloïde, et 
aussi au conoïde primitif dans le point (Y, Y'). 

605. Ce plan, quoique tangent au conoïde, doit couper celte surface (n*' 512 

et 583); et Tinlersection totale se composera de la droite (CVM, C Y'M') et d'une 

courbe passant par le point (Y, Y'), laquelle s'obtiendra aisément en cherchant les 

points de rencontre du plan oL&y avec les diverses génératrices du conoïde que nous 

avons construites. < 

S 5. L^ Biais passée dit Corne de vache, 

606. {Fig. 132.) Cette surface, employée quelquefois à voûter un passage biais 
compris entre deux plans verticaux parallèles AC et BD, a pour génératrice une 
droite mobile qui s'appuie constamment : i" sur le cercle vertical ( AZ'B , AB) ; 2* sur 
un second cercle (C'Z'D', CD), égal et parallèleau premier ; ;V sur une droite O'OO", 
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pei pendiculaim aux deux cercles précédents, et menée par le centre du parallé- 
logramme ABCD. Pour construire les diverses positions de la génératrice mobile, 
on mènera par la droite 00' un plan quelconque 00' K'; il coupera les deux cercles 
aux points (K', K), (L', L), et en les joignant par une droite (KL, K'L'), ce sera 
une génératrice de la surface en question. De même (M'N'O', MNO") sera une auire 
position de la droite mobile; et, quand cette ligne viendra passer par les deux 
points des circonférences qui sont projetées en Z', elle se trouvera horizontale, et 
ne rencontrera plus la directrice 00' qu'à linfini. Au delà de cette position, la 
génératrice mobile s'inclinera en sens contraire, et ira couper la directrice 00' der- 
rière le plan vertical (*). 

607. La surface ainsi produite est gauche. En effet, pour passer de la position 
(M'N'O', MNO^) à une position inQniment voisine, la génératrice peut être censée 
glisser sur les deux tangentes M'T' et (N'Y', NV); et comme évidemment ces tan- 

^ gentes ne sont pas dans un mémo plan, il en arrivera autant pour deux génératrices 
voisines. D'ailleurs, deux génératrices quelconques se trouvent dans des plans 
menés suivant 00', et ne pourraient se couper que sur cette droite; or elles vont 
la rencontrer en des points différents, comme on le voit par les projections hori- 
zontales BD, KL,MN,.... Il est bon d'observer que ces diverses projections for- 
meront, par leurs intersections successives, une courbe enveloppe de toutes ces 
droites, et qui sera le contour apparent de la surface sur le plan horizontal. Quant 
à la nature de cette courbe, et à Téquation de la surface elle-même, on pourra 
consulter V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions^ chapitre XY. 

608. Construisons le plan tangent de cette surface gauche, pour le point (G, G') 
donné sur la génératrice (MNO",M'N'0'); et pour cela, formons d'abord un para- 
boloïde auxiliaire ayant pour directrices trois tangentes de la surface qui soient 
parallèles à un même plan (n"" 579). Deux de ces directrices seront les tangentes M'T' 
et (N'Y', NY) ; la troisième doit être une droite parallèle au plan vertical, et menée 
par le point 0" dans le plan qui touche la surface en ce point. Or ce plan tangent, 
devant contenir la droite 0"0' et la génératrice (MNO", M'N'O'), est précisément 
le plan 0"0'M'; et, par suite, la troisième directrice du paraboloïde auxiliaire est 
(0"^,0'M'). 

Cela posé, je fais glisser sur ces trois directrices la droite mobile (MNO", M'N'O'), 
et je cherche la position qu'elle prend, lorsqu'elle arrive au point (Y', Y) par 



(*) n y aurait, à la vérité, un autre moyen de faire remplir à la droite mobile la condition de s'ap- 
puyer constamment sur les trois directrices assignées. Car, si cette droite, passant toujours par le 
point fixeO, glissait sur le demi-cercle supérieur (AZ'B, AB), elle rencontrerait nécessairement 
aussi la moitié inférieure du second cercle, et réciproquement; de sorte que la surface ainsi pro- 
duite serait un cône du second degré. Mais, comme on aperçoit bien que la position de cette surface 
n'est point propre à former une voûte qui recouvre l'espace ACDB, nous négligeons ici te mode de 
génération. 
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exemple. Pour celd, je conduis par ce point et par la directrice (0"iiy (yW) im plan 
dont la trace horizontale est évidemment 0^' Va, et la trace verticalis une droite aê^ 
parallèle à O'M'; puis, comme ce plan rencontre la première directrice WV ao 
point (ê', 6), j'en conclus que (6V7, g'Vy) est une seconde position <Je la généra- 
trice (MNO'', M'N'P') du paraboloide auxiliaire. Maintenant, je cou|)e ce» deux 
lignes par le plan vertical GB, parallèle aux trois directrices, et la droite (GH^^G^H^ 
est une génératrice (n"* 55i) appartenant au second mode de génération du pa« 
raboloïde; par oonséqœat, le plan qui passera par les droite» {GB^GB!) et 
(MNO'', M'N'(y), savoir 0"PM', sera bien le plan tangent du paraboloïde^ et aussi 
de la surface gauche proposée, pour le point en question ^G,G'). On observera 
q«e la trace PM^ doit se trouver précisément parallèle à la projection verticale 6'H' 
dHine des droites que contient ce pian. 

S'il fallait (comme dans la Stéréotomie, n^ 660) trouver la tangente au point 
(G, G') de la section iaite dans cette surface par un plan vertical XY| parallèle aux 
cercles de tête, on n'aurait pas besoin d'achever la iconstniction du plan tangent; 
car la droite ( GH, G'H') , qui ^oit être dans ce plan tangent, et qui se trouve d^ 
dans le pian de ia oonrbe, serait évideounent la tangente demandée. 

609. De là on conclura aisément la normale de la surface gauche au point 
(G, G^); et en construisant de même les autres normales pour divers points de la 
portion (M'N', MN) de la génératrice, on obUeodrak un paraboloïde hyperbolique 
(n^ âft5), qui serait propre à former le joint normal de cette petite voûte. 

$ lu Des Hélicoides gauches, 

610. (/%• 124. ) Après avoir construit onebélice à base drculaire (ABCD...,^ 
A'fi'CiyH' A''H'' ), imaginons une droite mobile ( AO, A' a') qui gliae sur cette hé&ce et 
mr 9on mae (0, 0'Z'), enformmi d'mlleurê un angle oonstani avec net ûxe : nous pro» 
dvirons ainsi un bélicoïde qu'il ne faut pas confondre avec ChéUcaSde dévebppable 
d^à ûOBsidéré au n"" ^56 ; car celui dont il est id question est gauthe, comme nona 
allons le démontrer, après avoir apprie à construire les diiierBes positions de sa 
génératrice. 

611. Pour obtenir celle qui passera parle point quelconque (F, F') deFhéUce^ 
pnenons sur Taxe vertical un intervaUë affy égal à la dîfl^ence de niveau des 
points (F^ F') et ( A, A'), el la droite (F'/, FO>sera la génératarice demandée; car 
elle formera, avec Taxe et le rayon du cylindre qui aboutirait au point (F,F')j un 
triangle rectangle évidemment égal à A'a^O' : de sorte que les angles aux sommets 
dei ces deux triangles seront bie^o lea mômes,, comme l'exige la loi de mouvi^ettt 
citée phis ba«L Mais, pour rendre iceUe opéraliott plM uniforme et pbia simple, 
on observera que le tracé de l'hélice primitive a déjà conduit (n* SM ) à diviser la 
circonférence ABCH^.t et le pa» de fhélice A' A" en un même nombre da parties 
égales, ici quatorze; par conséquent, si Ton commence par marquer sur Taxe ver- 
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ticaly è partir chi point a\ des interfdlles i^b\ b'c\ efdf, dfef, ^/,.'m tou9 égaux 
dtux diviskJbB dn pas de Thélice, il n'y aura ptos qo*à joindre par des droites les 
points correspondants B' et ^, C et c'y IV et «f,..., poar obtenir tes projections ver- 
;tkates B'bl^ Cd^ lyd^...^ des direrses génératrîees projetées horiwnlatement sor 
les rayons BO, CO, DO,.... 

612. D'aprè& cette construction , i\ est évident que deox génératrices y quelque 

- rapprochées qu'elles soient, ne se trouveront jamais dans un même plan. Car, 

i"" elles ne sont point parallèles^ puisque leurs projections horizontales se coupent 

enO; a!" elles ne se coupent pas, puisque les points situés sur la verticale Oy 

seront placés à des hauteurs différentes : donc cet hélicoïde est une surface gmetie. 

6iâ. Puisque les divers triangles rectangles formés par chaque génératrice avec 
faxe et le rayon du cylindre qui' aboutit au point correspondant de Thélice, sont 
(n** 611) tons égaux à AV(y, î) s'ensuit que la portion de la droite mobile, com- 
prise entre Taxte et Thélice direeù*ice, conserve toujours la même tongueur; par 
conséquent^ on peut aussi regarder ThéNcoïde gauche qui nous occupe, comme 
engendré par une droîiede langueur canskmle ( AO, A' a^ ) qui gliëse 9ur une hélice à base 
circulaire ei sur son axe. 

61fii* Dans ce mouvement, ou la longueur de la génératrice et son indinaisou 
sur Taxe demeurent invariables, il est évident qu'un point quelconque («, a ) de 
cette droite mobile, reste à une distance constante «0 de Taxe vertical (0, (VZ'), 
c'est-à-dire que ce pcnnt se meut sur le cylindre droit qui a pour base le cercle 
aSy.... En outre, comme les deux extrémifés de la génératrice s'élèvent, à la fois, 
d'une quantité égale <^b\ ou a!cf^ ou oV,.,., il eu sera de même du point (tx, a )» 
dont les ordonnées verticales, comptées à partir du pkm koritontal af (ù\ seront tou- 
jours égales aux ordonnées du point ( A, A^) au-dessus du plan A'O^ Or celles-ci 
aont, par la nature de Thélice que parcourt le point (A, A'), proportionnelles aux 
arcs AB, AC, AD,^.., ou bien aux arcs oeS, ay^ otd^..^ ; donc aussi ces derniers sont 
proportionnels aux ordonnées des positions qu'occupe le point (a, a') au-dessus 
du plan horizontal a &>', lorsqu'il se projette suceeesfvement en 6, 7, d,.,.. : par con- 
séquent (n'' UW), la courbe 

déerits par un peint (/ueleonqne (a^ a) de la génératrice ^ pendant son mouvement ^ est 
une hélice de même pas que C hélice primitive^ mais tracée sur un cylindre eonoentrl- 
que au premier. 

Pour construire cette hélice, il suffirait^ après avoir décrit te cercle du rayon 
0«, de projeter les points g, y, d,..., en &y y', d^,..^, sur les génératrices d^'à tra- 
cées; mais, afin d'éviter la renoonlre de lignes très-obliquea, il vaudra mieux cou- 
per ees gânératrices par des horizontales élevées au-dessus de a'tùj de r, 2, 3,..., 
fois l'intervalle o^fr^ % 
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615. D*après celte propriété, on pourrait aussi définir l'hélicoïde gauche comme 
engendré par une droite qui glisse constamment sur deux hélices concentriques y de rayons 
inéyauXy mais de même pas^ et sur Caxe commun de ces deux courbes. Par là, on assi- 
gnerait trois directrices à la surface , et les autres conditions énoncées aux n"^ 610 
et 613 se trouveraient remplies d'elles-mêmes. 

616. U est évident que Thélicoïde gauche admet encore une nappe supérieure^ 
laquelle serait engendrée par le prolongement a'U' de la droite (a'A',OA), qui a 
déjà décrit la nappe inférieure. Cette dernière est la seule que nous ayons voulu re- 
présenter ici, afin d'en laisser voir plus distinctement la forme; toutefois, nous fe- 
rons observer que non-seulement les deux nappes auraient de commun la droite 
(0, O'Z'), mais quelles se couperaient encore suivant une ou plusieurs hélices de même 
pas que r hélice (ABCD, A'B'C'D'...). En efiet, si Ton compare deux positions de 
la génératrice qui soient situées dans le même méridien, telles que ( AO, A'aT') et 
(OH, /i'H'), on voit qu'elles se coupent en un point u' commun aux deux nappes, 
et qui restera constamment sur Tune et sur Tautre, lorsqu'il sera entraîné par le 
mouvement simultané de ces deux droites autour de Taxe. Or nous avons démon- 
tré (n" 614) que, dans ce mouvement, un point quelconque » ou ti' de la généra- 
trice décrivait une hélice concentrique avec (ABCD, A'B'C'D'...) et de mênoe pas 
que celle-ci : donc, c'est bien une telle courbe qui formera l'intersection des deux 
nappes de Thélicoïde ; et il existerait d'autres sections analogues, si l'on prolongeait 
les génératrices assez loin pour que A'a'U' rencontrât /i"H'', ft'"H'",... , en des points 
u^\ u"\...y qui décriraient encore des hélices communes aux deux nappes. 

617. (Fig. 124. ) Représentation graphique de la surface. Elle est donnée par l'en- 
semble des génératrices successives que nous avons construites; et si l'on restreint 
l'hélicpïde à sa nappe inférieure, et que l'on termine les génératrices aux points oui 
elles s'appuient sur l'héhce directrice (ABCD,..., A^B^C'D'... ), le contour apparent 
de la surface, sur le plan horizontal, se réduira au cercle ABCHLA. 

Quant au plan vertical de projection, le contour apparent se composera d'a- 
bord des portions A'B'C'D'G'H'L' et P^(yA"B"C"V"R"V de l'hélice direclrice; 
puis, de diverses courbes symétriques X'Y'B', a/«/'L', X"Y"B",.-m q«i seront les 
enveloppes des projections verticales des génératrices. En effet, les droites AV, 
Vb\ Cc\ D'd', formant avec l'axe O'Z' des angles qui vont toujours en diminuante 
produiront par leurs intersections successives un polygone dont la convexité sera 
tournée vers l'axe; et si l'on conçoit ces génératrices multipliées indéfiniment, ce 
polygone deviendra une courbe X'Y'B', tangente à chacune de ces droites, ^ qui 
aura pour asymptote la génératrice particulière a' A' dont l'inclinaison sur Taxe 
est maximum en projection verticale. Cette courl^e touchera aussi l'axe 0' Zr , qui 
est lui-même la projection d'une génératrice de la surface, en un certain point X\ 
situé entre d! ^i ef; puis, elle continuerait à avoir pour tangentes Itô prolonge- 
ments des génératrices E'e', F'/, G'gp', H'Ji', dont la dernière serait une nouvello 
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asymptote. Mais, comme ici la nappe supérieure de rhélicôïde n'existe pas, la 
courbe enveloppe des génératrices se réduira à la partie comprise depuis le 
point X', jusqu*au point (situé vers B') ou la génératrice de Thélicoïde se trouve 
en projection verticale, tangente à la sinusoïde A'B'C'D'; seulement, dans cette 
dernière partie, la courbe enveloppe se confondra sensiblement avec |a droite 

De même, la branche xy^V du contour apparent se tracera en la rendant tan- 
gente à Taxe entre les points n\ p, et tangente aussi aux génératrices n'N', m'M', 
/'L', jusqu*à ce qu'elle touche la sinusoïde H'L'M'; et si l'on devait la prolonger 
plus loin , elle aurait pour asymptote la génératrice h'W. Enfin, on opérera sembla- 
blement pour les autres branches X''Y"B'', a;"/L" (*). 

618. actions remarquables. Si Ton coupe Thélicoïde gauche par un plan mené 
suivant Taxe (0, (yZ'), on aura évidemment pour section des lignes droites, qui 
seront autant de positions diverses de la génératrice; et si Ton employait, pour 
couper la surface, un cylindre vertical aêydXtr, concentrique avec l'hélice direc- 
trice, il résulte de ce que nous avons prouvé au n"* 61b, que la section serait une 
autre hélice a'g'/d'Vir'..., de même pas que A' B' CD' L' F.... 

619. Maintenant, jconpons l'hélicoïde par un plan horizontal quelconque 
G"a"K". Il suffira de projeter, sur le plan horizontal, les points G", W", e", S",.,., 
ou le plan sécant rencontre les projections verticales des génératrices de la surface, 
et Ton obtiendra la spirale OIKSeWG..., qui s'étendrait indéfiniment, si l'on pro- 
longeait assez loin les génératrices suivantes h''W\ TU',... D'ailleurs, si la nappe 
supérieure (n^* 616), formée par le prolongement des droites RV, Q'ç',.-m existait 
ici , elle serait coupée par le même plan G" a" K", suivant une autre branche Oikd... 
appartenant à la même spirale, et ces deux branches auraient pour tangente com- 
mune le diamètre AOH; car les rayons OKC, OIB sont des séc^tes dont les deux 
points de section avec la spirale se réunissent en un seul O, quand on arrive à. la 
position OA. 

620. La section que nous venons d'obtenir est une spirale d'Archimède. En effet, 
d'après la manière dont nous avons construit (n*611) les génératrices de l'héli- 
coïde, chacune de ces droites a pour différence de niveau, entre ses deux extré- 
mités , un intervalle constant égal à OV, qui comprend ici six divisions du pas de 



(*) Nous conseillons ici de tracer les courbes X'Y'B\ «'y'L',..., en les rendant simplement tan- 
gentes à la sinusoïde et aux projections des génératrices, parce que ce procédé offrira toute la 
précision graphique que Ton peut désirer, en multipliant suffisamment les génératrices qui sont très- 
faciles à construire. Cependant, si Ton voulait déterminer les poinis de contact de cette court)e, W n'y 
aurait qu'à mener par chaque génératrice tin plan perpendiculaire aujplan vertical; puis, chercher 
le point où ce plan serait tangent à Chélicoide^ en employant la méthode que nous exposerons au 
n* 627 : alors, la suite de tous ces points de contact appartiendrait rigoureusement au contour appa- 
rent X^Y'fi[ de la surface; mais cette marche serait très-laborieuse. 

6* édit. 3û 
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rhélice; puis, comme les points F", E",!)",..., sont au-dessous du plan 6^0* de i, 
^, 'i\...y de ces divisions, il en résulte évidemment que, dans l'espace , on a 

Or, les projeclions horizontales de ces dioites devant être divisées dans le même 

rapport, on aura aussi 

FW = iFO, E6=fE0, DS=fDO,..., 
on bien « 

OI=iOB, 0K=fOC, 03=fOD,.... 

Diaprés cela , on voit que, pour un point quelconque W de la spirale, on aurait la 
relation générale 

OW _ AF p _ u 

OF -^AG' ^" R^û' 

en app^ant p le rayon vocieur de ce point, « Tangte coFrespondant o^esurédans 
le cercle qui a pour rayon Tunilé, et R le rayon donné OA. Ainsi » poisque l'équa- ' 
tion précédente prouve qae p et tt croissent proporUonnellement , la couifbe ^t 
bien une spirale dArdiimède; mais pour y introduire, suivant Tusa^, le rayon 
vectear constant R' qui correspond à la première révolutioA totate » il n'y aura qu'à 
prendre 

R'= -î^ R , et il viendra p = R' — . 

La fraction ^ exprime ici le rapport do pas de l'hélice A'A^', avec la hauteur CKo' 
que nous nous sommes donnée arbitrairement, pour fixer la première génératrice 
de rhélicoïde gauche. 

•M. {Pig. i2t\.) Du plan tangent pour un point donné sur une génératrice quel- 
tîonque (DO, lïd'). Supposons d'abord que le point assigné soit (D, D'), situé sur 
rhélice directrice : alors, en tirant la tiroile DT égale à l'arc AD, et perpencfico- 
laire sur DO, on sait (n* M9) que le point (T, V) sera le pied de la tangente à 
f hélice; par conséquent, te plan langent relatif au point (D, D') se trouvera déter- 
miné par Tensemble des deux droites (DO, D'df) et (DT, D'T), et ce plan aura 
évidemment pour trace horfeontale la ligne VT. 

Maintenant, soit {i, i') un point quelconque de la même génératrice. On sait 
(n*èl4) que par ce point il passe une hélice dont la naissance (a, a) se détermine 
«n décrivant l'arc da, et projetant ^ en a sur la génératrice Aa\ D'aillears^sans 
tracer cette courbe , sa tangente est facile à constrmre ; car, si après avoir mené la 
droite TO, on tire 39 parallèle à DT, il est évident qu'on aura S9=8d: donc, en 
projetant g en 9' sur le plan de naimmce a «', on obtiendra le pied (9, 6^) de la 
tangente cherchée, qui sera (39, if 9'). Cela posé, le plan tangent au point (i^H) 
de rhélicoïde, devant contenir cette tangente ainsi que fa génératrice («0, ^ef) 
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qui vient percer le plan horizontal Ju' au point {lyliljy il aura évidemment posr 
trac6« Bur ce plan de naissance» la droite ^G; et sur le plan horizontal pi'imitif , sa 
trace sera V £, parallèle à &9. 

On opérerait semblablement pour un nouveau point (^,^') do la génératrice 
(DO, ly d' ) , en employant toupurs le triangle rectangle TOD y dans lequel on trace^ 
raily parallèlement à DT, la droite i{/C qui fournirait le pied (2;, t!) de la tangente 
à rhéiice passant par le point (^^ 4/'). 

622. Il importe ici de remarquer que, pour tous les points d'une même génératrice 
(DO, DV ) , les triangles rectangles TDV, 6()^..,, auront des bases égaies DY =:di=â .^ 
En effet, la bautenu* du point (D, D') au-dessus de (A, A') est évidemment la même 
que celle du point (d, H) ai»-des8tts> de (a, »)i par conséquent , les portions D'Y 
et Sf l' de la génératrice sont égales, et il doit y avoir aussi égalité entre leurs pro- 
jections horizontales DY et j^ Mais Tangle à la base, Y ou $, de ces triangles est 
variable; tandis qu'il ^raii constant et la base variable j pour les divers points d'une 
même hélice, attendu qu'en passant du point D aux points C, B,..., les côtés DV 
et DT varient dans le même rapport* 

Il résulte de là qjae les plans qui touchent Thélicoïde dans les divers points d'une 
H^me hélice sont également inclinés sur le plan horizon taL 

62â. Observons encore que« pour tous les points d'une même géiiératrice 
(DO, D'd^), les pieds des tangentes aux hélices sont tous siiués sur la droite (TO, Va')^ 
ce qui permettrait d'obtenir la prq}ection verticale 0' sans recourir (n*'621) an plan 
de naissance » 4<>^ En effet , les hauteurs des deux points ( 0, â' ) et ( e, 6' ) au-dessus 
du plan horizontal primitif fournissent évidemment les rapports égaux 

OV_AV_AO_DO^TO^ 

or l-égialité entre la première et la dernière de ces fractions indique que les ordon^ 
nées verticales des points (0,a') et (896') sont proportionnelles à leurs abscisses 
comptées du point (T, V) ; donc ces trois points se trouvent en ligne droite. 

62b« Il suit de là que les tangentes (DT, DT), (d9,a'e0, (^^^tj^'C') r*M aux 
hélices décrites par les divers points de la génératrice (DO, D' d') , s'appuient toutes 
sor les deux droites fixes (TO, T'a')et(DO, D'd'); et d'ailleurs, cooome ces tau* 
génies sont évidemment parallèles à un même plan vertical DT, il en résulte 
( n"* dft9) qu'elles forment, par leur ensemble ^ un paraboloide hyperbolique qui touche 
la surface de l'hélicoïde tout le long de la génératrice (DO, D^d/)* 

625. C'est à ce résultat que nous serions parvenus si, d'après la méthode gé^ 
néraie du n'^bll^ nous avions voulu former l hgperboliàde de raccordemmt I0 Itng 
de la droite (DO, D'd'); car, en définissant l'hélicoïde comme au n*6I5, par le 
moyen des trois directrices (ABCD..., A' B' CD'...), («êya..., « 6'/3'...), (0, O'Z'), 
cet hyperboloïde aurait eu lui-même, pour directrices, les droites (DT, D'T'), 
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(^, d'6'), (0, O'Z'); M puisqu'elles sont évidemmeut toutes trois parallèles à uû 
même plan vertical, cette dernière surface dégénère (n"" 5^) en un paraboloïde 
hyperbolique , qui est celui dont nous avons parlé tout à Theure. 

626. Ce paraboloïde a pour plan directeur du premier système de génératrices, 
le plan vertical DT; quant au second système, le plan directeur devrait passer par 
(TO, T'«') et par une parallèle à (DO, Udf). Or, si l'on fait partir cette parallèle 
du point (O^a^), il est aisé de voir qu'elle ira percer le plan horizontal en D; de 
sorte que TD sera encore la trace horizontale du second plan directeur, et il sera 
incliné d'une quantité angulaire égale à a' Â'O' ^ ce qui achève de fixer sa direction. 
On voit ainsi que les deux plans directeurs sont à la fois perpendiculaires au plan 
vertical OD qui contient la génératrice de Phélicoïde; d'où Ton peut conclure 
que Caxe du paraboloïde (n* 5H2) est horizontal et parallèle à DT. 

Pour toute autre génératrice que (DO, D'rf'), il est évident que le paraboloïde 
de raccordement demeurerait constant de forme ^ et prendrait seulement une posi- 
tion analogue par rapport à la nouvelle génératrice. 

627. {Fig. 124.) Trouver le point de contact de Chélicoxde gauche^ avec un plan 
donné qui passe par une génératrice connue. Ce problème, qui serait utile dans la 
Perspective et les Ombres , pour trouver la courbe de contact de l'hélicoïde avec 
un cône ou un cylindre circonscrit à cette surface, pourrait se résoudre comme 
on l'a indiqué n"585 et 587; ou, plus simplement, par les procédés des n*" 586 
ei 588, si l'on commençait par substituer à l'hélicoïde le paraboloïde de raccorde- 
ment le long de chaque génératrice. Mais les opérations graphiques sont encore 
très-laborieuses, et nous allons donner une méthode beaucoup plus courte, fondée 
sur la remarque du n* 622 (*). 

Soit Yt la trace horizontale du plan donné qui passe par la génératrice (DO, D'(f) ; 
après avoir construit le triangle rectangle TDO, qui détermine la tangente de l'hé- 
lice au point (D, D') de la génératrice proposée , menez par le point t une parallèle 
(9 à DO, puis une perpendiculaire 93; cette dernière fera connaître le point (3, J') 
où le plan donné touche l'hélicoïde. En eflFet, pour construire le plan tangent relatif 
à ce point (3, d"), il faudrait (n°' 621 et 622) tirer, dans le triangle ODT, la droite 
J9 perpendiculaire sur 50, puis prendre 91 égale à DV, et la ligne 9Ç serait la trace 
de ce plan tcingent sur le plan de naissance a'o' de l'hélice passant par (3, 3'). Or 
il est évident que, d'après les constructions employées ci-dessus, la ligne 9$ se trou- 
vera parallèle à Vi; ainsi , le plan donné et le plan tangent pour le point (3, 3') au- 
ront leurs traces horizontales parallèles , et , comme ils passent tous les deux par 
la droite (ODV, rf'D'V) , ils coïncideront certainement Tun avec l'autre. 

628. HÉLICOIDE à plan directeur. La définition générale du n* 610 suppose 

{*) Cette méthode a été indiquée dans le Traité des Surfaces réglées par M. Gascheau, ancien 
élève de TÉcole Polytechnique. 
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que la droite mobile glisse sur une hélice et sur son axe, enfermant avec ce dernier un 
angle constant j mais qaelcODqne : lorsque cet angle est droit, toutes les positious 
de la génératrice se trouvent évidemment parallèles au plan horizontal qui devient 
ainsi un plan directeur de la surface; et celle-ci, toujours //aticAe, rentre alors dans 
le genre des conoïdes droits (n* 520). Il est facile de voir comment toutes les pro- 
priétés reconnues dans Phélicoïde gauche général se reproduiront, avec des sim- 
plifications remarquables, dans Thélicoïde particulier qui nous occupe; c'est pour- 
quoi nous nous contenterons d'indiquer la forme de ce dernier, en employant 
un seul plan de projection , comme dans Idifig. 1:26, qui doit nous servir plus tard 
à représenter une vis. On y apergoil Thélice directrice ÂBCDË..., et les diverses 
positions Ao, Bi , G2,..., de la droite mobile; puis, on démontrera plus facilement 
encore qu'au n'^Glft, que tout point a de la génératrice décrit une hélice aSyde... 
concentrique avec la première y et qui a le même pas et le même plan de naissance que 
celle-là. 

629. Quant au plan tangent de cet hélicoïde , pour un point assigné sur une 
génératrice, il se construira aussi en cherchant, comme an n"" 621, le pied de la 
tangente à Thélice qui passera par le point donné; et ce pied se déterminera encore 
au moyen du triangle rectangle ODT de \afig..i2^ : mais, dans le cas actuel , les 
traces horizontales des divers plans tangents le long de la génératrice OD, parti- 
ront des points T, 9 , ç,..., et seront toutes parallèles à OD, puisque cette droite hori- 
umtale se trouvera commune à tous ces plans. 

630. (Fig. 124.) D'ailleurs, la droite (TO, TV), sur laquelle étaient situés 
(n* 623) les pieds des tangentes aux diverses hélices, se réduira ici à la ligne TO 
tracée dans le plan horizontal ; et le paraboloïde de raccordement (n** 62ft et 626) 
aura pour ses deux plans directeurs le plan vertical DT et le plan horizontal lui- 
même. 

631. Enfin , le problème du n* 627 se résoudra bien simpleipeut ici , puisque 
étant donnée pour trace horizontale du plan assigné, une droite tB parallèle à OD, 
le point 9, où cette trace rencontrera la ligne TO, permettra de tirer la perpendi- 
culaire 9d, qui fera connaître le point de contact d que l'on cherchait. 

La surface dont nous parlons ici est employée, non-seulement pour former la vis 

à filet rectangulaire, mais encore dans les escaliers dits vis à jour circulaire, et vis à 

noyau plein. 

S 5. De la vh à filet triangulaire. 

632. {Fig. i25.) Imaginons un triangle isocèle a A a', dont la base oux coïn- 
cide toujours avec une arête d'un cylindre vertical à base circulaire, et dont le 
plan, passant constamment par l'axe de ce cylindre, tourne uniformément autour 
de celte droite; puis, concevons que ce triangle s'élève en même temps de quan- 
tités proportionnelles aux espaces angulaires décrits par son plan mobile, et de 
telle sorte qu'au bout d'une révolution totale, le triangle générateur se soit élevé 
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d'une hauteur égale à sa base «et', c'esUàrdire qu'il ait pris la position a AV^ Alors^ 
le solide engendré par ce Iriangle mobile sera le filet de la vis doni le.oylindcapn*' 
milif est le noyau. 

633. Il est évident que» d'après ces conditions et le n"" {|2i&^ le sommei A du 
triangle décrit une hélice ABCDËFAB'..., qui appartieikt à un cylindre concen- 
trique avec le premier, et dont le pas est égal à aa ; d'ailleurs^ comme le& côté» A« 
et A a rencontrent toujours l'axe, en faisant desi angles constants avec cette droite, 
il en résulte (n"* 610) que les deux faces du filet sont des portions de deux héli*- 
Goïdes gauches, dont la nappe wpérieure de l'un (n"" 616) forme la face in/érî^tire 
du filet, taudis que La faœ supérieure de ce filet.appartient à la ni^pe inférieme de 
l'autre hélicoide. 

6â&* Pour représenter complètement cette vis, il faudra^ d^abord construire 
(n° ^1 ), au moyen d'ua plan horizontal que nous avons supprimé ici^ la pro]ec« 
tion verticale ABCDFA'B'... de l'hélice décrite par le point A, en observant que le 
pa9 AA dâ cette hélice doit être pris égal à la base aut du triaii^le donné. ËniQÎte, 
les. divifiiona égales de ce pas, qui sont- ici au nombre de dû;,, devront être repor- 
tées, sur Taxera partir? des pointsoeL i5où. cette droite est rencontrée par les cette 
A a et A ix' ; ce qui produirait en général deux séries.distinctes de points de. division : 
mai&iciielle&n'en.formeat qu'une seule, ailendu. que bous. avons choisi ie triangle 
Aaalf de manière que ses oètés comprissent, sur Taxe^ un nombne exact des divi- 
sions du pas de l'hélice. Cela pose, en. joignant le premier point de division B de 
l'hébca avec. les points l et 17, le poiit C avec 2 et 18,. le point D avec 3 et 19^., 
on obtiendja évidemment les diverses positions du triangle générateur. 

%$^é 'kmtefoiS'f.il.faut terminer ceadroiXes aux points Sel g', 7 elf\ à et i',M*^9 
où. ellesi vont rencontrer le noyau cylindrique de la vis. Or, ceuxrci n'étant autre 
chose que les positions successives prises par les points a et a du triangle mobile, 
il résulte du n° 6àli qfia la courbe projetée asv «gy^a^S'... est une hélice de même 
pas I que ABCDFA'...;, par comséqiient, on déteeminera* cette non vellebétioe en 
coupant.les génératricesi indéfinies ipar dee liorizontales menées d«s. point» 4 et 1 4 , 
5 et 1 5, 6 et i G v^r... D'ailleurs 1 comme. le point «' est commun aux deux triangles 
fltAa et a.À! a\ il arrivera. nécessairement que l'hélice ag/^a'&'y^*. seraaussi pro- 
duite par les in^eisecLions des.câté&Bgf etB'gV^/ et.C/,p...,.ce qfii offrira une 
vérification des constructions précédentes. Cette hélice formera dXnûCarêurentxanu 
de la vis, tandis que l'arête saUtûwfê sera' PbéKce projetée sur ABCDFA.... 

6â6«> (^%*' ia5«) Quant.au contour, apparent, des deux faoea» du filet, oa> doit 
bien observer qu.il n'esi^pas formé par deux.génératrica& rectilignes« mais par deux 
courbes XX et.â^y, qui.sûnt.(n'' 613) les enveloppe» des projections des^génératrices, 
et qui ont^iour asymptote» les génératrices particulières A a.^ et A' a'. Toutefois, vu 
que les portiânside&4eux béliiQoïdes^uchies qiU forment le filet sont^p^^i étendues 
et assea éloig^efr de l'axe,, te&ilignesXY et ortf^pourront être id trâfcées approxi- 
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mativement comme deux droites convergentes avec a A eta' A\ et qui devront ton- 
cher, ToBe les deux arcs AYB et a!XS\ Tautre les deax arcs A^y¥ et ax^. 
D'ailleurs, de ces deux branches du contour apparent, la première XY cache une 
partie de la seconde xy, laquelle doit alors se terminer en un point z, situé à la 
iiauleur de a,\ à cause de la forme symétrique de ces denx courbes. 

Ces remarques, qui s'appliquent à chaque angle rentrant du filet si(ué à gauche, 
et qui 86 reproduiront d'une manièi-e inverse pour les angles rentrants situés i 
droite, suffisent sans doute pour que le lecteur ae rende compte aisément des di« 
.verees ponctuations par lesquelles nous avons exprimé, sur notre épure , >les parties 
visibles ou invisibles de la vis en question. Nous ajouterons seulement que le rectangle 
UV vu représente le parallélipipède qui forme la téledeeette vis. 

'S'^ Oe h Vis à filH carré. 

637. {'Fig. i!i6.) Le filet de œtte vis est engendré par un rectangle A «XL dont 
le plan ,>qui passe par Taxe d'un cylindre droit et circulaire , tourne uniformément 
autour de cet axe, tandis que le rectangle s'élève le long des arêtes du cylindre, 
de quantités proportionselles aux espaces angulaires décrits par son plan mobile. 
Il en résulte évidemment que les points A et L décrivent, dans ce mouvement , deox. 
hélices égales, dont le pas commun AA' ou LL^ peut être choisi arbitrairement, 
pourvu qu'il égale au moins le double de AL, afin de laisser un libre passage an 
filet saillant de l'écrou qui engrène avec la vis. D'ailleurs, les deux oôtés A« et Lu, 
qui s'appuierodt toujours sur ces hélices et sur l'axe, en coupant celui-ci sous un 
angle droit, engendre<*ont des faces gauches qui appariiendront (d* 028) è des 
kéHofïdes à jiian 'éirectenr; tandia que le côté AL décrira une zone cylindrique, qui 
terminera extérieurement le filet de <^ette vis. 

tl88. Pour représenter ^aphiquement la vis à filet carré, il fadt d'abord con* 
ftruire les deux hélices de même pas ABCDEFA'F... et LBfNPQBL'R'..., en se 
Mrvant (n* {iiâi)d'un plan horizontal que nousiavons supprimé ici; pais, tracer 
«erablablement sur le cylindre du noyau les deux autres hélices aSyàtt^'... et 
l(mf...j qui sont produites ( n"" 628) par les points a et X, et dont le pas commun 
ûta! doit égaler AA^^Ges deux dernières courbes «ont les intersections du noyau de 
la vis avec les faces hiférieure et supérieure du filet, et elles servent à limiter les 
portions des génératrices B 6 et M|x, Dj et Ptr,'F^ et Rp,..., qui appartiennent à 
œs d^ix races gauches. Bnfin^ on pourra ajouter quelques-unes des arêtes du cy- 
lindre extérieur, telles que BM , CN , DP 

A39. Parmi les diverses lignes dont nous venons de parler, le lecteur discernera 
aisément celles qui sont visibles de celles qui se trowrrat cachées. Nous avons 
tracé les unes et les autres complètement dans la première spire du filet, en les 
poitcloaiit d'floe manière convenable k leur position ; mais , dans les antres spires , 
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nous n'avons conservé que les lignes visibles, afin d'offrir ici un résultat toul à fait 
conforme à celui que présenterait au spectateur la vue de l'objet en relief. 

S 7. Dm Conoide de la voûte (C arêtes en tour ronde. 

6!|0. {FiÇ' 127.) En écartant les circonstances qui sont spécialement relatives 
à la stéréotomie, la question se réduira ici à trouver Tintersection d'un tore avec 
un conoïde, courbe dont les tangentes donnent lieu à des recherches nouvelles, et 
qui trouveront des applications utiles dans la Coupe des pierres. Le tore est engen- 
dré par la révolution du demi-cercle B'C'b' qui, relevé dans le plan vertical B'«, 
tourne autour de la verticale &>, et forme la surface intérieure de la voûte princi- 
pale qu'on nomme un berceau tournant. Une porte pratiquée dans cette première 
voûte, et limitée aux plans verticaux F/ et G g qui convergent vers l'axe de la tour, 
est recouverte par un conoïde dont la génératrice rectiligne ^demeure toujours 
horizontale, en glissant sur la verticalç co et sur une seconde directrice formée de 
la manière suivante. On rectifie l'arc AOD suivant sa tangente aOcf, et sur cette 
droite, comme grand axe, on décrit une demi-ellipse A^'G^'D'^ dont le demi-axe ver- 
tical 0"C" est égal au rayon OB ou O'B' du tore; puis, en imaginant que cette 
ellipse, placée d'abord dans le plan vertical aOcf, soit roulée sur le cylindre droit 
AOD, de manière que ses abscisses coïncident avec les arcs de cette circonférence, 
et ses ordonnées avec les arêtes verticales du cylindre , cette ellipse deviendra une 
ligne à double courbure projetée sur AOD, et que Ton adopte pour la seconde 
directrice ou pour la base du conoïde. 

6!|1. Cela posé, pour obtenir l'intersection de ce conoïde avec le tore, coupons 
ces deux surfaces par divers plans horizontaux. Celui qui passera par le point M' 
du méridien B'Cb\ coupera avec le tore suivant deux cercles décrits avec les rayons 
û)F et wp'; puis , si Ton cherche sur l'ellipse les points M" et N" qui sont à la même 
hauteur que M', et que l'on prenne les arcs OP et OQ égaux aux abscisses O^F 
et O'^Q^, les points P et Q seront évidemment les projections des points où la base 
du conoïde est rencontrée par le plan sécant horizontal ; et, par suite, les sections 
faites dans cette surface seront deux droites projetées sur a> P et ot)Q. Or ces droites 
rencontrent les deux sections circulaires eu quatre points M , m, N , n , qui appar- 
tiennent à l'intersection des deux surfaces , laquelle se composera de deux branches 
à double courbure, projetées horizontalement sur GMOn/et FNOwiy. 

642. Observons, r qu'en prolongeant le conoïde en arrière de l'axe vertical », 
il rencontrerait une seconde fois le tore suivant deux autres branches G, 0,/, et 
^2^i9i^ qui sont symétriques avec les premières et se construisent par les mêmes 
opérations; 2* que les deux nappes du conoïde sont censées terminées ici aux deux 
cylindres verticaux B'GBF*..., et b'gbf... qu'elles coupent suivant des couriies à 
double courbure, qui ne sont autre chose que des ellipses roulées sur ces cylindres, 
et ayant toutes pour demi-axe vertical le rayon du tore : c'est ce qui résulte évi- 
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demment de la proportionnalité des arcs horizontaux BG et BF, ou bg et bfj avec 
les arcs OA et OD; 3' que, pour faire servir le tore et le conoïde à former une 
voûte (t arêtes j il faudrait supprimer entièrement toutes les portions intérieures des 
génératrices rectilignes et circulaires, lesquelles sont ici ponctuées comme étant' 
invisibles. 

643. (Fig. 127.) Il est à remarquer que chacune des courbes planes, telles que 
GO/, qui reçoivent la projection horizontale des courbes d'arête , est une spirale 
(TArchimède. En effet, d'après la construction qui a fourni (n'*6ftl) le point quel- 
conque M, l'arc OP et la droite PM sont respectivement égaux aux abscisses 0"P" 
et O'F des deux points M" et M', qui répondent à une même ordonnée verticale 
dans l'ellipse et dans le cercle méridien du tore; or, ces deux courbes ayant un 
axe vertical commun, on sait que de telles abscisses sont entre elles dans le rapport 
du grand axe au petit axe : par conséquent, nous aurons la proportion 

OP : PM : ; OA : OB. 

Mais, si l'on prend un arc OX qui soit avec OA dans le rapport de o)0 avec OB, 
nous pourrons remplacer la proportion précédente par celle-ci : 

0P:PM;:0x:0a); 

el en faisant la somme des antécédents et celle des conséquents, il viendra 

xP-.wM :: xo iwO, 

résultat qui montre que le rapport de l'arc XP au rayon vecteur wM demeure 
constant pour tous les points de la courbe GMO/w; par conséquent, cette courbe 
est une spirale d'Archimède , dont Vorigine est sur le rayon «X qu'elle touche en 
se prolongeant suivant une autre branche oxp , symétrique de la première. Pour 
avoir le pas de cette spirale , c'est-à-dire le rayon vecteur qui correspond à une 
révolution entière, il suffira de construire une quatrième proportionnelle $ aux 
trois lignes suivantes : l'arc XO, la circonférence totale, et le rayon wO; alors on 
pourra, selon l'usage ordinaire, compter sur la circonférence du rayon 3 les arcs 
qui mesurent le mouvement angulaire du rayon vecteur mobile. 

644. La courbe ¥Og(ay est aussi une spirale d'Archimède dont l'origine est 
sur le rayon wÇ, et qui ne coïncidera avec la précédente qu'autant que l'arc OX 
se trouvera égal à un quart de cercle ; pour obtenir cette coïncidence , il suffirait 
de prendre la demi-ouverture OA de la porte telle, qu'elle eût avec le quart de 
cercle le même rapport que OB avec Ow. Enfin, les deux autres courbes G,0,/ 
®* ^2^7 92 appartiennent encore à deux nouvelles spirales d'Archimède, qui 
touchent les mêmes rayons X«X, et ÇoÇ, , mais qui ont une situation opposée aux 
premières (*). * 



(♦) L'analyse conduit aussi à ces résultat?; car, si Ton ad(fpte pour axe des x la droite wOB, une 
5* cdii. 35 
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6f|5. {Fiff. '^7-) ^'^ tangente en un point quelconque M sera donnée par Tin- 
terseclion du plan tangent au tore avec le plan tangent du conoïde. Or le' premier 
de ces plans a pour trace horizontale la droite VK, perpendiculaire à wM, laquelle 
s'obtient en ramenant en V le piedT de la tangente M'T' du méridien circulaire; 
quant au second plan tangent, il faut d'abord construire (n° 580) un paraboloïdè 
qui raccorde le çonoïde tout le long de la génératrice coPM. Pour cela, je mène 
la tangente 1\FT'' à l'ellipse plane; puis, en roulant cette courbe (n**6ft0) sur le 
cylindre vertical DOA, la sous- tangente deviendra PT = P''T'', de sorte que T sera 
le pied de la tangenta au point P de la base du conoïde : alors la génératrice wP 
du paraboloïdè auxiliaire^ qui doit glisser sur cette tangente et sur la verticale ot), 
en demeurant toujours horizontale, prendra la position wT quand elle arrivera 
au pied de cette tangente. Cela posé, si je coupe les deux génératrices wP et wT 
par le plan vertical MS, on sait (n° 551) que la section sera une droite projetée 
sur MS et qui, jointe à la génératrice wM, déterminera le plan tangent du para- 

perpendiculairo i\ celle-ci pour axo des j/, et enfin la verticale w pour axe des 2;; puis, si FoEf pose 

0)0 = /, 0B = R, 0A = 0''A'' = a, 
on trouvera {Analyse appliquée^ chap. XIV) que les équations du tore et du conoïde sont 

(/ — v^^nrp)» + 2» = RS ^ = sîn i^ sjH^'-zK 

Alors, en éliminant z, il viendra, pour la projection horizontale de Tintersection de ces deux surr 
faces, 



v/â? 



L:. = ±sin|.(/-v'ïMT*). 



:Nous simplifierons cette équation en y introduisant les coordonnées polaires, au moyen des formules 

a; = r cos M , y = r sîn w ; car elle deviendra 

.a{l-r)^ 



d'où Ton conclut 
ou bien 



sinu==i=sin- 

r=/=fc~tt et r = /±:H(«-M). 
a a ^ ' 



Ces quatre équations distinctes sont celles des quatre spirales construites dans notre épure; et pour 
ramener la première, par exemple, à Taxe polaire coX qui lui est tangent, il n'y a qu'à reculer Tori- 
gine des angles ti, qui se comptent ici à partir et à droite de la ligne Ou, en posant 

u =r u'— - , d'où il résultera r = —11'. 

Cette dernière équation est bien celle d'une spirale d'Archlmède, dont les angles uf sont compote à 
parUr du rayon wX; mais pour y introduire le pas de cette spirale, c'est-à-dire le rftyoB vecteur qui 
correspond à une révolution entière, posons 

^^ = ôi et il viendra. r«=ô— , 
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boloïde; donc ce plan aura pour trace horizontale la ligne SK, parallèle à wM. 
Maintenant , les traces SK et YK des deux plans tangents allant se couper en K , 
il en résulte que KM est la tangente cherchée. 

6ù6. Cette méthode ne peut plus s'appliquer immédiatement au point multiple 
0, parce qu'en cet endroit, les deux plans tangents devenant horizontaux , ils 
coïncident entièrement, et leur intersection reste indéterminée. Mais, si l'on cherche 
à évaluer Tangle VMK = 9 que forme une tangente quelconque avec le rayon vec- 
teur correspondant, on trouve d'abord 

KV_MS 

'vM~P'r 



*»ng9 = — =5^„ 



puis, comme la sous-tangente FT' dans le cercle équivaut à la sous-tangente dans 
l'ellipse, P"T'' ou PT, multipliée par le rapport du petit axe au grand axe, il vient 

MS OA , . Mo) OA 

(0 ''^s°=pt'qb' ^"^*"^ ''"«^ = P^'ÔB- 

Or, dans cette dernière expression , la goDle quantité qui varie avec le point de 

contact M, c'est le facteur Mw, lequel devient égal à son dénominateur Pw, pour 

le point particulier 0; donc l'inclinaison de la tangente en ce point sera donnée 

par la formule 

, , , OA Oa 

W ^"^«^=01 = 08' 

laquelle montre que cette tangente Ox est précisément la diagonale du rectangle 
construit sur Oa et OB. 

647. (Fig. 127.) La construction générale du n* 645 est encore insuffisante 
pour obtenir les tangentes aux quatre points F, G, gr ,/, qui sont à la naissance de 
la voûte; parce qu'en ces points, les plans tangents des deux surfaces devenant 
verticaux, leur intersection est une verticale qui serait bien tangente à la courbe 
d'arête dans l'espace , mais qui se réduit à un seul point en projection horizontale, 
et n'apprend plus rien sur la tangente de la courbe plane GO/, au point G. Cepen- 
dant, si nous recourons encore à la formule (i), elle deviendra, pour le point G, 

f'y\ „ VAco/ GB 

(3^ tanff 0'' = -^^ — ' — = — , 

^ ^^ OB GA' 

car les arcsOA et GB sont semblables et proportionnels à leurs rayons Aoo et Gu. 
-Or, de cette dernière forme, il résulte évidemment que la tangente en G sera la 
diagonale du rectangle construit sur GA et sur l'arc GB rectifié; opération exlrô- 
mement simple que, pour laisser plus de clarté dans l'épure, nous avons effeoluée 
au point F, en formant un rectangle avec FD et F6 = FB. 
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6&8. Il est même à remarquer que cette méthode très-avantageuse s'applique 
aussi au point quelconque M; car, si dans la formule générale (i) on remplace le 
rapport de OA à OB par celui de OP à PM, (lui lui est égal d'après le n'» 643, il 
viendra 

ce qui prouve que la tangente LMK peut s'obtenir immédiatement, en formant , 
sur MP et l'arc MI rectifié, un rectangle dont la diagonale sera la tangente cher- 
chée. Ici, nous n'avons tracé que la moitié de ce rectangle, en prenant PL=MI, 
et en tirant LM, qui devra coïncider avec la tangente MK, déjà construite. 



LIVRE VIII. 

DE LA COURBURE DES UGNES ET DES SURFACES. 



CHAPITRE PREMIER. 

SUR LA COURBURE ET LES DiVBLOPPiBS DES LIGNES COURBES. 

6fil9. Une courbe et sa tangente, qui n'ont en général qu'un seul élément de 
commun, sont dites avoir entre elles un contact du premier ordre; mais, comme 
dans certaines questions on a besoin de considérer des lignes qui approchent de 
se confondre avec la courbe proposée, plus que ne le fait la tangente, il est néces- 
saire de distinguer ces rapprochements plus ou moins intimes, et l'on dit que deux 
courbes quelconques , planes ou non , offrent un contact du premier , second , troi- 
sième,..., ORDRE, selon qu^ elles ont un, deux, trois,..., éléments consécutifs de 
communs. * 

650. ( Fig. 1 29. ) Comme le contact du second ordre se présentera très-fréquem- 
ment dans les applications géométriques, nous le désignerons souvent par lenom^ 
abrégé d'osculation; ainsi deux courbes osculatrices seront celles qui auront deux élé- 
ments communs. Pour en donner un exemple, qui nous deviendra fort utile par la 
suite, considérons une courbe quelconque AMB; et, après Tavoir partagée en élé- 
ments égaux (*), élevons , sur les milieux de MM' et M' M", deux normales KO et 

n Si ces éléments étaient inégaux, mais toujours infiniment petits, les mômes conséquences 
subsisteraient, comme le calcul le prouve aisément. Toutefois, pour abréger les démonstrations, il est 
plus simple de supposer qu'on a choisi des éléments égaux , ce qui est toujours permis. Voyez V Ana- 
lyse appliquée y cliap. XVI, n" 5Ô1. 
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K^O situées dans le plan MM'M^, lequel ne contiendra les autres éléments de AMB 
qu'autant que cette courbe sera plane. Alors le point 0, où ces deux normales se 
couperont, sera le centre d'un cercle aM g, qui passera évidemment par les trois 
points M, M', M", et aura ainsi deux éléments MM' et M' M" communs avec AMB; 
ce sera, par conséquent, le cercle osculateur de celte courbe pour le point M. Le 
rayon de ce cercle sera Tune des trois distances égales OM, OM', OM"; mais on 
peut adopter en place Tune des deux normales égales OK et OK', parce que la 
différence n'est qu'un infiniment petit du second ordre {voye% n* 197). 

651. On voit par là que le cercle osculateur est unique pour chaque point M 
assigné par la courbe AMB , tandis qu'il existe une infinité de cercles simplement 
tangents dans ce point ; mais le cercle osculateur variera de position et de grandeur 
en passant aux points M', M'',..., puisque alors il faudra opérer semblablement 
sur les deux éléments consécutifs M'M" et M'^M''', M''M"' et M'^'M'^'',..., ce qui chan- 
gera le rayon KO en K'O', K"0",.-«- Nous examinerons tout à l'heure (n» 656) 
si ces rayons se coupent consécutivement. 

652. Le plan du cercle osculateur, qui n'est autre que celui de deux éléments 
consécutifs MM' et M' M'', ou de deux tangentes infiniment voisines MT et M'T', 
se nomme aussi le plan osculateur de la courbe AMB pour le point M; et, à moins 
que cette dernière ne soit plane , ce plan osculateur variera en passant d'un point 
à un autre de AMB. D'ailleurs, deux pians osculateurs consécutifs TMT et ^yi"T 
se couperont toujours suivant l'élément intermédiaire M' M''. 

653. {Fig. 129.) Quant à la courbure de la ligne AMB au point M, nous avons 
déjà dit (n*" 198) qu'elle était indiquée par l'angle TM'T compris entre deux tan- 
gentes infiniment voisines, parce que cet angle, nommé angle de contingence ou de 
courbure j exprime évidemment la quantité dont il a fallu écarter l'élément M'M^ 
de sa direction primitive M'T, pour plier la ligne droite MM'T suivant la ligne 
polygonale MM'M"M"'... (*). Or l'angle TMT égale KOK'; et comme ce dernier 
a pour mesure l'arc e décrit avec un rayon égal à l'unité, tandis qu'il comprend un 
arc KM'K' du cercle osculateur dont le rayon estOK = p, on aura pour l'expres- 
sion de la courbure au point M, 

_KM^_MKM;_d 
'~ OK ~ OK ~p* 

Mais la courbe ayant été divisée en éléments égaux ^ la quantité ds sera constante 
pour tous ses points; et l'on pourra dire que la courbure varie ^ d'un point à un 
autre, en raison inverse du rayon OK = p qui , pour cette raison, se nomme aussi le 
rayon de courbure de la courbe au point M. 

(*) Il est bon d'observer que Tangle de contingence TM'T est aussi égal à l'angle de deux plans 
normaux consécutifs, puisque ces plans seraient perpendiculaires sur les milieux des deux éléments 
MM' et M' M". 
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Observons toulefois que, pour avoir la mesure exacte de la courbure d'une ligne, 
et pour rendre cette mesure applicable à deux courbes différentes dans lesquelles 
les éléments, quoique infiniment petits, pourraient se trouver inégaux de Tune à 
Tautre, et méine avoir un rapport déterminé et nécessaire, il faut considérer , non 
pas la grandeur absolue de l'angle de contingence e, mais bien son rapport avec 
l'élément ds ; parce que c'est seulement sur deux arcs de même longueur^ que Tangle 
extérieur des langenles extrêmes peut manifester, avec précision , la courbure plus 
ou moins prononcée de l'un de ces afcs par rapport à l'autre. Par exemple, dans 
deux cercles concentriques dont les rayons seraient doubles et les circonférences 
divisées chacune en un même nombre d'éléments égaux, les angles de contiogence 
correspondants aux mêmes rayons seraient égaux , et cependant la courbure des 
deux cercles serait évidemment différente; mais, si l'on fait attention qu^les élé- 
ments de la grande circonférence ont une longueur double de ceux de la seconde, 

on reconnaîtra que le rapport -indique effectivement une courbure moitié plus 

faible pour le grand cercle que pour le petit. Il suit donc de là que la véritable 
mesure de la courbure d'une ligne quelconque sera toujours donnée par le rapport 

e I 

ds °" p' 

p désignant le rayon du cercle osculateur delà courbe, au point considéré. 

65f|. Tout ce qui. précède convient également aux courbes planes etaux courbes 
gauches et cambrées: nous nous servons. ici de cette dernière expression, au lieu 
• de courbe à double courbure f tant pour abréger que pour éviter l'emploi du mot 
courbure dans un sens inexact ou ambigu. En effet , nous pensons avec M. Vallée 
que quand une courbe n'est point plane , elle n'admet encore qu'qne seule cour- 
bure qui s'estime comme au numéro précédent; mais elle offre en outre une cam- 
brure ou espèce de torsion qui a été produite en faisant tourner l'un des deux 
plans osculateurs consécutifs TM'T' et T'M'T', autour de Télément commun M'M" : 
de sorte que dans une courbe gauche, la torsion ou la cambrure esi indiquée en 
chaque point par l'angle des deux plans osculateurs voisins. Or, si l'on rendait nul 
cet angle, en rabattant le plan T'M"T'' sur TM'T', par une rotation autour de la 
droite M'^F, la torsion disparaîtrait et la courbe deviendrait p/awe dans les environs 
du point considéré, sans que sa courbure eût augmenté ou rfimmt/^, puisque les angles 
de contingence TM'T et T'IM^T" seraient demeurés constants; au contraire, sans 
rien changer dans la position de ces deux plans osculateurs, ou dans la cambrure 
de la courbe, on peut altérer sa courbure en écartant ou rapprochant les deux 
éléments MM' et M' M". Par conséquent, la courbure d'une ligne et sa cambrure 
sont des affections indépendantes l'une de Tautre, et qu*il convient de désigner 
par des noms distincts, mais analogues; d'autant plus, que l'une dépend dé l'angle 



CHAPITRB I. — COL'RBljaB ET DKVELOPPlîfiS DES LIGNES. 279 

de deux éléments linéaires, et l'autre de Tangle de deux plaus; Au reste, on pour- 
rait assigner la grandeur et la position d'un certain cercle de rayon t , qui per- 
naetlrait de représenter l'angle de torsion 9 et la valeur absolue de la cambrure, 

sous les formes 

ds 9 I 

9 = -, et — = -, 
X. as ^ 

analogues aux expressions que nous avons données ci-dessus pour l'angle de con- 
tingence e et pour la courbure de la courbe; mais, à cet égard, nous renverrons 
le lecteur au Mémoire de M. de Sainl-Venanl, cité dans la note ci-jointe (*). 

655. Les courbes plaues et les courbes cambrées présentent, quant au lieu de 
leurs centres de courbure , une différence essentielle que nous allons faire ressortir. 
Parmi toutes les normales que l'on peut mener en un même point M {fg, 129) 
d'une courbe quelconque, celle suivant laquelle est dirigé le rayon de courbure KO 
doit être tracée (n° 650) dans le plan osculateur MM'M", et nous la distinguerons 
par le nom de normale principale. Or^ quand la courbe ÂMB est plane, toutes les 
normales principales relatives aux divers points M, i\r,]Vr,..., se trouvent dans son 



{♦) Les deux affections d'une courbe gauche, dont nous avons parlé ci-dessus, ont d'abord été 
désignées sous le nom de première courbure et de seconde courbure. Mais, outre l'inconvénient d'ap- 
pliquer des noms semblables à des affections de nature différente, ces dénominations ne semblent 
être que des numéros d'ordre qui ont encore le défaut de rendre le discours traînant, et de produire 
quelquefois des ambiguïtés fâcheuses dans une démonstration où il s'agit de comparer plusieurs lignes 
distinctes que la clarté de la rédaction oblige à nommer : la première courbe , la seconde courbe. 
Aussi, d'autres avaient-ils plus simplement nommé oes deux affections : \s^ courbure et la flexion 
d'une courbe. Cependant M. Vallée, dans son Traité de Géométrie descriptive j objecta avec raisoa 
que le sens naturel du mot flexion se rapporterait plutôt à la première courbure qu'à la seconde , et 
il proposa de désigner celle-ci par le mot de torsion. Ce dernier nom peint assez bien la transforma- 
tion qu'il faut faire subir à une courbe plane pour la changer en une courbe à double courbure, et 
nous Tavions nous>môme adopté dans nos précédentes éditions. Mais M. de Saint-Venant, dans un 
Mémoire présenté à l'Institut on septembre 18M et inséré dans le 3o* cahier du Journat de L'École 
Polytechnique^ fit observer que les mots de flexion et de torsion indiquaient un changement de forme 
produit par une cause extérieure et souvent passagère, plutôt qu'une affection constante; que d'ail- 
leurs il était nécessaire de réserver ces dénominations spéciales pour exprimer certains effets méoa^ 
niques qui se rencontrent dans la théorie des verges élastiques , et dont les résultats ne coïncident 

pas toujours avec les changements que subissent les quantités - et - ; c'est ce qui la cibnduit, par 

P t' 
des raisons très-plausibles, à proposer de nommer ces deux affections la courbure et la cambrure 4^ 
la courbe. En effet, ce dernier mot rappelle, par son étymologie même, l'espèce de courbure que 
produirait le mouvement d'un plan qui tournerait successivement autour de diverses droites, et c'est 
bien ce qui a lieu ici pour des angles compris entre les divers plans osculateurs de la courbe primi- 
tive. En outre, il propose de remplacer la dénomination fausse et incommode de courbe à doubla 
courbure par celle de courbe cambrée ^ plutôt que par le nom de courbe gauche qu'avait adopté 
M. Vallée; car ce dernier nom serait peu d'accord avec la nature de la surface développabie qui est 
formée par les prolongements des éléments de la courbe, et qui a des rapports si intimes avec la 
courbe elle-même. 
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plan; et, par suite, elles se coupent consécutivement de manière à former une courbe 
OO'O''... à laquelle ces diverses normales sont évidemment tangentes; d'où il suit 
(n* 199) qu'un fil 0"'0"0'0K, plié sur cette développée, et déroulé successivement, 
décrirait par son extrémité K la ligne AMM'M"B. 

656. Au contraire, quand la courbe proposée est gauctwy les normales principales, 
ou les rayons de courbure, ne se rencontrent plus consécutivement . En effet (yî^r. 23o), 
concevons par les milieux K, K', K'V-m des divers éléments, les plans normaux 
PQS, P'Q'S', P"Q"S'V.., qui se 'couperont deux à deux suivant les droites 
QS, Q'S',..., et formeront ainsi une surface développable (n** 186), enveloppe de 
tous ces plans. Alors, si nous coupons les i)lans P et F par le plan osculateur MM'M" 
qui est perpendiculaire à ces deux-là, nous obtiendrons pour intersections les deux 
normales KO et K'O' qui déterminent évidemment le centre du cercle oscula- 
teur correspondant au point M, et dont la première sera le rayon de courbure 
relatif à ce point (*). De môme, en coupant les plans normaux P' et P" par le second 
plan osculateur M' M" M'", nous aurons pour sections les normales K'O' et K"0' 
dont la première sera aussi le rayon de courbure relatif au point M'. Or ce rayon 
K'O' ne coïncide pas avec l'autre normale K'O, puisque ces droites proviennent 
du même plan F coupé par deux plans osculateurs distincts : ainsi K'O' va ren- 
contrer QS en un point I différent de 0; et, par conséquent, les deux rayons de 
courbure consécutifs KO et K'O', n'ayant pas de point commun sur Tintersection 
QS des plans P et P' qui les contiennent, ne sauraient eux-mêmes se rencontrer. 

Il résulte de là que les centres de courbure 0, 0', 0",..., n'étant pas donnés 
par les intersections successives des rayons de courbure KO, K'O', K"0",..., la 
courbe que l'on ferait passer par tous ces centres n'aurait pas pour tangentes ces 
mêmes rayons, et, par conséquent, ceux-ci ne sauraient être regardés comme for- 
més par le développement d'un fil qui entourerait la ligne 00' 0".... Donc, enfin, 
le lieu des centres de courbure d'une courbe gauche AMM'M"... n'est point une déve- 
loppée de cette dernière ligne. 

657. {Fig. i3o.) Cependant la courbe gauche AMM'M"... admet une infinité 
de développées, ainsi que Monge l'a fait voir. )En effet, si, dans le premier plan 
normal P, nous traçons arbitrairement une droite KD, qui sera toujours normale 
à la courbe proposée, et ira rencontrer QS en un point D; puis, si, par les points 
K' et D, nous tirons la droite K'DD', qui sera dans le second plan normal F, puis 
la droite K"D'D^' située dans le plan P", et ainsi de suite, nous obtiendrons, par les 
intersections successives de ces normales, une courbe DD'D"D"'... à laquelle elles 
seront tangentes, et qui pourra servir à décrire la ligne AMM'... par le développe- 
ment d'un fil enroulé autour de cette développée DD'D".... Pour le prouver, il suffit 

(**) 11 nous sera utile, plus tard, d'observer ici que cela revient à abaisser, du point K, une per- 
pendiculaire KO sur la génératrice QS de la surface enveloppe des plans normaux. 
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de faire voir que les portions DK et DK' des tangentes à cette développée sont égales 
entre elles, ou bien que le point D est à égale distance des trois points M,M',M'^ 
or cela résulte de ce que la droite QS étant l'intersection de deux plans P et F 
élevés perpendiculairement sur les milieux des éléments égaux MM' et M'M'', chaque 
point de QS est à la même distance de M , de M' et de M^' : aussi , cette droite QS 
est appelée la ligne polaire de Tare MM'M'\ et les distances DK, lyK', I/K",..., 
sont les rayons de développée qu'il ne faut pas confondre avec les rayons de cour* 
bure KO, K'O', K"0'',..-. D'ailleurs, comme la première normale KD a été menée 
arbitrairement dans le plan P, on pourra donc , en faisant varier la direction de 
cette normale, obtenir une infinité de développées, situées toutes sur la surface po- 
laire qui est l'enveloppe des plans normaux P, P', P",..., de la courbe AMM'M".... 

658. Cette surface polaire et développable, lieu de toutes les développées de la 
courbe AMM'..., a pour génératrices rectilignes les intersections successives QS, 
Q'S', Q"S",.-» des plans normaux ; et ces droites, qui se coupent évidemment deux 
à deux, forjaient ainsi (n' 178) l'arête de rebroussement UV de cette surface déve- 
loppable. D'ailleurs, puisque chaque génératrice QS est perpendiculaire au plan 
osculateur correspondant MM'M", et passe par le centre de courbure où se cou- 
pent les deux normales égales KO et K'O, il en résulte évidemment que les angles 
KDO et K'DO, formés par deux tangentes de la développée avec la génératrice inter-- 
médiaire QS, sont égaux; et, par suite (n" 187), on peut affirmer que chaque déve- 
loppée DD'D^.. deviendra une ligne droite, quand on développera la surface polaire 
enveloppe des plans normaux. Cela revient à dire (n* 187) que cette développée 
est la Hgne la plus courte qui puisse être tracée sur la surface polaire, entre deux de 
ses points; par conséquent, un fil qui, attaché en K, serait tendu et plié librement 
sur cette surface développable, prendrait de lui-même la forme d'une des dévelop- 
pées KDD'D"..., puisqu'à cause de son élasticité, ce fil ne pourra demeurer en 
équilibre sur la surface qu'autant qu'il aura suivi la route la plus courte. 

« D'après cela, dit Monge^ on conçoit comment il est possible d'engendrer, par 
un mouvement continu, une courbe quelconque à double courbure. Car, après 
avoir exécuté la surface polaire touchée par tous les plans normaux de la courbe, 
si, du point donné dans l'espace et par lequel la courbe doit passer, on dirige deux 
fils tangents à cette surface, et si, après les avoir plies sur la surface en les tendant, 
on les fixe par leurs autres extrémités, le point de réunion des deux fils, qui aura la 
faculté de se mouvoir avec le plan tangent à la surface polaire, sans glisser ni sur 
l'un des fils ni sur l'autre, engendrera dans son mouvement la courbe proposée. » 

659. Il est intéressant d'observer ici que la courbe UV, arête de rebroussement 
de la surface polaire, a pour plans osculateurs les plans normaux de la courbe 
primitive AMB; car les tangentes «SQ, «'S'Q' sont toutes deux dans le plan F. 
D'où il suit, d'après la note du n* 653, que l'angle de torsion de UV est égal à 
l'angle de contingence de AB ; et réciproquement, l'angle de contingence de UV 

6* t^dit, 36 
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e^t égal à l'angle de torsion de AB, attendu qne le& plans normaux de la courbe UV 
sont perpendiculaires aux tangentes <xSQ, a S^Q^» et conséquemmentparatlètes aux 
plans osculateurs de AB. Toutefois, il faut se garder d'étendre cette réciprocité à 
la grandeur même de la torsion ou à la cambrure de UV qui n'égalera pas /cf eotin^ 
bwedeAB^ non plusque /acoiir6HredeUVn'égalera/acam^iir{?de AB; car^d'àprès 
le n*" 653^ il resterait à diviser les angles indiqués ci-dessus par les éléteento rçs^ 
pectifs aa! et MM\ lesquels ne sont pas, en général, de même longueur; 

660. {Fig. i3o.) Lorsque la courbe AMM'... sera spliérique^ c'est-à^îre située 
entièrement sur une sphère d*un rayon quelconque, tous les plaRs- normaux 
P, P\ F,..., iront passer nécessairement par le centre de cette sf^ère, el leur en*^ 
veloppe, ou la surface polaire qui est le lieu de toutes les développées de AMM-..., 
se réduira ici à un cône dont, le sommet sera placé aii centre de la sphère en ques- 
tion. Ce point unique pourra donc être considéré comme étant une développée 
particulière de la courbe AMM^.. ; et en effet, un fil attaché à ce centre pourra 
tourner autour de ce point sans s'allonger sensiblement, tandis que son autre 
extrémité demeurera sur la courbe AMM^. . , dont tous le» points sont à une distance 
constante du centre. 

661. Enfin, si la courbe AMIVr... était plane, tous les plans normaux F; F, P'\... , 
seraient perpendiculaires au plan de cette courbe, aussi bien que leurs intersec- 
tions consécutives QS,Q'SV«* ; de sorte que l'enveloppe de ces plans normaux s^ 
réduirait à un cylindre^ sur lequel seraient situées tonieê les développées qu'admet» 
iraii encore la courbe^ plane AWl'.... En outre, chacune de ces développées DD'D''... 
serait alors une hélice; car ses diverses tangente», ou les^ rayons de développée 
ED, K'D^..., formeraient tous des angles égaux (n** 650) avec les droites parai* 
lèles QS, Q'S',..., qui sont les génératrices de ce cylindre. D'ailleurs, le lieu été 
centres de icourbure 00' 0'^.. redeviendrail ici une véritable dévelof^ée^ puisque cette 
courbe serait la section droite du cylindre enveloppe, et qu'on pent dès lors la re- 
garder comme une hélice dont le pa& est nul : mais cette ligne 00' 0^^.. serait, 
parmi toutes. les développées de la courbe AMM'..., la seule qui fût plane. Ainsi, 
par exemple (fg, 96), la spirale développante de cercle ABGDU.- a pour dévelop- 
pée plane le cercle ASyd^... ; tandis qu'elle admet pour développées gaucbesf toutes 
les hélices qui, comme {AëyiX... , A'g'y'J'X'... ), ont leur origine aapoint (A, A'). 

662. {Fig. 129.) Observons ici que le cercle osculateur aM6 de la courbe 
plane AMB traverse ordinairement cette courbe, c'est-à-dire que s'il se trouve en 
deliors à gauche du point M, à droite, il sera en dedans do la courbe-i En e&t^ la 
partie rectiligne OK du fil qui entoure la développée 00' C^.- va continoelfement 
en augmentant à mesure que l'on déroule ce fil ; donc les rayons de coorbure qni 
précèdent OK sont plus petits que cette droite, et ceux qui le siiiwat sontuplns 
grands; donc aussi l'arc MA de la courbe proposée sera embrassé par l'arcade 
cercle Mtf, tandis que M"B se trouvera eu dsbors da W&y du moins danale&eiUH* 
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rons da point considéré M. Cependant ^ lorsque la développée présente un point de 
rebrooBsement, comme cela arrive aux sommets d'une ellipse {Jig. 76), alors le 
rayon de coorbore devient un minimum ou un maanmuniy et le cercle osculateur 
se trouve, tant à droite qu'à gauche du point de contact, placé en dedans de la 
courbe, ou bien en dehors. Dans ce cas particulier, le cercle osculateur acquiert 
un contact du troisième ordre avecvla courbe. 

663. {Fig. i3o. ) Une ciroonsiance analogue se présente pour le plan oscula- 
teur MW^W d'une coarbe gaache AMB ; c'est-à*dire que ce plan traverse ordinai- 
rement la courbe, en laissant «u«des80us de lui Tare MA, et au-dessus Tare M^'B, 
parce que la torsion des éléments, produite (n*" 65ft) par la différence d'inclinaison 
des plans osculateurs consécutifs, persévère en général dans le ntéme sens. Cepen- 
dant, comme, par suite de la ^nimutfé de la courbe proposée, l'inclinaison du plan 
osculateur ne varie que par degrés infiniment petits, s'il existe un point singulier 
où cette torsion change de sens, cela ne pourra arriver qu'autant que Y angle de 
torsion aura passé par zéro; et dans cet endroit de la courbe, trois élémenU ccHisé» 
cutifs seront situés 4lans un même plan osculateur, lequel se trouvera alors tout 
entier au-dessns de la courbe AMB, ou bien tout entier au-dessons. 

66&. Construire le plan oseulatewr relatif à un point assigné sur wie courbe gauche. 

{Fig. 5i . ) Soit N le point assigné sur la courbe gauche VNU, laquelle devra être 
-définie par ses deux projections: Si, pour obtenir approximativement deux tan- 
gentes infiniment voisines, on menait celle du point N et une^utre extrêmement 
voisine^ deux droites aussi rapprochées 'détermineraient, avec peu de précision, 
les traces du plan qui les contient. Il vaudra: donc mieux construire diverses tan- 
gentes à la courbe VU, pour le point N et pour d'autres situés à de médiocres 
distances, en arrière et en avant de N; puis chercher les traces de ces tangentes 
sur le plan horizontal, par exemple, et réunir tous ces points par une courbe con- 
tinue ALD, qui sera la trace de la surface développable lieu de toutes les tan- 
gentes à la courbe VU. Alors, comme on sait (n"" 181) que le plan tangent de 
cette surface est le plan osculateur de son arête de rebroussement, il n'y aura qu'à 
mener la tangente L9 à la trace ALD, et le plan NLd sera le plan osculateur de- 
mandé. 

665. Construire le rayon de courbure relatif à un point donné sur une emsfbe 
gaudie. 

Soit M le point donné sur la courbe gauche que nous désignerons par A; con- 
-struisons, comme ci-dessus, le plan osculateur tt correspondant an point M, et pro- 
Î6too&*y la couri>e A, qui deviendra une antre ligne B ayant évidemment doux 
éléments communs avec la première. Dès lors, la courbure de A étant la même que 
celle de B en M, la question sera réduite à trouver le rayon de courbure d'une 
courbe B, qui est plane. 

666. {Fig. i[\\.) Pour résoudre ce dernier problème, soient MN la uoroiale de 
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très de courbure, lorsqu'on développe le cône S' AE qui contient réellement tous ces 
centres (*). 

671. Quant à la construclion d'une développée de la développante sphériqne, il 
faut se rappeler (n* 658) qu'une pareille courbe doit devenir rectUigne lorsqu'on 
développera la surface enveloppe de tous les plans normaux , laquelle est ici le 
cône S' AE. Si donc, sur le cercle rabattu en S", on trace une droite arbitraire ipar- 
tant de m, telle que DiaSyô, il n'y aura plus qu'à transporter sur le cône S'AE les 
points a, 6, y,..., où celte droite rencontre les divers rayons S^a^, S"a^ , S"a,,..., 
qui représenlent autant de génératrices de ce cône; or il est bien facile de re- 
trouver les véritables positions de ces génératrices sur les deux plans de projec- 
tion, et d'y rapporter, à partir du sommet S, les longueurs S"a, S'^S, S"y,..., ce qui 
fournira les deux projections de la développée en question. Nous n'avons point 
effectué ces opérations sur notre épure, afin d'éviter la confusion qui en serait ré- 
sultée pour le lecteur; mais nous les achèverons dans le problème suivant, où les 
résultats offriront plus d'intérêt. 

672. Êtani donnée une hélice à base circulaire ( ABCDEF. . . A'BT/D'E'F. .. ), trou- 
ver le lieu de ses centres de courbure^ et Vune de ses développées. 

[Fig. i!i%.) Après avoir construit la tangente (ET, E'T') de celte hélice, menons 
Je plan normal correspondant E'N'N, lequel passe évidemment par le rayon 
(OE, E') du cylindre qui contient cette hélice, et fait avec l'axe vertical un angle 
complémentaire de celui que forme la tangente. Or cette dernière ligne ayant une 
inclinaison constante (n** &50) quelle que soit la position du point de contact 
(E , E') sur l'hélice , il s'ensuit que tous les plans normaux de cette courbe auront 
pareillement une inclinaison constante , et que chacun passera par le rayon du 
cylindre qui aboutira au point considéré sur l'hélice. Par conséquent, si l'on con- 
çoit que ces plans normaux soient menés par des points infiniment voisins, pris à 
distances égales sur Thélice proposée, ils se couperont consécutivement suivant 
des droites qui auront toutes des positions parfaitement symétriques relativement 
à l'axe vertical 0; c'est-à-dire que ces droites seront également inclinées sur cet axe, 
et placées à la même distance de cette verticale. D'où je conclus que ces droites, 
intersections des plans normaux consécutifs, se trouveront tangentes à une nou- 
velle hélice tracée sur un cylindre droit à base circulaire abede...^ dont le rayon 
est encore inconnu, et qu'elles formeront un hélicdide développable (n^456) qui 



(♦) Ce résultat remarquable est emprunté à un Mémoire intéressant de M. Th. Olivier, sur les 
centres de courbure des épicycloïdes, inséré dans le xxiii' cahier du Journal de VÉcoU Folyteek- 
nùfmc. Toutefois, nous cpoyona devoir avertir que , dans ce Mémoire , il s'est glissé une erreur sur (a 
pri^eedon dn lieu des centres de courbure de la développante spbérique; car cette projection ne 
saurait être, comme on Ta dit par inadvertance, la développée de la projection horizontale de la dé- 
veloppante sphérique. 
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sera le lieu des fêles, ou le lieu de. toutes les développées ( a"" 668) de Thélice primitive 
(ABCDE..., A'B'C'D'E'...). 

673. Pour déterminer cet hélicoïde, j'observe que sa trace horizontale sera pré- 
cisément la développante du cercle inconnu abcde... (if 2|53), et que cette courbe 
devra être tangente aux traCes de tous les plans normaux. Or^ le plan normal re- 
latif au point (A, A') ayant évidemment une trace AOI qui passe par le centre 0, 
le rayon 01 contiendra nécessairement l'origine de cette développante ; tandis que 
la trace N'N, perpendiculaire à 01, répondra au premier quart de révolution de 
celle développante; par conséquent, sa distance au centre, c'est-à-dire 01 ou en, 
devra se trouver précisément égale au quart de la circonférence inconnue abcde. Mais 
déjà il existe une relation semblable entre la sous-tangente ET el le quart de 
cercle AE ; donc le rayon OA de ce dernier doit avoir avec ET le même rapport 
qu'aura le rayon inconnu Oa avec 01. D'après cette remarque, on tirera la droite 
A'ô' parallèle à E'T', puis 3' a' parallèle à E'N', et cette seconde parallèle déter* 
minera la grandeur O'a'-que Ton doit donner au rayon du cercle demandé abcde: 
ensuite, on construira l'hélice [abcde..., clb'd^d...^ de même pas que l'hélice pri- 
mitive, et ce sera Taréte de rebronsseoienl de rhélicoïdeen question. Cette surface 
aura d'ailleurs pour trace horizontale la développante anvr du cercle aAcrfe..., et 
pour génératrices les tangentes de la nouyelle hélice, telles que (en , E' N') , ( ftix, U »'), 
lesquelles représentent les intersections consécutives des plan» normaux, infiniment 
voisins, menés à l'hélice (ABCD..., A'BX'IV...). 

67ù. {Fifj* 158.) Pour trouver le rayon ^de courbure de cellet dernière ligne^u 
point (E, F) par exemple, il faut abaisser de ce, point {noie du n* 656) une per« 
pendiculaire (EOe, E') sur la génératrice {en, E'N'), qui estdan» le plan normal 
correspondant au point assigné. Or, comme cette perpendiculairaiaboutitévideittr 
ment au point {e, E') , et que des résultats semblables arriveraient pour tout aut» 
plan normal, nons en conclurons ces deux théorème^biea remarquables : i"* lotu^ 
hélice à base circulaire (ABCDE..., A'B'C'D'E'...) a pour lieu de ses centres de coW'm 
bure une autre hélice [abcde,.., ab'd die'..,) déterflûihiée comme ci-»dessus ; 2° le 
rayon de courbure de la première hélice e^r constant, et égal à la ioiwroeOE-+- Oa ctea 
rayons des cylindres oii sont situées ces- deux eowhts. 

675. Réciproquement, on prouvera, par des constdérationSi semblables:, que la 
seconde hélice {abcde..., al bf dite!...) a pour lieu de ses centres de courbure la 
première hélice (ABCD..., A'B'C'D'...); el que le raybn de côorbure de celle-là 
est aussi constamment égal à la somme Oe + OE. Cela tient à ce que le plaa nor- 
mal E'N'N de la première hélice est le plan osculateur (n° 463) de la seconde; 
et qu'aussi le plan normal de celle-ci, qui serait E'T'T, perpendiculaire à la tan- 
gente {en, E'N'), se trouve le plan osculateur de la première; de sorte qu'il y a 
une complète réciprocité entre ces deux hélices , et les angles de contingence et de 
torsion (n*** 653, fôft) dans Tune, sont respectivement égaux aux angles de torsion 
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et de contingence dans l'autre. Ce résnllat est un cas particulier de la relation gé^ 
nérale que nous avons fait remarquer au n*' 659; mais, comme nous l'avons ob- 
servé alors, il ne faut pas en conclure que la torsion même, ou ta cambrure de la 
seconde hélice, soit égale à la courbure de la première, ni réciproquement; car les 
éléments correspondants AB et ab de ces courbes ne sont pas de même longueur. 

676. Si Ton veut exprimer par l'analyse la grandeur des rayons de. courbure p 
et p' de ces deux hélices, il n'y a qu'à poser 

OA = R, Oa = r, angle T' = w, N' = 9oo — a) = w', 0'E' = {/i; 

et le triangle rectangle A'ô'a', que nous avons tracé sur l'épure, fournira évidem- 
ment la relation r = R tang'co, d'où l'on déduira 

p = R + r=R(i+lang'c.)=R(i+'^^) 

pour la première hélice; et pour la seconde, 

p' = r + R = r(i + tang=w') = r/i + y^^ j. 

677. {Fig. 126.) Maintenant, construisons une développée de l'hélice (ABCD..., 
A'B'C'D'...), en menant d'abord , par un point arbitraire (E, E') de celte courbe, 
une droite qui soit située (n* 657) dans un plan normal E'N'N relatif à ce point; 
ou bien une tangente à la surface polaire, eaveloppe des plans normaux, laquelle 
surface est ici l'hélicoïde développable qui a pour arête de rebroussement Thélice 
(abcde..., db'ddlé..^. Afin d'arriver à des résultats plus symétriques, choisissons 
pour cette 'première tangente le rayon de courbure (Ee, E'), et rappelons-nous 
qu'après le développement de cet hélicoïde, la développée cherchée deviendra une 
ligne droite (n* 658) qui devra être le prolongement indéfini de (E^, E'), Si donc 
nous voulons développer cet hélicoïde sur son plan tangent E'N'N, il faudra 
( n' 467 ) rabattre les tangentes ( ne , N' E' ) et ( Na , N' ol ) suivant m et Na'' ; puis, éle- 
ver à leurs extrémités deux perpendiculaires eco et «"w qui détermineront par leur 
rencontre le centre w et le rayon m (*) du cercle eX suivant lequel se transformera 
"hélice (flfôcrf..., a'b'c'd\..)\ d'ailleurs, sur[ce développement, la droite indéfinie 
û)£7r représentera la transformée de la développée cherchée. 

Quant à la position que prendra, sur ce développement, la génératrice quel- 
conque (fcv, h'v') de l'hélicoïde, nous l'obtiendrons en prenant l'arc de cercle e« 
de même longueur que l'arc d'hélice {eh, E'A'), longueur qui est donnée (n* ù68) 
par l'hypoténuse du triangle EV/y)", dont la base E'y/ égale l'arc horizontal eA; 

{*) Ce rayon we doit se trouver égal à Ee, puisque c'est là le rayon de courbure (n" 67ft) de Thé- 
lice ( abcdi ...cdh'd d'., . ) ♦ et que cette ligne ne doit pas changer de courbure , quand on développe la 
surface dont elle est Tarète de rebroussement (n'a79, note). Ainsi il aurait mieux valu rabattre une 
seule tangente suivant ns, puis élever la perpendiculaire eu> égale à E&, laquelle aurait suffi pour 
tracer le cercle eX : c'est la marche que nous avons déjà conseillée au n* 466. 
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et alors la génératrice cherchée deviendra ia tangente xti. Or^ cette dernière allant 
rencontrer la transformée a>e de la développée ^ au point tt, il s'agira de reporter la 
distance m sur la génératrice primitive (Av, /l't;'); pour cela, on prendra l'hypo- 
ténuse E^T:^^=Y,nf et la base E^n de ce nouveau triangle rectangle étant portée de h 
en p , fournira évidemment la projection horizontale p , puis la projection verticale 
p'j d'un point de la développée cherchée, laquelle sera (epj;, E'p'o!?'). 

678. Ainsi, un fil enroulé sur cette branche suivant la direction (xpeE^ x'p'E') 
décrira par son extrémité (E, E') la partie supérieure (EFGH..., E'F'G'H'...) de 
l'hélice donnée 9 du moins jusqu'à une certaine limite que nous allons déterminer; 
et le rayon de développée aboutissant au point (p, p') sera la tangente (Hp, H'p'). 
Quant à la partie inférieure (EDCB..., E'D'G'B'...), elle aura pour développée une 
autre branche (ePX, E^P'X') qui se construira comme la première, ou plutôt qui 
s'en déduira immédiatement, en cherchant des points (P, P') placés symétrique- 
ment avec (PjP')' 

679. Il y aura sur le développement de l'hélicoïde une tangente Xp , parallèle 
à la transformée <ùtn de la développée : donc , si nous rapportons le point X sur 
l'hélice , en prenant l'arc de cercle eA/égal à la base E'X' du triangle rectangle Wk'^X' 
dont l'hypoténuse est Tare cX rectifié, la génératrice (/r, /'r') de l'hélicoïde cor* 
respondra à Xp, et n'ira plus rencontrer la développée {epx, E'p'o:') qu'à l'infini. 
Toutefois , ce n'est pas là l'asymptote de celte branche ; car une pareille droite doit 
non-seulement rencontrer la courbe en un point infiniment éloigné , mais aussi lui 
être tangente. Or, puisqu'aù point (p^p^)^ situé sur la génératrice (Av, A'v'), la 
tangente était Hp, H'p'); pour le point infiniment éloigné situé. sur (/r, Tr') la 
véritable tangente , ou V asymptote , partira du point (L, U) , diamétralement opposé 
à (/, /') , et sera la droite (Ls, L'*') , parallèle à (/r, /'r'). 

680. On voit par là que la branche de développée (epx^ E'pV), quoique infi- 
nie, ne peut servir qu'à décrire la portion d'hélice (EEL, E'K' L') ; et quand le point 
générateur (E, E') du fil mobile est arrivé en (L, L'), il faut que ce fil prolongé 
en sens contraire (LZ, UZ'), et fixé à son extrémité opposée, recommence à se 
plier sur une nouvelle branche (YQ 6, Y'Q'6") qui a la même asymptote, et qui 
servira à décrire un second arc d'hélice (LAB, ÛA'B"), égal au précédent. Pour 
construire cette nouvelle branche de développée, dont la projection horizontale 
doit être évidemment symétrique deepxj on prendra l'arc lb = le^ puis on décrira 
la circonférence pPqfQ, sur laquelle on placera le point Q à gauche du rayon OA, 
comme le point p était placé à droite du rayon Oe; enfin, on projettera Q en Q', 
en élevant ce dernier au-dessus de l'horizontale B^b" de la même quantité dont le 
point p' est abaissé au-dessous de E'X'. 

681. A la branche de développée (YQ6, Y'Q'6") succédera une troisième 
branche (Aqfy, b"q'y^) dont chaque point (qf, 9') se construira comme précédem- 
ment, et d'une manière que notre épure rend assez visible; cette troisième branche 

6* édit. 37 
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servira à décrire un nouvel arc d'hélice (BES, B'^E'^S''), toujonrs égal anx précé- 
dents, ei ainsi de suite. L'dsymptoie de cette dernière branche sérail encore paral- 
lèle a la génératrice de l'béticoîde , qui partirait du point diamétralement opposé 
à (S,- S"); mais il sera plus simple de mener au cercte la tangente SWU, qui cou- 
pera LZ au point W, situé sur le rayon 06 ; et comme ce point serait projeté en W' 
sur la première asymptote , il faudra placer le point W'^ à la même hauteur au- 
dessus de Wb^^ puis tirer la droite W 17 de manière à former avec la '^^rticale le 
mOme angle que W'Z, 

682. Quanta Tasymplote ( Vç , V^ç') de la branche (ePX, E'P'X^, sa projection 
horizontale a une position symétrique de Vz ; et sa projection verticale étant évi- 
demment parallèle k W, i( suffira de la mener par le point Y^ placé an-dessous de 
E', comme le point V est au^essus. 

683. {Fig. 128.) Pour mieux saisir la liaison de ces dÎA'erses branches dé la dé- 
veloppée totale d'une hélice, et bien comprendre la description de cette conrbe 
par un mouvement continu , sans être oWigé de transporter le point d'attache du fil 
mobile , d'une branche sur l'autre , il n'y a qu'à se représenter une droite indéfinie 
et inflexible , placée d'abord dans la position horizontale (Ee, E' ) , laquelle roule , 
êam glisser j sur la branche (epx, E'p^scf) en lui demeurant tangente. Dans ce mon- 
vement, le point générateur (E, E') commencera par décrire Tare d'hélice 
(EKL, E'K'L'), et lorsqu'il sera parvenu en (L, L') , la droite mobile sera devenue 
l'asymptote ( La, L' »') ; mais , comme aii même instant cette droite touchera à l'infini 
la seconde branche (6Y , b"Y)y si elte recommence à rouler en sens contraire sur 
cette dernière branche , pour se rapprocher de la position horizontale (Bfe W, B'^*"), 
le point générateur décrira , dans cette seconde période de son mouvement non 
interrompu, l'arc d'hélice (LAB, UA^'B*'). Puis, si de la position horizontale 
(B6, Wb")^ la droite mobile vient à rouler sur la troisième branche (%, ft^^'t/), 
le point générateur décrira un nouvel arc d'hélice (BES, B^E^S^), jusqu'à ce que 
te droite ait pris la position de l'asymptote (SWU, S" W^U') ; d'où elle passera, sans 
interruption, sur une quatrième branche qui a la même asymptote, et ainsi de suite. 

Si l'on éprouvait qneique difficulté à suivre ces divers mouvements dans l'es* 
pace, on pourrait d'abord les étudier sur une sinusoïde {rf h^l, nole)^ courte 
plane dont la développée , située dans son plan , offre ainsi des branches infinies 
qui ont» deux à deux, une asymptote commune. 



CHAPITRE II. 

DE Ll GOUEBUAE DES SURFACES. 

684. Deax surfaces sont dites ^safLlatricfs Tune de l'autre, lorsque tout plan 
mené par la aormaie commune les ooape suivant deux coiïrbes qxri sont osculatrices 



GBAPITEE II. — 0« LA COUUUU DBS SURFACES. ^291 

entre ella (sf fôO), ou bien qui ont le même raym de courbure. Mais on doit sentir 
que, parmi toutes les sphères qui peuvent toucher une surface S en un point dosnéy 
aucune ne saurait lui être osculatrice; puisque la courbure d'une sphère est uni- 
forme tout autour de sa normale, taudis qu'il n'en est pas ainsi d^une surface queU 
conque* AJors» pour estimer la courbure de cette dernière en un.point donné, on 
cherche les rayons de courbure des diverses sections normales ^ et, par leur compa^ 
raison, on acq^uiert des notions précises sur la forme plus ou moins aplatie de la 
surface autour du point considéré, ainsi que sur sa position par rapport à son plan 
tangent. Or il existe, entre lès rayons dé courbure de ces sections normales , une 
loi bien remarquable que nous allons d'abord étudier sur les surfaces du second^ 
degré. 

685. {Fig. i3i.) Dans un ellipsoïdo dont les trois demi-axes sont 0Â==c7, 
0B=6, OC=c, considérons spécialement un sommet C, pour lequel la normale 
est l'axe COZ, perpendiculaire aux tangentes CX et GY des deux ellipses princi- 
pales GA et GB. Si nous menons par ce point un troisième plan normal YGZ, dont 
la trace , sur le plan tangent XGY» soit GY, il coupera la surface suivant une ellipse 
GD, qui aura évidemment pour demi-axes OG=c et OD = d. Or on sait (n*200) 
que les rayons de courbure, au sommet C des trois ellipses GA, GB, GD, ont pour 
grandeurs respectives 

GG=-=R, GH = ^ = R', GI = -=p; 
c c c 

et comme le demi-diamètre d de l'ellipse ADB aura toujours une longueur com- 
prise entre a et 6 , on voit qu*en supposant a < fr , le rayon p se trouvera toujonrs 
plus grand que R, et plus petit que R'; c'est-à-dire que de toutes les sections normales 
faites par le sommet G, la courbe CA est la section de courbure maximum, puisque 
son rayon R est le plus petit (n'^fôS), et la courbe GB est la section de courbure 
mimmum, puisque son rayon R' est plus grand que tout autre. 

D'ailleurs, si l'on désigne par f Tiuigle que fait le plan normal YCZ avec le plan 
principal XGZ, ^ sera aussi l'angle compris entre Taxe OA et le diamètre OD de 
l'ellipse ADB; et l'on sait que la longueur de ce diamètre est donnée par l'équation 

II 1 . I . , 

^=^CQ8 j-t-T^sin 9. 

Donc, en multipliant tous les termes par c , et ayant égard aux valeurs précédentes 
des rayons p, R, R', il viendra 

(0 -=^cos'<p-+-^sin>, 

relation qui permettra de calculer immédiatement le rayon de courbure p d'une 
section normale quelconque passant par le sommet C, quand on connatira Tangle^ç 
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de celte section avec une des deux sections principales^ et les rayons de courbure R 
, et R' de ces dernières courbes. 

686. (Fig. i32. ) Considérons maintenant un hyperboloïde à une nappe, dont 
Tellipse de gorge est CAFE qui a pour axe les deux axes réels de la surface, savoir : 
OA=:a, OC = c; tandis que Taxe imaginaire est une horizontale 06=fr, per- 
pendiculaire au plan de Tellipse que nous regardons ici comme le plan vertical de 
la figure. Le rayon de courbure de cette ellipse, pour le sommet C, sera une ligne 

CG = — = R , et celui de Thyperbole BCL contenue dans le plan des deux axes OC 
et 06, sera CH •-= R'; mais il se trouvera dirigé au-dessus du plan tangent XCY 

c 

au lieu d'être au-dessous comme CG. Maintenant, menons par le point C un plan 
normal quelconque YCZ, qui Terme avec le plau principal XCZ un angle désigné 
par (p ; si cet angle est assez petit , la section sera une ellipse ÇDF qui aura pour 
axes OC = c, OD = rf, et ce dernier sera évidemment un diamètre de Thyperbole 
ADK contenue dans le plan des deux axes horizontaux OA et Ob. Or on sait que 
ce diamètre est lié avec les axes de Thypefrbole, par la relation 

I I , I . , 
^ = ^cos9 — psin,; 

si donc on multiplie tous les termes par c, et qu'on observe que le rayon de cour- 
bure au sommet C de Tellipse CDF est p — , on en conclura 

W -=i^co8^9 — ^,8in>, 

relation qui rentre précisément dans la formule (i), pourvu qu'on y regarde comme 
négatif celui des deux rayons principaux R, R', qui se trouvera dirigé au-dessus du 
plan tangent (*). 

687. Cela posé, tant que Tangle <p sera peu différent de zéro, il est certain que Je 
premier terme du second membre de la formule (a) prévaudra sur le terme négatif, 
et qu'ainsi le rayon de courbure p de la section normale CDF sera positif, ce qui an- 
nonce que cette courbe sera convexe^ c'est-à-dire située au-dessous du plan tangent 

(♦) Ordinairement, on adopte l'hypothèse contraire, parce que l'analyse fournit une valeur posi- 
tive pour le rayon de courbure d'une courbe située au-dessus de sa tangente, du moins quand on 
compte les ordonnées positives de bas en /iatif.Mais, comme nous avons dirigé ici l'axe des z positifs 
de haut en bas^ la convention faite dans le texte s'accorde bien avec l'analyse; et nous avons préféré 
cette disposition, parce que les sections normales sont plus commodes à figurer, quand on les place 
au-dessous du plan tangent. 
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XCY. D'ailleurs, - étant évidemment moindre que —5-^, et à plus forte raison 
p R 

moindre que ^ , il en résulte que le rayon variable p sera plus grand que R, et qu'il 
R 

augmentera continuellement avec 9, jusqu'à ce que cet angle ait acquis la valeur o) 

déterminée par l'équation 

cos'o) sin^Gt) 




Si donc on trace sur le plan tangent XCY, ou sur le point horizontal {*) parallèle 
à celui-là, deux droites (XP, O'Q, qui fassent avec (XX' des angles égaux à o), alors, 
quand le plan sécant normal arrivera dans la position (XP, il coupera i'hyperbo- 
loïde suivant une ligne dont la courbure sera nulle, puisque p deviendra infini : et, 
en effet , on doit voir que cette section sera l'une des deux génératrices rectilignes 
qui passent par le sommet C ^^ attendu que, d'après les valeurs de R et R', l'expres- 
sion de a> revient à tango = -• 

a 

688. {Fig. i3a.) Lorsque l'angle cy sera devenu plus grand qu^co, et que le 
plan normal aura.pris la position (V W, alors la formulera) montre que le rayon p 
aura une valeur négative; de sorte que la section correspondante se trotivera con- 
cave j c'est-à-dire située au-dessus du plan tangent, et ce sera une hyperbole dont 
le rayon de courbure p ira en diminuant numériquement, jusqu'à ce que l'on ait 

(5,1=90% d'où p= — R'=CH. 

Ce dernier résultat se rapporte au plan normal (V Y^ qui coupe la surface suivant 
l'hyperbole principale BCL. 

689. En continuant cette discussion depuis <f=9o' jusqu'à 9 = 36o%. on re- 
trouverait successivement des résultats analogues, puisque la formule (2) ne ren- 
ferme que les carrés de sincf et cos<y. D'où l'on doit conclure, i* que les deux 
plans normaux PCXp, QO'q partagent la surface autour du point (CX, C) en quatre 
régions distinctes : dans les deux angles PO'Q et pCYq opposés par le sommet, 
toutes les sections normales sont convexes, ou situées au-dessous du plan tangent 
XCY; et dans les deux autres angles PO'9, QO^P^ tontes les sections normales sont 
concaves j ou situées au-dessus de ce plan tangent; d'ailleurs le passage des imes 
aux autres se fait par deux sections rectilignes PO'p, QÇyqj qui sont les génératrices 
de Thyperboloïde situées dans le plan tangent XCY. a* Le rayon de courbure R 
de la section principale CÂF est le minimum de tous les rayons positifs, lesquels 

(*) Nous employons ici, outre la figure en perspective sur le tableau vertical XCZ, uoe projection 
horizontale faite sur un plan perpendiculaire à la normale CZ, afin de faire mieux apercevoir les 
limites qui séparent les sections convexes des sections concaves. 
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varient depuis p = R jusqu'à p = oo ; tandis que le rayon de courbure R' de l'autre 
section principale BCL est le minimum des rayons négatife : ou bien , en tenant 
compte du signe de ces derniers, on pourra dire que — R' est un maximum, mais 
seulement par rapport aux rayons négatifs qui varient depuis p = — R' jusqu'à 

p = 00 • 

690. {Fig. i33 et i340 ^^^ propositions que nous venons de démontrer pour 
un sommet réel d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde à une nappe, sont également 
vraies pour toute surface S, et pour un peint quelconque M de cette surface dont la 
normale est MZ. C'est-à-dire que, parmi toutes tes sections normales passant par ce 
point f il y en a toujours deux^ MA et MB^ nommées sbgtions principales , dont la 
première a un rayon de courbure MG = R qui est mivimum , et ia seconde un rayon de 
courbure MH = R^ qui est MixiMCM : ces deux sections principales sont situées dsms dês 
plans XMZ, YMZ, perpendiculaires entre eux; et quand une fins on eonmâi la position 
deves plans et tes eatons PRiNaPAUx R, R^ le rayon de courbure p de toute autre see^ 
tien normale MD passant par le même point j est donné par la finrmule 

(3) ^ = ;^cos'cy+^,sin',, 

où (f désigne l'angle du plan de MD avec le plan de MA, et où il faudrait regarder 
comme négatif oeiui des deux rayons principaoïLi R, R', qui serait dirigé au-dessus 
du plan tangent XMY, si la surface était non convexe^ c'est-à-dire traversée par son 
plan tangjent en M. 

Ce théorème important^ dû à Euler, n*est guère possible à démontrer d'une ma- 
nière complète et rigoureuse, au moyen de considérations purement synthétiques; 
c*est potrrquoi tious préférons de l'admettre ici comme un résùKat du calcul difië- 
rentiel (*); mais c'est l'unique emprunt que nous ferons à l'analyse, et nous tDons 
ensuite développer, par la géométrie seule, tes conséquences intéressantes dont ce 
théorème est snsceptible. 

691. Lorsque tes deux rayons principaux MGî=:R, MHii=R', sont posîtife, 
comme dans la/gr. i33 , la formule (3) montre qne p est constamment positif, quel 
que soit Tangle (f ; donc alors toutes les sections normales se trouvent au-desâons 
du plan tangent XMT, au moins dans les environs du point M, et la surface est 
convexe en ce point. D*aîlleurs , en supposant que R < R^ il est facile devoir que R 
est alors le minimum ohsoln de tons les rayons de courbure des sections normales 
passant par M, et R' le inoscimimi absdu de tons ces mêmes rayons; en effet, la 
formnle (3), écrite tour à tour sous Tune et l'autre des formes snîvanfes, 

C) Voyez V Analyse appliquée à la ^éom^rie des trois àtmemionsy ckap. XVI. 
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montre qu'on a toujours, qnel que soit Farigle 9 , 

i<ç et •î->^; d'où p<R et p>R'- 

p A p A 

Des conséquences semblables auraient lieu ^ si les deux, rayons principaui^ étaient 
négatif à la fois; seulement alors, là surface se trouverait placée au-dessus du* 
plan tangent, tout autour du point M. 

692. Lorsque, pour un point particulier M d'une surface quelconque, il arrive 
que les deux rayons principaux R , R^ sont égaux et de même signe , la formule (3) 
se réduit évidemment, et Tangle cp disparaît; de sorte qu'on trouve p=::R pour 
toutes les sections normales passant par ce point , autour duquel la surface présente 
une courbure uniforme dans tous les sens, comme celle d'une sphère» Ces points 
particuliers se nomment des ondrilics, et nous en ferons remarquer plusieurs de ce 
genre dans Tellipsoïde (n^* 739); mais il est déjà évident que, quand la ménidienne 
d'une surface de révélation coupe l'axe sous un angle droit, ce point est toujours 
un ombilic. 

693» Ix)r8que les decr^ rayons principaux sont de signes contraires , comme dans 
la fig. i34 , où MG = R , qui se rapporte à la section (MA , M'A') , se trouve positif^ 
et où MH=:R^; qui se rapporte à la section (MB, M^B^), se trouve négatif, alors 
la formule (3) , écrite avec le signe de R' en évidence , devient 

//\ 11,1... 

(4) - = gC06 <p — -,sm cp. 

Elle montre déjà que p sera tantôt positif, tantôt négatif, suivant la valeur de 
l'angle ep; c'est-à-dire qu'il y aura des sections nor^nales situées, les unes au'-des- 
mus^ les autres au-dessus du plan tangent XMY ; ainsi la surface sera non cofwe^e^ 
ou à courbures opposées. Pour déterminer les limites de ces. diverses sections^ oUer- 
chons la valeur particulière o) de l'angle 9, qui satisferait à l'équation 



gcos w — :g-,sm'&) = o, dou tangck> = dL:i/ -^i 



rWOU,-j^, 



puis, traçons sur le plan tangent XMY, ou sur le plan horizontal (*) qui lui est pa- 
rallèle, deux droites M'P, M'Q, qui fassent chacune avec M'X' un angle égal à &>• 
Alors, pour toutes les valeurs de-ç comprises entre ç== — w et (j> = + ci), comme 
aussi pour toutes celles qui tomberont entre(p=i8o* — w et ç=i8o**-+-a), la 

(*) Nous employons encore Ici, pour plus de clarté, une perspective sur un plaû vertical, et une 
proje6t;ûnv6ttr ua p)ao hor^KMitaU.id d'alUeoi^on veut fixer ses idées par un exemple, on peut re- 
garder la surface qui nous occupe comme étant la gorge d'ine poulie dont Taxe serait horizontal et 
pn)jdtè8«j;faQt (B'LVG). Le point considéré (M, W) est alors suivie cercle de gorge (EMA, E'M'A'), 
et la section (BML, B'M'L') est un demi-cercle qui sert de méridien au tore de cette poulie. 
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formule (4) donnera évidemment des valeurs de p , qui seront positives ; c*est-â- 
dire que toutes les sections normales comprises dans les angles dièdres PM'Q et 
pM'q seront situées au-dessous du plan tangent horizontal XMY. Au contraire, 
lorsque la valeur de 9 tombera entre w et i8o' — &>, ou bien entre i8o' -+- w et 
36o« — 0), la formule (4) donnera pour p une valeur négative; ce qui prouve que 
toutes les sections normales, comprises dans les deux angles dièdres PM^ et 
QM'p, seront situées au-dessus du plan tangent XMY, au moins dans les environs 
du point M. 

69ft. {Fig. i34.) Enfin, lorsque (^ recevra une des valeurs <j>=^±a), ou 
(j,=z= iSo'dto), le rayon p devenant infini dans la formule (4) , il s'ensuit que les 
deux plans normaux limites PM' p, QWq, couperont la surface suivant des courbes 
qui, sans être rectilignes, comme cela arrivait dans Thyperboloïde (n« 687), se- 
ront du moins très-aplaties dans les environs du point M , et y offriront une cour- 
bure nulle; c'est-à-dire que chacune aura en cet endroit deux éléments communs 
avec sa tangente qui sera précisément la trace M'P ou M'Q du flan normal limite 
sur le plan tangent XMY. Ainsi , on peut dire que les deux plans normaux PM'p et 
QM'9 partagent la surface en quatre régions distinctes qui sont tour à tour convexes 
et concaves. 

En résumé, dans les surfaces non convexes, les rayons de courbure positifs va* 
rient , d'après la formule (4) , depuis p= + R jusqu'à p = H- qo ; et les rayons né- 
gatifs, depuis p = — R' jusqu'à p= — oo . Donc ici , R sera un minimum relative- 
ment aux rayons de la première classe, et — R' un maximum analytique pour ceux 
de la seconde classe, en tenant compte de leurs signes; mais si l'on voulait seule- 
ment parler de leurs grandeurs absolues , R' serait aussi un minimum. 

095. Remarque. Si l'on compare, dans une surface quelconque, deux sections 
normales dont les plans comprennent entre eux un angle droit, leurs rayons de 
courbure seront donnés par les formules 

1 1 - I., I I a/ 1.2/ 

-=-cos ^+ -8m>, -7 = gCos (p' + g>sm ç, 

avec la relation cj>' = (p + 90*; d'où il suit qu'en ajoutant ces équations membre à 
membre, on aura 

I I I I 

p"*"p'~R'^F' 

ce qui montre que la somme des courbures de deux sections perpendiculaires Tune à 
l'autre, quel que soit l'angle cp, est toujours constante et égale à la. somme des deux 

courbures principales. La somme ^ "^ n7 ^ ^^^ nommée quelquefois la courbure de 

R R 

la surface; mais il vaudrait mieux appliquer cette dénomination à la moitié de 
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celte somme, qui se trouverait ainsi une moyenne arithmétique entre la courbure 
maximim et la courbure minimum. D'un autre côté , IVL Gau89 a désigné sous le 

même nom de courbure de surface , la quantité . ou la moyenne géométrique 

yR.R' 

entre les deux courbures principales. Quant à la construction graphique des sec- 
tions principales et de leurs rayons de courbure, nous attendrons, pour en citer 
des exemples, que nous ayons parlé des lignes de courbure, parce que ces dernières 
offriront à la géométrie des secours fort utiles (*). 

696. {Fig. i35.) Pour chaque point M d^une surface quelconque S, on peut con- 
struire une surface du second degré 1 qui soit osculatrice de S {u"" 68fi), tout autour de 
ce point. Supposons d'abord que la surface donnée S soit convexe en M, et que MA 
et MB représentent ses deux sections principales, ou les sections normales de cour" 
bure maximum et minimum^ lesquelles ont pour rayons MG = R, MH = R'. Sur la 
normale MZ, prenons une distance arbitraire MO = c, que nous adopterons pour 
un des axes d'une ellipse MA' qui, tracée dans le plan de la section MA, devra lui 
être osculatrice : pour remplir cette condition, il suffit de choisir le second axe 
OA' = a de telle sorte que le rayon de courbure de l'ellipse au sommet M soit égal 
à R, ce qui donne la relation 

î 

— =R, d'où a = v/Rc; 
c 

ainsi le demi-axe OA' = a se déterminera eu cherchant une moyenne proportion- 
nelle entre R et c. De même, dans le plan de la section MB, construisons une 
ellipse MB' qui lui soit osculatrice, et qui ait pour ses demi-axes OM=c et OB' = 6; 
ce dernier se déterminera encore par la relation 

*. = R', d'où b = \/W7. 

c ^ 

Cela posé, les deux ellipses MA' et MB' déterminent complètement un ellipsoïde S 

C) Pour compléter les notions précédentes, nous ^jouterons que si, par la tangente MV [fig, i35), 
on faisait une section oblique dont le plan formât un angle avec la section normale MD qui passe 
par la même tangente MV, le rayon de courbure Pi de la section oblique aurait avec le rayon p de MD 
la relation suivante : 

pj = pcosO, 

laquelle exprime que p^ est la projection de p sur le plan de la section oblique; ou bien, que la sphère 
décrite avec le rayon p sera coupée, par le plan de la section oblique, suivant un petit cercle qui 
sera- précisément le cercle osculateur de cette section. C'est le théorème dû à Meunier^ pour la dé- 
monstration duquel nous renverrons à notre Analyse appliquée^ chap. XVII; en faisant seulement 
observer ici que, d*après la formule précédente, les sections obliques faites dans une surface quel- 
conque seront toujours convexes ou concaves en même temps que la section normale qui passera par 
la même tangente. 

5* édit. 38 
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qui aura pour ses trois demi-axes OM, OA', OB', attendu que le plan de la courbe 
MB est perpendiculaire sur celui de MA ; et je dis q«ie cet eliipsoi'de sera osorfafeair 
de la surface S, ce qui se réduit à prouver (n* 684) que tout plan normal MOD 
coupe S et S suivant deux courbes MD et MD' qui ont le môme rayon de cour- 
bure. Or, en appelant p et p' les rayons de ces deux sections, ils seront donnés 
(n^* 690 et 685) par les formules 

I I 5 I . : ^ ^ 2 ^ • 5 

-=-cos c? + j^,sm c^, -^=-~cos c^ + ^sm (j, 

lesquelles prouvent que p -= p', d'après les valeurs précédentes de a et b. 

697. On doit observer que l'ellipsoïde :l^ osculateur de S pour le point M, n'est 
pas unique, puisque la longueur de l'axe c a été choisie arbitrairement; ainsi, en 
prenant c = a = R, ou c = 6 = R', on le rendrait de révolution, mais non pas au- 
tour de la normale MZ. D'ailleurs, nous aurions pu employer deux hyperboles, ou 
deux paraboles, pour courbes osculatrices des sections principales MA et MB; et 
la surface osculatrice de S serait devenue un hyperboloïde à deux nappes, ou un 
paraboloïde elliptique, qui sont tous les deux des surfaces convexes. ' 

698. (F/gr. i36. ) Soit maintenant une surface S non convexe, dont les sections 
principales MA et MB ont des rayons de courbure de sens opposés, MG = R, 
MH = R'. Construisons, comme ci-dessus, une ellipse MA' qui soit osculatrice 
de MA au point JI, et dont les demi-axes soient M0 = c, longueur arbitraire prise 

sur la normale, et OA' = a, ligne déterminée par la relation o = \/Rc; mais, pour 
courbe osculatrice de la section MB, nous ne pouvons plus adopter une ellipse, car 
il n'existe pas de surface du second degré qui admette deux sections de ce genre, 
situées l'une au-dessous et l'autre au-dessus du plan tangent. Nous construirons 
donc une hyperbole B'ML', qui ait pour demi-axe réel la ligne MO = c, et pour 
demi-axe imaginaire une droite OB" = A, perpendiculaire au plan de Tellipse, et 
telle, que le rayon de courbure de cette hyperbole (n"200) vérifie la relation 

^ = R', d'où h = y/RV: 
c 

Alors, Fellipse MA' et l'hyperbole MB' détermineront complètement un hyper- 
boloïde à une nappe 2, lequel sera bien osculateur de S au point M (n* 68&); 
car tout plan normal qui fera un angle o avec MA, coupera S et 2 suivant deux 
courbes do»t les rayons de<30urb«ire p et p' seraient donnés (n^* 693 el 686) par 
tes formules 

lesquelles prouvent que p = p', d'après les valeurs précédentes de a et 6. Nous 
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aurions eu encore un hyperboloïde osculateur de S, mais tourné en sens contraire, 
si nous avions mis Tellipse à la place de Thyperbole, et réciproquement; d'ailleurs, 
on ne doit pas oublier que Taxe Cy dirigé suivant la normale MG ou MH, peut recc* 
voir une longueur arbitraire. Enfin ^ si Ton avait adopté deux paraboles pour 
courbes osculatrices des sections MA et MB, on aurait obtenu, pour surface cscu- 
latrice de S, un paraboloïde hyperbolique. 

699, LIGNES DE COURBURE sur tuce surfine quelconque. {Fig. i35.) Mongi 
a nommé ainsi la suite des points pour lesquels les normales de la surface S vont 
se rencontrer consécutivement, et nous allons démontrer qu'à partir de chaque 
point M donné sur S, il n'existe en général que deux lignes de courbure MaU, MSY, 
lesquelles se coupent à angle droite et sont tangentes aux sections principales MA, MB 
(n"" 690), dont elles diffèrent néanmoins, puisque ordinairement elles ne sont point 
planes, comme ces dernières. Commençons par étudier ces lignes de courbure au 
sommet d'une surface du second degré. 

700. (Fig. i3i. ) Soient CA et CB les deux sections principales qui se coupent 
au sommet C d'un ellipsoïde, pour lequel la normale de la surface est CO; en me- 
nant un plan parallèle au plan tangent XGY, et à une distance Gei> infiniment pe- 
tite, il donnera une section elliptique aSe, dont les sommets a et g seront placés 
sur CA et CB ; et si l'on prend sur cette courbe un point quelconque N différent de 
a et 6, je dis que la normale NK de l'ellipsoïde ne rencontrera pas la normale CO 
relative au sommet C. En effet, cette dernière est projetée au centre co de la petite 
ellipse, tandis que NK, qui doit être perpendiculaire à la tangente NT, se projet- 
tera sur le plan de cette môme ellipse, suivant une droite NK', encore perpendi- 
culaire à NT : or on sait qu'une normale NK' de l'ellipse acs ne va point passer 
par le (entre o); donc la normale NK de la surface ne rencontrera jamais Ca>, 
quelque près de C que soit pris le point N; à moins qu'on ne le choisisse en a ou 
6, sur une des deux sections principales CA ou CB, parce qu'alors la normale de 
l'ellipsoïde serait projetée suivant l'un des axes oo) ou 60, lesquels vont passer par 
le centre o. 

Il résulte de là que, pour le sommet C d'un ellipsoïde, il n'y a que deux lignes 
de courbure qui sont dirigées d'abord suivant les éléments Ca et Co des deux sec- 
tions principales. D'ailleurs, pour ce point particulier, il arrivera que les deux li- 
gjûes de courbure coïncideront totalement avec les sections CAF et CBF; parce 
que les normales de l'ellipsoïde, menées par tous les points do la courbe CA, sont 
situées dans le plan de cette courbe, attendu que les tangentes des sections hori- 
zontales, pour les sommets a. A,..., se trouvent toutes perpendiculaires au plan de 
l'ellipse CAF. Les mômes motifs s'appliquent à l'autre section principale CBF. 
j"" 701. Dans l'hyperboloïde à une nappe de la/jr. l'ia, on verra aisément qu'une 
section parallèle au plan tangent XCY, et placée au-dessous à une distance infini- 
ment petite, fournirait une hyperbole dont les deux sommets réels « et g seraient 
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particalière ne se présentera jamais dans les snrfaces non convexes, puisque, quand 
même Jes rayons principaux seraient égaux en grandeur absolue, ils ne seraient 
pas identiques quant à la position. 

707. Après avoir ainsi démontré généralement l'existence de deux lignes de 
courbure pour chaque point d'une surface quelconque, il est bon de citer divers 
exemples où la détermination de ces lignes s'effectue immédiatement, 

{Fig. i39 et i4o.) Dans une surface de révolution décrite par un méridien quel- 
conque AME, ce méridien est lui-même une première ligne de courbure pour eha- 
cuu de ses points, tel que M; car les normales de la surface MG, «G, «'G',.-, se 
trouvant contenues toutes dans le plan méridien (n"" 130), iront se couper eonsé* 
cutivement sur la développée GG'G"... de la courbe MA. La seconde ligne de cour- 
bure passant par le point M, est évidemment le parallèle M6V, puisque toutes les 
normales de la surface qui parlent des points M, 6, V,.,. , vont aboutir (n* 130) 
au même point H de l'axe. Ajoutons qu'ici les deux rayons de courbure de la surface 
sont : I* le rayon de courbure GM du méridien; a' la portion MH de la normale 
comprise entre le point considéré M et l'axe de révolution. 

708. Quant aux deux sections principales de la surface (n"" 600), relatives au 
point quelconque M, la première est encore le méridien MA ; car le plan de cette 
section doit contenir la normale MG de la surface, et l'élément Ma de la ligne de 
courbure qui lui est tangente (n" 702) ; et cette coïncidence entière entre la sec- 
tion principale et la ligne de courbure se reproduira évidemment toutes les fois 
que cette dernière sera plane et que son plan renfermera la normale de la surface. 
La seconde section principale pour le point M ne coïncide plus avec l'autre ligne 
de courbure MSV, parce que celle-ci, quoique plane, ne renferme pas la nor- 
male MH; mais on obtiendra aisément cette seconde section principale M6B, en 
conduisant suivant MHG un plan sécant perpendiculaire au plan de la première 
section MA, et la courbe MSB aura un élément M6 commun avec le parallèle 
M6V. D'ailleurs, les deux rayons de courbure des sections normales MA el MB 
seront (n* 703) les rayons de courbure MG et MH de la surface. 

709. Dans un cylindre à base quelconque, la génératrice rectiligne qui passe 
par le point considéré sera évidemment une première ligne de courbure; car, le 
plan tangent étant commun tout le long de cette génératrice, les diverses normales 
seront parallèles entre elles, et contenues dès lors dans un même plan, quoiqu'elles 
n'aillent ici se rencontrer qu'à Tinfinî. Cette génératrice sera en même temps une 
première section principale, par la raison générale citée au numéro précédent; et 
la courbure de la surface sera nulle dans le sens de la génératrice , puisque le rayon 
de courbure fourni par la rencontre de deux normales voisines se trouv^a infini. 
Ensuite , si par le point considéré on mène un plan perpendiculaire à la généra- 
trice, la section orttwgonale ainsi produite sera la seconde ligne de courbure , puis* 
que les normales du cylindre relatives aux divers points de cette courbure se trou- 
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veroni évidemment dans son plan, et iront se couper sur la développée de cette 
section orthogonale dont le rayon de courbure devieni ainsi le rayon minimum de 
la surface ; c'est-à-<lire que la courbure maximuin du cylindre a lieu dans le sens 
de ia section orthogonale , laquelle est aussi évidemment (n** 708 ) la seconde 
section principale. 

710. On verra de inême que, dans un cône à base quelconque, chaque géné- 
ratrice rectiligne est à la fois une ligne de courbure et une section principale, dans 
le sens de laquelle la surface offre une courbure nulle ; puis , comme toutes ces 
génératrices doivent être coupées à angles droits par les ligues de la seconde cour- 
bure, ces dernières seront les intersections du cône avec des sphères dont le centre 
commun sera placé au sommet. Quant à la seconde section principale, relative à 
an point donné sur une génératrice, oo Tobtiendra en menant, par la normale 
du oôneeu ce point, un plan sécant perpendiculaire à la génémtrice. 

71i. S'il s'agit d'une surface développable quelconque , la génératrice rectiligne 
sera encore à la fois une ligne de courbure et une section principale dont le rayon 
de courbure se trouvera infini, attendu que le plan tangent de la surface est 
commun tout le long de cette génératrice. La seconde section principale pour un 
point donné M s'obtiendra en menant, par la normale en ce point, un plan sé- 
cant perpendiculaire à la génératrice qui y passe ; et la seconde ligne de courbure 
qui doit couper à angles droits toutes les génératrices sera une développante de 
l'arête de rebroossement de la surface. Ainsi, dans l'hélicoîde développable de la 
fig. 9G, tes génératrices rectilignes sont les lignes de première courbure, et les 
lignes de seconde courbure sont les sections horizontales, telles que ABCDLftfPQ... ; 
car cette spirale coupe à angles droits toutes les génératrices , et elle est bien une 
développante (n* 661) de l'hélice (ASya.., A'6'/a'...). 

712. {Fig. 143.) Lorsque la surface (H^oposéeS sera gauche, la génératrice GMP 
ne sera plus une ligne de courbure , puisque les normales le long de cette droite , 
loin de se rencontrer , forment un paraboloïde hyperbolique (11° 595) ; mais GAiP 
se trouvant dans le plan langent en M sera précisément la section d'un des deux 
pkms normaux limites (n" &9k) qui séparent les sections normales placées au-<les- 
scMis du plan tangent , d'avec cdtes qui sont situées au-dessus. Or , comme le plan 
tangent en M coupera la surface gaache suivant une seconde branche M^e, Bi on 
lui mène sa tenante MQ, qui sera la trace du second pian normal limite, et que 
l'on divise par moitiés l'angle PMQ et son supplément an moyen des droites MA 
et MB , ces dernières seront les traces des deux sections principales sur le plan tan- 
gent , et ce seront aussi les tangentes aux «feux lignes de courbure partant de M. 

'71S. Des résultats semblaMes auraient lieu pour une surface S qui, sans être 
gauche , serait non -convexe, paroe que le p!an tangent d'une telle surface la cou- 
perait nécessairement suivant deux branches passant par le pmnt de contact ^ et 
dont les tangentes indiqueraient encoïc la position des plans normaux limites; 
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<roii Ton conclurait, comme ci-des^is, la direction des sections principales et des 
lignes de courbure en ce point. 

714. (Fig* 142. ) Après ces divers exemples, rentrons dans la théorie générale, 
et concevons qu'à partir d'un point M, pris à volonté sur une surface quelconque S, 
on cherche, parmi les points infiniment voisins, les deux seuls M' et K pour les- 
quels les normales vont couper celles de M ; puis, qu'à partir de M', on fasse la 
même recherche qui fournira les points M" et K', et que l'on continue à opérer 
semblablement pour les points M", ...y K, K',..., R, RV** ; un obtiendra ainsi deux 
séries de lignes de courbure 

MM'U, KK'U', RR'U'',..., et MKV, M'K'V, M"K"V",..., 

lesquelles partageront la surface proposée en quadrilatères curvilignes, dont les 
côtés se couperont toujours ù angles droits (n* 702) , et indiqueront les directions 
des detix courbures de la surface , c'est-à-dire les directions où elle présentera, 
autour de chaque point, une courbure maximum ou minimum (n"" 703). 

715. Maintenant si , par tous les points d'une des lignes de la première cour- 
bure MU, on conçoit les diverses normales de la surface S , ces droites, qui se ren- 
contreront coDêécutivement , formeront une surface développable dont i'aréte de 
rebroussement GG'G", tangente à toutes ces normales, sera la suite des centres de 
la première courbure de S, relatifs à la ligne MU. Observons, d'ailleurs, que cette 
arête de rebroussement sera une développée (n" 657 ) de la ligne MU , et que cette 
dernière se trouvera aussi une ligne de courbure (n** 711) pour la surface déve- 
loppable formée par lès normales en question. En opérant ainsi pour chaque ligne 
KU', RU'', TU"V--) àe la première courbure, on obtiendra une série de surfaces 
développables , chacune normale à S, et dont les arêtes de rebroussement GG'G^'.,., 
G, G', G'\..., formeront, par leur ensemble, une surface 2 lieu des centres de la pre- 
mière courbure de S, et à laquelle toutes les normales de cette dernière seront tan- 
gentes. De même, il existera une seconde surface S' lieu des centres de la seconde 
courbure de S, et qui sera formée par les arêtes de rebroussement telles que 
HH'H^'..., de toutes les surfaces développables produites par les normales menées 
le long de chaque ligne de seconde courbure, MV, M'Y', M^V",.-- î ©^ cette sur- 
face 1' sera encore touchée par les mêmes normales que 1. 

716. Ordinairement, les lieux £ et £' de tous les centres de courbure ne seront 
autre chose que deux nappes distinctes d'une même surface courbe, assujetties à 
une génération commune, et représentées par une équation unique. Mais, quel- 
quefois aussi, ce seront deux surfaces indépendantes; comme dans les surfaces de 
révolution, où la nappe £' des centres de courbure relatifs aux parallèles se réduit 
à Taxe de révolution lui-même (n*» 707 ), et où la nappe L des centres de cour- 
bure relatifs aux divers méridiens est une nouvelle surface de révolution engen- 
drée parla rotation de là développée plane du méridien (n"" 707) autour du même 
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axe. Au reste, les deux nappes des centres de courbure de la surface S sont, par 
rapport à celle-ci , ce que les développées sont par rapport aux lignes courbes. 

717. (Fiy. i42. ) Il faut bien observer que les surfaces développables , nor-* 
mates à S le long des lignes de première courbure MU, KU', RU'V*m sont tan- 
gentes à la seconde nappe des centres S', tandis que la première nappe S est tou- 
chée par les surfaces développables qui passent par les lignes de seconde courbure 
MV, M'Y', M"V",.««- En effet, les normales parties de M, M', M", se coupent sur 
la première nappe L en G , G', aussi bien que les normales parties de K , K', K", 
qui se coupent en G, , 6', ; mais la rencontre des normales de M à K, de M' à K', 
de M'' à K'^, se fait en H , H, , H, , sur la seconde nappe H : donc cette nappe est 
le lieu des intersections consécutives de toutes les surfaces développables de la pre- 
mière série, ou bien elle est leur enveloppe (n"" 190), et conséquemment elle se 
trouve tangente à chacune d'elles. On verra de même que la nappe S est V enve- 
loppe de toutes les surfaces développables relatives aux lignes de la seconde 
courbure. 

718. Ce qui précède montre que deux surfaces développables normales à S, et 
qui appartiennent à la même série^ ou qui passent par deux lignes de courbure 
de la même espèce, comme MU et KU', se coupent suivant une cou\^e HH, H, qui 
est située sur la nappe des centres de l'espèce opposée. Mais si Ton compare les 
surfaces développables de séries différentes , on verra qu'elles se coupent deux à 
deux suivant une normale de S, comme GMM^U et GMKV, qui ont pour intersec- 
tion la droite MG. De plus, cette intersection se fait toujours à aîigle droit, puisque 
les plans M'MG et KMG, qui sont évidemment tangents à ces deux surfaces déve- 
loppables, se trouvent perpendiculaires Tun sur l'autre, attendu que les éléments 
MM' et MK des deux lignes de courbure sont perpendiculaires entre eux et à la nor- 
male MG. 

719. Or le plan M'MG, tangent à une surface développable de la première série, 
doit toMcher (n^ 717) la seconde nappe des centres £'; et de même, le plaù KMG 
sera tangent à la première nappe £ : donc, puisque ces plans sont rectangulaires, 
toutes les fois que Ton considérera ces deux nappes d'un point de vue M pris à vo- 
lonté sur S, les contours apparents de ces deux nappes paraîtront toujours secnoper 
à angles droits. 

720. Observons encore que le plan M'MG est le plan osculateur de l'arête de 
rebrousisement GG'G..., située sur la nappe S; or, puisque ce plan est perpendi- 
culaire sur KMG, qui touche cette nappe (n* 717), il s'ensuit que la courbe 
GG^G'^.. a tous ses plans osculateurs normaux à la nappée; et, par suite (n'' 189), 
cette courbe est la ligne minimum entre deux de ses pçints sur la surface 2. La 
même conséquence a lieu pour toutes les autres arêtes de rebroussement situées 
sur cette nappe , comme aussi pour toutes celles qui composent la nappe !>'. 

721. Si les deux nappes S et S' se coupent quelque part, elles se couperont à 

5* édit. 89 
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angles droits , d'après ce que nous venons de dire ; et leur intersection ♦ s'appelle 
le lieu des centres àe cmrbure sphérique , parce que chaque tangente à la courbe ♦ 
sera une Bormalede S, qoi ira percer celte surface en mi point X pour lequel les 
deux courbures auront évidemment mémo rayon et même centre; de sorte qu'efles 
seront égales, comme ceta arrive en chaqoe point d'une sphère. Aussi, l'ensemble 
éQ toutes les tangentes è ('intersection 9 ira percer la surface S suivant une courbe 
Xa! //'..-. qni se noonne ta ligne des emrhwren sphériqwes , et qui coupe nécessainenaent 
toutes ies lignes de courbure de première et de seconde espèce. 

722. a II est bien évident , d dit Mange j m que la ligne des courbures ^phériques 
sur ia surface S est une développante de la ligne des centres de courbure sphé* 
rique $. Ainsi , après avoir (ixé un fil en un des points de cette intersection des 
deux nappes des centres, si, en le tendant, on le fait mouvoir de manière qu'il 
s'enveloppe sur cette intersection , et que la partie rectiligne du fil soH toujours 
tftngente à cette courbe , un des points de ce fil parcourra la ligne des courbures 
spliériques. Mais si, en tendant le fil, on ne s'assujettit à aucune condition, et l'on 
suppose qu'il n'exerce aucun frottement sur les nappes des centres, dans quelque 
position qu'on le considère , il sera divisé en trois parties : la première sera enve- 
loppée sur ui^ partie de l'intersection des deux nappes ; la seconde sera pltée et 
tendue sur la nappe des centres dont le fil se sera rapproché, et sera appliquée 
sur une des arêtes de rebroussement (*) dont cette nappe est le lieu, et ces deux 
parties de courbe se toucheront à leur point commun ; la troisième partie du fil 
en ligne droite sera tangente à cette arête de rebroussement, et normale à la sur- 
fece S; enfin , l'extrémité du fil sera sur cette surface même. Ainsi, en agitant le 
fil constamment tendu, on pourra transporter le même point du fil successivement 
sur tous les points de la surface. Ou voit donc qu'une surface quelconque peut 
être engendrée par les deux mouvemenls continus du point d'un fil tendu qui 
s'enveloppe sur les nappes des centres, de même qu'une courbe plane pei^télre 
engendrée par le point d'un fil tendu qui s'enveloppe sur la développée de la 
courbe. » 

723. <c Voyons actuellement, » continue Mange, « quelques exemples de l'uti- 
lité dont ces généralités peuvent être dai» certains arts. Le premier exempte «era 
pris dans Tarchitecture. 

: » Les voûtes construites en pierre de taille «ont composées de pièces distinctes, 
auxquelles on donne le nom générique de wusstnrs. Chaque voossoir a plosiews 
faces qui exigent la plus grande attention dans l'exécution : i** la fece qui doit 
faire parement, et qui , devant être une partie de la surface visible de la voûte, doit 
être exécutée avec la plus grande précision : cette face se nomme domlle; a** les 



(♦) Parce que cette arête est la courbe minimum entre deux de ses points, conyne nous Tavons 
démontré n" 78Ô. 
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faces par lesquelUiS les voussoirs consécutifs s'appliquent les uns contre les autres : 
on les nommô généralement j^nis. Les joints exigent aussi ia plus grwde exacti* 
tude dans leux exécution j car la pression se transimëttant d'un voussoir à Taulre 
perpendiculaireiaent à ia surface du joint , il est nécessaire que les deux pierres se 
touchent par le plus grand nombre possible de points , afin que pour chaque 
point de contact la pression soit la moindre; et que pour tous elle approche le plus 
de Tégalité. 11 faut donc que dans chaque voussoir les joints approchent le plu» 
dâ la véritable surface dont ils doivent faire partie; et pour que cet objet soit plus 
facile à remplir, il faut que la surface des joints soit de la nature la plus simple et 
de Texécalion la plus susceptible de précision. C'est pour cela que l'on fait ordi* 
ttairesQbent les joints plans; mais les surfaces de toutes les voûtes ne comportent 
pas* cette disposition, et dans quelques-unes on blesa^ait trop les convenances dont 
nous parlerons dans un moment, si Von ne donnait pas aux joints une surface 
courbe. Dans ce cas , il faut choisir parmi toutes les surfaces courbes qui poorw 
raient d'ailleurs satisfaire aux autres conditions, celles dont la génération est la 
plus simple, et dont Texécution est plus susceptible d'exactitude. Or, de toutes les 
surfaces courbes, celles qu'il est plus facile d'exécuter sont celles qui sont engea-* 
drées par le nK)uvement d'une ligne droite, et surtout les surfaces développables; 
ainsi , lorsqu'il est nécessaire que les joints des voussoirs soient des surfaces 
courbes, on les compose, autant qu'il est possible, de surfaces développables^ 

rp Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des voussoirs 
doit satisfaire! c'est d'être partout perpendiculaires à la surface de la voâte que cas 
voussoirs compoaent. Car, si les dense angles qu'un même joint fait avec la surface 
de la voûte étaient sensiblement inégaux , celui de ces angles qui excéderait l'angle 
droit serait capable d'une plus grande résistance que l'autre; el dans l'action q>œ 
deux voussoirs consécatils exercent l'un sur l'autre, l'angle plus petit que l'angle 
droit serait exposé à éclater, ce qui, au moins, déformerait la voûte, et pourtait 
même altérer sa solidité, et dimipueir la durée de l'édifice. Lors donc que la sur- 
face d'un joint doit être courbe» il convient de l'engendrer par une droite qui soit 
partout perpendiculaire à la surface de la voûte; et si Ton veut de plus que la 
swrface du joijat soit développabto, il faut que toutes les normales à là surface de 
la voûte, qui composent, pour ainsi dire,, le joint, soient consécotivement deux à 
deux dans ua même plan* Or nous venons de voir que cette oondition ne pedl 
être remplie, à moins que toutes les uoroMles ne passent par une même Hgne dé 
cowbure de la suriEace de la voûteç donc, ai les sorfaoes des joints des Toussoirs 
d'une voûte doivent être développables , il faut nécessairement que c^ surfaces 
rencontrent celle de la voûte dans ses lignes de courbure. 

» D'ailleurs, avec quelque précisioD que les voassoirs d'une voûte soient exé* 
cutés, leur division est toujours apparente sur la surface; elle y trace des lignes 
très-sensibles , et ces lignes doivent être soumises à des lois générales, et satisfjir^ 
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à des convenances particulières, selon la nature de la surface de la voûte. Parmi 
les lois générales, lès unes sont relatives à la stabifité, les autres à la durée de 
Tédifice; de ce nombre est la règle qui prescrit que les joints d*un même vous- 
soir soient rectangniaires entre eux , par la même raison qu'ils doivent être eux- 
mêmes perpendiculaires à la surface de la voûte. Aussi les lignes de division des 
voussoirs doivent être telles, que celles qui divisent la voûte en assises soient 
toutes perpendiculaires à celles qui divisent une même assise en voussoirs. Quant 
aux convenances particulières, il y en a de plusieurs sortes, et notre objet n'est 
pas ici d'en faire Ténumération; mais il y en a une principale, c'est que les lignes 
de division des voussoirs qui, comme nous venons de le voir, sont de deui^ espèces, 
et qui doivent se renconirer toutes perpendiculairement, doivent aussi porter le 
caractère de la surface à laquelle elles appartiennent. Or il n'existe pas d'autre 
ligne , sur la surface courbe , qui puisse remplir en même temps toutes ces condi- 
tions, que les deux suites de lignes de courbure, et elles les remplissent complè- 
tement. Ainsi, la division d'une voûte en voussoirs doit- donc toujours être faite 
par des lignes de courbure de la surface de la voûte, et les joints doivent être des 
portions de surfaces développables formées par les normales à la- surface qui, 
considérées consécutivement, sont deux à deux dans un mêpie plan; afin que pour 
chaque vousseir, les surfaces des quatre joints et celle de la voûte soient toutes 
rectangulaires. 

» Avant la découverte des considérations géométriques sur lesquelles tout ce 
que nous venons de dire est fondé, les artistes avaient un sentiment confus des 
lois auxquelles elles conduisent, et ordinairement ils avaient coutume de s'y con- 
former. Ainsi, par exemple, lorsque la surface de la voûte était de révolution, soit 
qu'elle fût en sphéroïde, soit qu'elle fût en berceau tournant, ils divisaient ses 
voussoirs par des méridiens et par des parallèles, c'est-à-dire par les lignes de 
courbure de la surface de la voûte. Les joints qui correspondaient aux méridiens 
étaient des plans menés par l'axe de révolution; ceux qui correspondaient aux 
parallèles étaient des surfaces coniques de révolution autour du même axe : et 
ces deux espèces de joints étaient rectangulaires entre eux, et perpendiculaires à 
la surface de la voûte. Mais, lorsque les surfaces des voûtes n'avaient pas une gé- 
nération aussi simple , et quand leurs lignes de courbure ne se présentaient pas 
d'une manière aussi marquée, comme dans les voûtes en sphéroïdes allongés, et 
dans un grand nombre d'autres , les artistes ne pouvaient plus satisfaire à toutes 
les convenances, et ils sacrifiaient, dans chaque cas particulier, celles qui leur 
présentaient les difiicuUés les plus grandes. 

» Il serait donc convenable que , dans chacune des écoles de Géométrie des- 
criptive établies dans les départements, le professeur s'occupât de la détermination 
et de la construction des lignes de courbure des surfaces employées ordinairement 
dans les arts, afin que, dans le besoin, les artistes, qui ne peuvent pas consacrer 
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beaucoup de temps à de semblables recherches, pussent les consulter avec fruit et 
profiter de leurs résultats. 

72/k. » Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l'art de la 
gravure. 

» Dans la gravure, les teintes des différentes parties de la surface des objets 
représentés, sont exprimées par des hachures que l'on fait d'autant plus fortes ou 
d'autant plus rapprochées, que la teinte doit être plus obscure. Lorsque la dis- 
tance à laquelle la gravure doit être vue est assez grande pour que les traits indi- 
viduels de la hachure ne soient pas aperçus, le genre de la hachure est à peu près 
indifférent; et, quel que soit le contour de ces traits, Tartiste peut toujours le& 
forcer et les multiplier, de manière à obtenir la teinte qu'il désire et à produire 
l'effet demandé. Mais, et c'est le cas le plus ordinaire, quand la gravure est destinée 
à être vue d'assez près pour que les contours des traits de la hachure soient aperçus, 
la forme de ces contours n'est plus indifférente. Pour chaque objet, et pour chaque 
partie de la surface d'un objet, il y a des contours de hachure plus propres que 
tous les autres, à donner une idée de la courbure de la surface; ces contours 
particuliers sont toujours au nombre de deux , et quelquefois les graveurs les em- 
ploient tous deux à la fois, lorsque, pour forcer plus facilement leurs teintes, ils 
croisent les hachures. Ces contours , dont les artistes n'ont encore qu^un sentiment 
confus, sont les projections des lignes de courbure de la surface qu*ils veulent 
exprimer. Comme les surfaces de la plupart des objets ne sont pas susceptibles de 
définition rigoureuse , leurs lignes de courbure ne sont pas de nature à être déter«- 
minées, ni par le calcul, ni par des constructions graphiques. Mais si, dans leur 
jeune âge, les artistes avaient été exercés à rechercher les lignes de courbure d'an 
grand nombre de surfaces différentes, et susceptibles de définitions exactes, ils 
seraient plus sensibles à la forme de ces lignes et à leur position, même pour les 
objets moins déterminés ; ils les saisiraient avec plus de précision, et leurs ouvrages 
auraient plus d'expression. 

» Nous n'insisterons pas sur cet objet, qui ne présente peut-être que le moindre 
des avantages que les arts et l'industrie retireraient de l'établissement d'une école 
de Géométrie descriptive dans chacune des principales villes de France. » 

725. DÉTERMINATION GRAPHIQUE des lignes de courbure. Nous avons déjà 
cité (n** 707, 708,...,) plusieurs genres de surfaces pour lesquels il est aisé d'a- 
percevoir immédiatement la forme de ces lignes; mais, si l'on voulait trouver leurs 
directions pour un point M donné sur une surface quelconque S, voici la marche 
qu'il faudrait suivre, en supposant d'abord cette surface convexe. Imaginons, sans 
le construire, Tellipsoïde osculateur de S au point M, lequel a déjà été représenté 
dans \àfig. i35; puis, rappelons-nous (n*" 696) que tout plan normal coupe ces 
deux surfaces suivant des courbes MD, MD\ qui ont le même rayon de courbure p 
en M, et qu'en outre ce rayon est lié avec les demi-axes MO = c, OD'=e( de 
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Tellipse MD', par la relation p=-, ou cf=v/cp. Il snil de là que, connaissant p 

et c qui a une longueur arbitraire, on peut trouver QU=zd par une mayenne 
proportionnelle; d'ailleurs cette dernière ligne sera toujours, pour chaque plan 
normal, un demi-diamètre de l'ellipse A^B^E' dont lea axes, iocoonus ici de posi- 
tion et de grandeur, suffiraient évidemment pour retrouver la courbure et ta posi-- 
tion des sections principales MA et MB de la surface S en M : aussi, par œfte 
raison nous, appellerons indicatrice cette ellipse A'fi^Ë' qui est la seclioD faite dans 
rellipsoïde osculateur, par un plan mené du centre, parallèlement au plan tangent 
du point M. 

726. {Fig. i35 et 137.) Pour construire cette indicatrice (*)^ on conduira |>ar 
la normale en M divers plans sécants assez rapprochés les uns des antres, et après 
avoir construit en vraie grandeur les sections ainsi produites dans S, on cherchera, 
par Iji méthode du n"* 666, leurs rayons de courbure p, p\ p'\*««m L*<^life M 
point M; puis, sur un plan quelconque et à partir d'un, point arbitrairi^ m, on 
tracera des rayons vecteurs me/, mcff, iTicf^..., formant entre eux les mêmes angles 
que comprenaient les plans sécants, et ayant dea longueurs égales aux moyennes 
proportionnelles suivantes^ 

md=z^cpj m(f=v/cp'j md"= y/cp^,..., 

où € désigne une longueur affbî4araire, mais constante. Alors, la courbe qui passeia 
par tous les points d» d!y d%.m.y sera VindioaJlrice àotik nous avons parlé plus haut; 
et si , après avoir tracé celte^ ellipse^, on décrit avec le rayon md" un arc de cercle 
qui la coupe en/, la droite ma menée par le milieu de cet arc et la perpendicu^ 
laire «léseront les deux deaû-axes de Tindicatrioey lesquels sont aussi ceux de 
TeHipsoïde oscuiateur qui a pouc troisième axe, suivant ia normale, la ligne a c. 
De là il résulte (^ir 606 et 703) que les rayons de courbure de ia surface ea M 
auront pour grandeurs 



ma 


T^/ ^^ 


R=— , 


R' = — ; 
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et la positiou des sections principales sera aussi connue,, car leurs plans devront 
passer par la normale en M , et faire avec le plan de la section md des angles égaux 
kdma et tim6; ou plutôt, si Ton regarde le plan de la J!^. iSy comme parallèle 
au plan tangent de S en M {fig. i35), les droites ma jet mb seront les traces des 
plans normaux qui contiennent ces sections principales; et ce seront aussi les pro- 
jections des tangentes aux deux lignes de courbure partant de M, de sorte que le 
premier élément de chacune de ce& lignes sera dirigé suivant ma ou mb. 

*■■' i.i.iaiii ii n i ■■■ Il II II ■■ ■ I I piiiM—iiiiiii I 

n Cette marclie a été enipk)}^ <f abord par M. Dnpln, dans ses DévehfipemctUs de G^méirie. 
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727. ( Fig. 1 36 et i38. ) Lorsque la surface proposée S «era non comexe anitour 
da point assigné M, on imaginera , saiis le construire, Thyperboloïde oscalateiir 
qui a^^à été représenté dans la/îj/. i36, et Ton^ rappellera (n» 686) que les 
rayons de courbure des seciione normales laites par le sommet M de cet hyperbo- 
loïde, sont liés avec les diamètres de la section parallèle au plan tangent et passant 

par le centre , par la relation p = — ; puis , comme ces sections normales ont la 

même courbure que celles qui sont Taites par les mêmes plans dans la surface S, 
on ett déduira le procédé graphique suivant : 

Par la normale de S en M, on conduira divers plans sécants assez près les tois 
des atifreSf et, après avoir constroit en vraie grandeur ces sections et leurs rayons 
de courbure p, p' p'V«M ij^ 666) , relatifs au point M, on cherchera les moyennes 
proportionnelles suivantes , 

d = y/cp", d' = \fcç!'^ d!'=^\fcç!\..., 

où c désigne) une Ifgne arlytraire, mais constante; puis on 'portera ces longnears 
d, rf', d*',..., suivant les droites mrf, md!^ iiirf',..., tracées surwn plan quelconque, 
mais formant entre elles les mêmes angles que comprenaient les plans normaux 
dont on s'est servi ; et X indicatrice qui passera par tous les points rf, é(\ ^^•••, ainsi 
déterminés , sera l'hyperbole que produirait , dans Thypcrboloïde osculatew , un 
plan sécant mené par le centre parallèlement au plan tangent du point M. 

728. Les constructions précédentes supposent que tous les rayons p, p', p'S..., 
étaient positifs ; car , si Tun des plans normaux à S fournissait une section située 
ou-dessui du plan tangent , le rayon de courbure p, de cette section se trouvant 

négatif {n'GSSj note), la moyenne proportionnelle y/cp^ serait imaginaire; résultat 
qui s'accorde bien, il est vrai, avec la nature des diamètres de l'hyperbole rf, 
(/', d",..., lesquels ne rencontrent plus cette courbe quand ils s*écartent au delà 
d'une certaine limite, mais qui exige une modification dans les opérations graphi- 
ques. Lors donc qu^on rencontrera des sections^normales situées au-dessus du plan 
tangent de S en M , on ne tiendra compte que de la grandeur absolue de leurs 
rayons de courbure p,, p',, p'',,...., et après avoir construit les moyennes propor- 
tionnelles 

m3 = y/cp7, »wd'=V^p',, ni3" = v/cp^,..., 

ou aura soin de distinguer >oette classe de rayons vecteurs, pour réunir leurs extré- 
mités par une hyf>erbole particulière ibH^qvX sera une nouvelle branche de PtitctN 
catriee^ et que l'oa peut regarder comme la 'section que produirait, dans l'hyper* 
boloïde oscuUteur, un pbui parallèle au plan tangent, mais uiené uu-^mii^ 'du 
point M , et à une distance égale à c. 

729. {Figi i38. ) Cela posé^ ou construira le premier^axe ma de l'indicatrice, 
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en le menant par le milieu de l'arc de cercle ((/"décrit avec un des diamètres mrf, 
puis le second axe mb qui est perpendiculaire au premier , et Ton en conclura les 
asymptotes mP et mQ communes^>ees deux hyperboles conjuguées. Alors, lei^deux 
rayons de courbure de la surface S au point M (n"* 698) auront pour grandeurs 

c c 

et les sections principales seront données par deux plans normaux qui formeraient 
avec le plan connu relatif à md, les angles dma et dmb'j ou plutôt, si Ton regarde 
le plan de la fig. i38 comme parallèle au plan tangent de S en M, les droites ma 
et mb seront les traces des plans normaux qui contiennent ces sections principales , 
et ce seront aussi les projections des tangentes aux deux lignes de courbure qui 
partent de M. 

730. Quant aux plans normaux limites. qui séparent les sections convexes ou 
situées au-dessous du plan tangent , d'avec celles qui se trouvent au-dessus et que 
nous appellerons concaves ^ nous savons (n^'dWi) qu'ils coupent la surface S sui- 
vant des courbes dont les rayons de courbure sont inGnis an point M ; donc ces 
plans auront pour traces sur le plan tangent les diamètres infinis de l'indicatrice, 
c'est-à-dire les deux asymptotes mP et mQ qui se détermineront au moyen d4i 
rectangle construit sur les deux axes ma et mb. Il résulte de là que ces asymptotes 
auront chacune fin contact du second ordre au moins, avec les deux sections normales 
limites; et, en effet, il est aisé de voir qu'elles sont précisément les intersections du 
plan tangent en M, avec l'hypérboloïde osculaleur. 

731. D'ailleurs, comme ce plan tancent doit couper la surface S non convexe 
suivant une courbe à deux branches passant par le point M , il arrivera encore que 
les droites mP et mQ seront tangentes à ces deux branches. En effet, chacune de 
ces droites se trouve dans le plan tangent, et a deux éléments communs avec S, 
d'après ce qui a été dit au numéro précédent ; donc ces deux éléments appartien- 
nent à l'intersection de la surface par son plan tangent, courbe dont chaque 
branche offrira ainsi un contact du second ordre avec mP ou mQ. En outre, ce 
sont ces deux branches qui fourniront les limites précises des quatre régions tour 
à tour convexes et concaves (n"" 69!|), que présente là surface S autour du point M. 

732. Les considérations précédentes permettent de simplifier la méthode du 
n"" 727 pour une surface S non convexe, en admettant que l'on sait construire les 
tangentes au point multiple de Tintersection de cette surface avec son plan tangent; 
ou en se bornant à les mener approximativement , hypothèse d'autant phis plau- 
sible que la direction de ces droites sera ici mieux indiquée , parce que chaque 
branche dû l'intersection offrira un arc presque rectiligne ( n"" 731 ) dans les envi- 
rons du point considéré M. Il suffira, en effet, de construire cette intersection sur 
un plan parallèle au plan tangent de S en M, de )ui mener des tangentes mP et 
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mQ au point multiple, lesquelles seront les asymptotes de Vindicatricey qui n'aura 
pas besoin d'être tracée; puis, de diviser en deux parties égales les angles aigus et 
obtus que forment ces asymptotes : alors ces droites bissectrices ma et mb seront 
les traces des plans normaux principaux ^ et aussi les tangentes aux deux lignes de 
courbure partant de M. Ensuite, il restera à construire les sections faites dans la 
surface S par chacun de ces plans principaux , et à trouver (n"" 666) les rayons de 
courbure de ces sections qui seront ceux de la surface elle-même. 

Cette marche s'emploierait avec avantage pour un point quelconque d'un hyper- 
boloïde ou paraboloïde gauche, puisque la section du plan tangent serait ici corn- 
posée de deux droites qui tiendraient lieu des tangentes qu'il fallait mener ci* 
dessus approximativement. Pour une surface gauche quelconque (fig. i43), une 
de ces tangentes serait la génératrice rectiligne GPM , et la seconde branche Ma 
de l'intersection s'obtiendrait par la marche générale du n* 583. 

733. .Au contraire, si Ton voulait construire rigoureusement les tangentes au 
point multiple de l'intersection d'une surface non convexe quelconque, avec son 
plan tangent, il n'y aurait qu'à déterminer, comme au n" 727^ les directions et 
les rayons de courbure des deux sections principales pour le point de contact 
assigné ; puis , en déduire , par le n* 730 , les asymptotes de l'indicatrice , lesquelles 
seraient les tangentes cherchées. 

73ù. Application au tore. [Fig. 45.) Ce tore, représenté -dans l'épure 4^>j a 
été coapé par son plan tangent M'T'T relatif au point (M , M') , suivant une courbe 
à deux branches MHRE... eiUhre... que nous avons construite au n'' 268. Pour 
trouver les tangentes de ces branches en M, nous observerons qu'ici , où la surface 
est de révolution, le méridien A'M'B' est à la fois une première ligne de courbure 
et une section principale (n* 708) dont le rayon de courbure est R = M'w; l'autre 
section principale serait située dans le plan wM'ç, perpendiculaire au méridien 
précédent, et elle aurait pour rayon de courbure R'=M^Ç, c'est-à-dire la portion 
de la normale comprise entre le. point M' et l'axe CZ' de révolution (n'708). 
Pour en déduire Thyperboloïde osculateur au point (M, M'), il faut (n'^OÎW) 
donner à l'axe réel de cette surface , dirigé suivant la normale (M'w , MB) , une lon- 
gueur arbitraire c, que nous choisirons ici égale précisément au rayon M'w, parce 
qu'il en résultera pour le second axe réel, dirigé suivant (wa, BC), cette valeur 

très-simple a = v/cTr= M' w; c'est-à-dire que l'hyperboloïde sera de révolution, 
et aura pour cercle de gorge le méridien donné (A'M'B'a, AC). Quant à l'axe 
imaginaire, qui sera perpendiculaire à ce méridien et passera par son centre (o), B), 
sa longueur, déterminée par 6 = y/'c.R', sera la droite M' 6, moyenne proportion- 
nelle entre M'cd et M'ç. Maintenant que l'hyperboloïde osculateur est complète- 
ment déterminé, nous sommes dispensés de construire par points l'indicatrice , 
puisque cette courbe n'est autre chose (n* 727) que la section faite dans l'hyper- 

6* édii. 40 
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bok>ïde par le pian oc&>e parallèle au plan tangent WTT; ce sera donc une hyper^ 
bole ayant pour axe réel o« , et pour axe imaginaire une droite égale à M' 6 et 
élevée par le «entre (ck>, B) perpendiculairement au plan vertical* Les asymptotes 
de cette indicatrice seraient alors faciles ^ construire; mais comme il faudrait en- 
suite les projeter sar le plan tangent M'TT, cela revient évidemment à prendre 
M^ô' = w3c, puisa élever du point è' «ne perpendiculaire au plan vertical, qui ait 
pour longueur M'S; et Thypoténnse du triangle rectangle ainsi foimé sera la pro- 
jeciion de Tasymptote sur le plan tangent, et ce sera aussi (n** 7âi) la tangente 
même de la section que forme ce plan dans le tore. Enfin, pour obtenir cette tan- 
gente sur le plan horizontal « il faudra [projeter le côté M 5' de ce triangle suivant 
Md, puis élever une perpendiculaire jX = M'6, et la droite XM sera la tangente 
de la branche Mhre. La tangente }!' M de l'autre branche MHRE s'obtiendrait par 
le moyen de la secoode asymptote, mais cela se réduit à prendre dX-'=:dX; ainsi, 
quant à la méthode pratique , on voit que la construction de ces deux tangentes 
n'exigera qu'un très-petit nombre d'opérations fort simples* 

735. Revenons à une surface générale S. Après avoir déterminé, par les mé- 
thodes précédentes, les tangentes ou les premiers éléments des deux lignes de 
courbure relatives à un point quelconque M assigné sur cette surface, il faudrait, 
pour obtenir le cours entier de ces lignes , répéter des opérations semblables sur 
un point M, très-voisin de M, et choisi sur l'une des deux tangentes déjà trouvées ; 
puis, agir de même pour un point M, voisin de M,, et placé sur l'une des deux 
directions que comportent les lignes de courbure relatives à ce dernier point; et 
ainsi de proche en proche. Mais la complication et les incertitudes d'une pareille 
marche font assez voir que la détermination complète des lignes de courbure* est 
un problème qui est généralement insoluble par des opérations purement graplii- 
ques; c'est donc à l'qnalyse qu'il faudra recourir pour se procurer des données 
certaines sur cette matière, quand la surface ne tombera pas dans un des genres 
examinés aux n" 707... 711; et nous allons exposer les beaux résultats auxquels 
Monge est parvenu dans l'exemple d'un ellipsoïde à trois axea inégaux (*). 

736, {Fig. i44«) Soient a, 6, c les trois. demi-axes de Tellipsoïde donné, entre 
lesquels nous supposerons les relations a> b> c. Adoptons» pour plan horizontal 
de projection, un plan parallèle aux deux axes les plus grands > eu choisissons le 
plan vertical parallèle à l'axe maximum et à l'axe minimum ; alors, si (0, 0') est le 
centre de la surface, et que Ton décrive sur les demi-axes OA = (ï, 0B=6, une 
ellipse (ABDE, A'D'), ce sera le contour apparent de Tellipsoïde sur le plan Bori- 
zontaf; tandis que le contour apparent relatif au plan vertical sera l'ellipse 
(A'C'D'F, AD) décrite avec les diemi-axe9{yA'=(i, (yC'=c. La troisième ellipse 
principale, qui a pour demî-axes 6 et c, se tronve projetée sur BE et C'F'; et nous 



(*; Voyez té clrialp. XVI de notre Analyse apptiquéè à (a gémétf*îe des ti'ois dimensions. 
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l'avons rabattue ici suivant EC. Quant aux excentricités de ces trois ellipses, on 
les trouvera graphiquement par les relations connues 



ainsi il deviendra facile de construire, par le secours de quatrièmes proportion- 
nelles, les deux distances 



Ja' — b' ae ^^ ^ /7^=6"^ be 
Y a — c e y b — c e 

sur lesquelles, comme demi-axes, on décrira une ellipse auxiliaire aeS, puis une 
hyperbole auxiliaire ady. Ensuite , on portera sur les axes de la projection verticale, 
deux distances 

n/v/ /a' — c' aef ja—c ce' 

avec lesquelles, comme demi^axes, on décrira une nouvelle ellipse auxiliaire XAZ^ 
qui se trouvera toujours en dehors de l'ellipsoïde , puisque ses deux axes sont évi- 
demment plus grands que a et c. 

737. Cela posé, l'analyse apprend que les lignes de courbure de la première 
espèce sont projetées horizontalement suivant des hyperboles TU, l^^ KR,..., ol 
verlicalemont suivant des ellipses T'U', VS, K'R\«.., qui se construisent avec les 
données précédentes, comme il suit. Après avoir choisi sur OA un point T arbi- 
traire, mais situé entre et a, on trace les deux coordonnées Te et c9 de Tellipse 
auxiliaire oo; puis, avec Tabscisse OT comme axe réel, et avec Tordoonée 09 
comme axe imaginaire, on décrit une hyperbole TU. Ensuite, on projette le point U 
où celte hyperbole va couper le contour appareut ABD, en U', à partir duqui) on 
trace les deux coordonnées Vn et irÇ de Tellipse auxiliaire X^Z'; puis, avec Tabs- 
cisseO'U' et l'ordonnée O'ç comme demi-axes, on décrit une elUpse J^T'U' qui est 
la projection verticale de la ligne de courbure déjà projetée horizontalement sui-* 
vaut TU. On sent bien que cette ligne de courbure est gauche^ mBi\& fermée, et qu'elle 
offre des parties symétriques aurdessus et au-dessous , en avant et en arrière des 
plana principaux de Tellipsoïdey ce qui fait que ses deux projections n'occupent 
qu'une portion limitée d'hyperbole ou d'ellipse. 

738* (Fig. i44») Quant aux. lignes de courbure de la seconde espèce, elles se 
projettent horizontalement et verticalement sur des ellipses (cpMY, a^'W^), 
(rjNI, y/N'T),..., qui se construisent de la maniés^ suivante. Après avoir pris ua 
point arbitraire V entre « et A , on trace les deux coordonnées V3 et 34* de l'hyper- 
bole auxiliaire ay i puis, sur les droites OY et 0^ comme demi-axes, on décrit une 
ellipse v{/V^. Ensuite, on projette le sommet ^ ou ^ de cette courbe, sur l'ellipse 
principale rabattue suivant EC", et l'on relève le point / en cj»' sur le plan vertical; 
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alors, en traçant les deux coordonnées (^^(i et fzW de Tellipse auxiliaire X'Z', ou 
obtient les deux demi-axes O'W et 0\' de l'ellipse cherchée ç'V'W, dont une 
partie seulement reçoit la projection, verticale de la ligne de courbure qui est aussi 
fermée et gauche. 

739. Étudions maintenant les variations de forme que subissent leë lignes de 
courbure des deux espèces, lorsque les points T et V s'éloignent ou se rapprochent 
de a. Quand le point T est en 0, et le point V en A, la projection de la première 
ligne de courbure se réduit évidemment à la droite BOE, et la seconde devient 
l'ellipse ABD, ce qui montre que les deux ellipses principales EC et ABDE sont 
elles-mêmes des lignes de courbure; en effet, les normales de Tellipsoïde menées 
par tous les points de Tune ou de l'autre de ces courbes sont situées dans leur plan, 
et ne peuvent manquer de se couper consécutivement. Lorsque les points T et V 
se rapprochent de a, Thyperbole TU et l'ellipse VM(y se resserrent de plus en plus, 
et quand ces points sont arrivés eu a, la seconde se réduit évidemment à la portion 
de droite aw , tandis que la première est remplacée par les portions rectilignes aA 
et wD; de sorte qu'ici les deux lignes de courbure viennent à coïncider, et leur 
ensemble fournit l'ellipse principale (AD, A'C'D'). On voit donc que le point « et 
son homologue cd déterminent, sur l'ellipsoïde, quatre points singuliers (a, a) y 
(a, a'), (oi), w'), (w, «"), pour lesquelles les lignes de courbure des deux espèces 
viennent se confondre, comme le montre aussi la projection verticale où les ellipses 
ÇT'U' et (f'V'W' s'ouvrent de plus en plus, l'une dans le sens horizontal, l'autre 
dans le sens vertical ; ou plutôt, dans ces quatre points, la direction des lignes de 
courbure devient indéterminée, comme le prouve l'analyse, et la courbure delà 
surface est uniforme autour de chacun d'eux ; de sorte que ce sont quatre ombiticSf 
tels que nous les avons définis au n** 692. 

740. L'analyse prouve encore que, sur le plan vertical, toutes les ellipses des 
deux séries se trouvent inscrites dans le losange X'Z'X^Z", qui touche l'ellipse prin- 
cipale A^C'D'F' précisément aux quatre ombilics. D'ailleurs il est intéressant de 
savoir que les lignes de courbure de l'ellipsoïde sont précisément les intersections 
de cette surface avec les divers hyperboloïdes à une nappe et à deux nappes, qui 
auraient les mêmes foyers que cet ellipsoïde. C'est ce qui résulte du beau théorème 
dû à M. Binetj d'après lequel les lignes de courbure d'une surface du second degré 
sont les intersections de cette surface avec les surfaces du second degré homofocales 
de la première, mais d'un genre différent; et ces trois séries de surfaces se coupent 
partout à angles droits. M. Duptn a démontré aussi que, quand trois séries de sur- 
faces quelconques se coupent orthogonalement, leurs intersections mutuelles sont 
respectivement leurs lignes de courbure. 

741. Pour montrer une belle application de la théorie des lignes de courbure 
dans les surfaces du second degré, nous allons citer ce que Monge a écrit sur ce 
sujet : ^ 
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conseils de la législatnre : les emplacements donl on a pu disposer jusqu'à présent 
pour de semblables salles , ont forcé de donner à 1 amphithéâtre moins de profon- 
deur en face de Torateur que sur les côlés; mais Texpérience ayant prouvé que la 
voix se porte à une plus grande distance en face, il paratt que c'est une disposition 
toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes les formes allongées qu'on pour- 
rait donner à l'amphithéâtre , il n'y en a aucune dont la loi soit plus simple et plus 
gracieuse que l'ellipse : il faudrait donc que la salle fût elliptique, et qu'elle fùl 
couverte par une voûte en ellipsoïde surbaissée. 

» Le service des assemblées législatives exige un emplacement pour le bureau, 
en avant duquel est la tribune de l'orateur. Eu plaçant le bureau à un des sonv* 
mets de l'ellipse, on pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la commodité 
du service, et l'orateur se trouverait naturellement placé soue un des ombilics de 
la voûte : l'amphithéâtre n'occuperait que la partie qui serait en avant. Une galerie 
qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assez élevée pour être tiès-distincte 
de l'amphithéâtre, fournirait des places au public. La salle, qui n'aurait ni tribune 
ni aucune espèce d'irrégularité, pourrait être décorée par des colonnes , à chacune 
desquelles correspondrait une nervure de la voûte, pliée suivant la ligne de cour- 
bure ascendante. Toutes ces nervures, verticales à leur naissance, se courberaient 
autour de l'un ou de l'autre ombilic, pour redescendre ensuite à plomb sur les 
colonnes opposées , et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres ner- 
vures pliées suivant les lignes de l'autre courbure. Les intervalles de ces nervures 
pourraient être à jour, soit pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à 
l'air, et formeraient uu vitrage moins fantastique que les roses de nos églises go«- 
thiques. Enfin , deux lustres suspendus aux ombilics de la voûte , et à la suspension 
desquels la voûte entière semblerait concourir, serviraient à éclairer la salle pen- 
dant la nuit. 

y> Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails à cet égard; il nous sufiil 
d'avoir indiqué a,ux artistes un objet simple, et dont la décoratioo, quoique très- 
riche, pourrait n'avoir rien d'arbitraire, puisqu'elle consisterait principalement à 
dévoiler à tous les yeux une ordonnance très*gracieuse, qui est dams la nature 
même de cet objet. » 

743. Pour i-endre Tépure i44 applicable aux idées que Moiiffe vient d'exposer, 
il faudrait distribuer les lignes de courbure ascendante de manière qu'elles divi- 
sassent Tellipsede naissance ABOE en parties égales US, SH,.... Alors, le point U 
étant donné, on le projettei-ait en U', d'où l'on conclurait les deux demi-axes UV 
et 7iÇ de Teltipse çTU'; etceflle-ci, étant tracée, fournirait le point T, qui, pro- 
jeté en T, déterminerait le sommet et les axes Te, c? , de Thyperbole demandée TU. 
Quant aux lignes de la seconde courbure, on les ferait passer par des points qui 
diviseraient la demi-ellipse EC'B en un nombre impair de parties égales; et chaque 
point de division ^" étant projeté en ^ , et relevé en ^', ferait c^nnaHre, comme au 



CHAPITRE II. — DE LA COtliilUBB D£S SURFACES. ftitf 

n** 7â8, les -demi-^xes ^i et 3 Y, <j>V ^ i^W', des ellipses i^\(^ et çp'V W, suivant 
lesquelles se projette une ligne de la seconde courbure. Pour les autres détails , 
nous renverrons au n*' 714 de notre Traké^dé Siéréêiomie. 

7fta. aYPERBOLOIDE OSCULATEUR le long (Tune génératrice d'une surface 
gauche S. {Fig. i43.) Nous avons vu (n* 578) que si, dans les plans tangents rela- 
tifs à trois points M, M', M", pris sur la même génératrice G, on traçait des droites 
arbitraires MQ, M'C^, M^'Q", et qu'on les adoptât pour directrices de la droite 
mobile G, on obtiendrait ainsi un hyperboloïde à une nappe qui raccorderait la 
surface S tout le long de la droite GMM'M% c'est-à-dire qui aurait, en chaque 
point de cette ligne , le même plan tangent que S ; de sorte que Télément superfi- 
ciel MM'M'^ m"m'm^ indéfini en longueur, serait commun aux deux surfaces. Or il 
y a une infinilé d'hyperboloïdes qui jouissent de cette propriété, poisque les trois 
directrices MQ, M'Q', M"Q" peuvent être tracées à volonté dans les plans tangents. 
Mais , si Von choisît la droite MQ dte manière tju'elte sort, tmgentô à la conrbe Ma , 
suivant laquelle la surfece S est coupée par son pilan tangent en M, cm sait (w*7M) 
que cette tangente aura deux éléments M m et mn comrmtins avec Ma , et , par srtiite , 
avec S : il en arrivera autant pour les droites M'Q', M"Q", si cm les choisit Mtt- 
gentes aux sections M'a', M" a", que tracent dans la surface les plans tangents relatifs 
aux points M', M". Par conséquent , en adoptant ces trois tangentes pafrticftlîères 
pour directrices de l' hyperboloïde , ce dernier aura ainsi deux éléments supféirficiete 
MM'' m"^m et mml'n^n communs avec S , et sera dît Thyperboloïde osculatew de cette 
surface , le long de la droite assignée GMM'BP. La géerération de cet hyperbojoidè 
ne renfermant plus que des données entièrement fixed, il sera unique; et il oflM^a 
avec la surface S un contact pins rfatime que tons les* autres. D*ailleur§, pour tout 
point de la droite GM, les lignes de courbure de S seront tangentes k telWes ^ 
Phyperboloïde oscuîateur; et ces dernières sont aisées à déterminer trafpfèfl 1e^ 
remarques du n* 732. 
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LIVRE IX. 

ADDITIONS. 



CHAPITRE PREMIER. 

THÉORÈMES DIVERS. 

Nous réunissons ici diverses propositions relatives à des théories antérieures, mais qui n'auraient pas 
eu alors d'application prochaine, tandis qu'elles nous deviendront utiles dans la Perspective, les 
Ombres et la Stéréotomie. 

7!i5. Lorsqu'un cylindre pénètre dans une sphère par une courbe plane, la seconde 
branche de Ciniersection est également plane; d'ailleurs cette courbe de sortie^ qui 
est UD cercle égal à là courbe d'entrée^ se trouve perpendiculaire au plan qui 
serait mené à angle droit sur la courbe d'entrée ci parallèlement aux génératrices 
du cylindre. 

(Ftjf. i4^*) Conduisons par le centre de la sphère un plan de projection qui 
soit parallèle aux génératrices du cylindre et perpendiculaii*e à la courbe d'en- 
trée : alors cette courbe, qui est nécessairement un cercle , s'y trouvera représentée 
par la corde AB, égale à son diamètre, et les génératrices CA, FB sortiront de la 
sphère par les points A' et B^, évidemment situés sur le même grand cercle que A 
et B; tandis qu'une arête quelconque DM sortira de cette surface par itn point 
dont la projection M' tombera sur la droite A'B^ En effet, toutes les cordes paral- 
lèles AA', BB', MiMV--9 comprises dans la sphère, seraient divisées en deux parties 
égaies par le plan OR , mené du centre perpendiculairement à leur direction com- 
mune : donc les ordonnées EA , PM, IB sont respectivement égales à EA', PM', IB' ; 
et dès lors il est certain que les trois points A', M', B' se trouvent en ligne droite, 
puisque A, M, B remplissent déjà cette condition. D'où il résulte que la courbe 
de sortie est projetée sur la droite A'M'B', et qu'ainsi elle est plane; d'ailleurs elle 
satisfait bien aux autres conditions de l'énoncé , d'après le choix du plan de pro- 
jection employé ici , et attendu que le diamètre A'B' est évidemment égal au dia- 
mètre AB. 

Observons que si le cylindre pénétrait dans la sphère par un grand cercle, tel 
que aObj la courbe de sortie serait l'autre grand cercle a'Ob^; et pour construire 
plus aisément cette dernière courbe , qui se rencontrera dans l'épure des Ombres 
dfune niche ^ il suffira d'employer un plan de projection qui soit parallèle aux 
rayons de lumière et perpendiculaire à la courbe d'entrée, puisque, sur un tel 
plan, la courbe de sortie se projettera suivant une droite. 
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746. Dans Vinierseciion (Tun cône avec une sphère, si la courbe d'entrée est plane, 
la courbe de sortie l'est pareillement. 

{Fig. 146.) Adoptons pour plan de la figure celui qui, passant par le centre 
de la sphère et le sommet du cône , se trouve en même temps perpendiculaire à 
la courbe d'entrée, et désignons-le sous le nom de plan horizontal. La courbe 
d'entrée, qui est nécessairement un cercle, sera projetée suivant une corde AB de 
la sphère , et si S est le sommet situé dans notre plan horizontal , les deux arêtes 
SA , SB iront évidemment sortir de la sphère par les points a , 6 ; mais, en outre , 
je dis que la droite ab est la projection totale de la courbe de sortie. En effet , si , 
par le point de la surface conique qui est projeté en m , on mène un plan vertical 
A'mB', parallèle à AB, il coupera le cône suivant un cercle du diamètre A'B', que 
nous rabattrons ici suivant A'm'B'; et l'ordonnée m' m du cône étant moyenne pro- 
portionnelle entre les deux parties de ce diamètre, nous aurons 

mm' = A' lîî . m B'. 

Mais les deux triangles m\'n et mB'6 sont semblables, puisque l'angle A' égale 
TangleSAB, qui a pour mesure le même arc que Tangle aôB; donc ces triangles 
donneront l'égalité suivante : 

A' m . »nB' = aw . mfr, d'où mm' = am . mb. 

Cette dernière relation prouve que l'ordonnée rabattue suivant mm' appartient 
aussi au cercle vertical décrit sur ab comme diamètre; et puisque ce nouveau 
cercle est évidemment sur la sphère proposée, nous en conclurons que le sommet 
de l'ordonnée mm'^ ou le point du cône qui est projeté en m , se trouve en même 
temps sur la sphère. Comme on en dirait autant de tout autre point du cône pro- 
jeté en n sur ab , il est certain que le plan vertical ab coupe ie cône et la sphère 
suivant un cercle unique , lequel est la seconde branche de leur intersection ou la 
courbe de sortie; ce qui démontre le théorème annoncé. 

747. Observons que le cercle vertical ab est précisément ce qu'on appelle la 
section anti-parallèle du cône SAB à base circulaire ; car la première condition que 
doit remplir cette section, c'est d'être perpendiculaire au plan principal du cône, 
c'est-à-dire à celui qui , passant par le sommet S et le centre C de la base circu- 
laire AB , se trouve en outre perpendiculaire à cette base : or ce plan coïncide évi- 
demment avet; celui de notre épure, lequel contient les points S, 0, et le rayon OC. 
Ensuite, la section anti-parallèle doit former , sur le plan principal , un triangle Sab, 
semblable et non parallèle à SAB; condition qui est encore remplie, puisque nous 
venons d'observer que les angles SAB et Sba avaient la même mesure. 

748. Lorsque deux cylindres du second degré se coupent suivant une première courbe 
PLANE , la courbe de sortie est aussi plane. 

(Fig. 147.) Supposons que l'ellipse EMM'FN'N soit la courbe d'entrée, com- 
6« édit. /il 
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muue aux deax cylindres ( les mêmes raisonnemeuts seront applicables à une 
hyperbole ou à une parabole; alors, en menant divers plans qui soient parallèles 
aux génératrices des deux cylindres à la fois, ils traceront dans Tellipse des cordes 
MN, l\fNV*-9 parallèles entre elles» et chacun de ces plans coupera d'ailleurs les 
deux cylindres suivant quatre droites. Celles qui répondront au plan sécant MN, 
savoir MA et NB^ Ma et N^, formeront ^ par leurs intersections, un parallélo* 
gramme MnNm, dont les deux sommets m et n appartiendront évidemment à la 
courbe de sortie ; de même » cette courbe passera par les points m' et n' où se coupent 
les quatre arêtes M'A' el N'B', M'a' et N'6'^ contenues dans le plan sécant M'N'; 
et ainsi des autres. Or toutes les diagonales m», in'n',..., aont évidemment paral- 
lèles; elles passeront d'ailleurs par les milieux des cordes MN, M^N',..., et, par 
suite 9 elles rencontreront toutes le diamètre EF conjugué avec ces cordes. Donc 
ces diagonales formeront, en s'appuyant sur la droite EF, une surface nécessai- 
rement plane ^ qui contiendra toute la courbe de sortie wm' F n'n; ainsi, cette der- 
nière satisfait bien à l'énoncé du théorème. 

749. On voit d'ailleurs que la courbe mm'Yn'n ser^ de même espèce que la 
courbe d'entrée; car, pour des abscisses communes OP, OF,..., les ordonnées MP 
et mP, M'P' et m'P',..., seront évidemment proportionnelles; de sorte que les deux 
branches de l'intersection seront ici deux ellipses ayant un diamètre commun EF. 
Il est clair aussi qu'aux extrémités de ce diamètre , les tangentes ET et EV des deux 
courbes , ainsi que les arêtes des deux cylindres , se trouveront toutes parallèles aux 
plans sécants employés ci-dessus ; par conséquent , les cylindres proposés auront 
deux plans tangents communs et parallèles. 

750. Lorsque deux surfaces du second degré ont un axe commun , en grandeur et 
en position , elles ne peuvent se couper que suivant deux courbes planes , qui passent 
lune et l'autre par l'axe commun. 

( Fig. i48. ) D'après l'hypothèse admise , les deux surfaces auront le même centre, 
et en faisant passer par ce point notre plan horizontal de projection , que nous 
choisirons d'ailleurs perpendiculaire à l'axe commun (0, O'C), il coupera les deux 
surfaces données suivant deux courbes du second degré et concentriques ABDE 
et abde. Or, si ces dernières se rencontrent en deux points G et H , il y en aura né- 
cessairement deux autres, I et K, diamétralement opposés aux premiers, et qui 
seront encore communs aux deux courbes. Alors le plan vertical GI coupera les 
surfaces proposées suivant deux courbes qui coïncideront complètement, puis- 
qu'elles auront les mêmes demi-axes OG et O'C; donc celte section commune 
sera une des branches de l'intersection totale des deux surfaces, et l'autre branche 
sera la section aussi commune, faite par le plan vertical HK. 

Ces raisonnements sont applicables à toutes les surfaces du second degré qui ont 
un centre, qu'elles soient ou non de même espèce, pourvu que Taxe commun soit 
en même temps réel ou imaginaire dans les deux surfaces à la fois. 
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751. Si la première n'avait pas de centre, son axe unique serait infini; et, par 
conséquent, la seconde devrait, pour satisfaire à renoncé du théorème, être aussi 
un paraboloïde ayant le même sommet. Alors on couperait ces deux paraboloïdes 
par un plan perpendiculaire à Taxe commun , et ces deux sections , qui auraient 
évidemment le même centre, se rencontreraient en quatre points diamétralement 
opposés, tels que G et I, H et K dans la figure précédente; d'où l'on conclurait 
que le plan conduit par la droite GI ou HK, et par Taxe commun, coupe les para- 
boloïdes suivant deux paraboles qui, ayant même axe, même sommet et un point 
commun G ou H, se confondront nécessairement. 

752. On peut généraliser le théorème du n* 750, en l'appliquant à deux sur- 
faces du second degré qui ont deux plans tangents communs et parallèles. En effet, la 
droite qui joindra les points de contact de ces plans sera un diamètre commun 
aux deux surfaces; le plan diamétral conjugué avec ce diamètre, devant être pa- 
rallèle aux plans tangents donnés, se trouvera le même pour la première et la 
seconde surface, et il coupera celles-ci suivant deux courbes concentriques, (elles 
que ABDE et abde : de sorte que le plan mené par GI ou HK , et par le diamètre 
commun , produira dans les surfaces proposées deux sections qui devront encore 
coïncider, attendu qu'elles auront deux diamètres conjugués communs en direction 
et en longueur; donc ces surfaces se couperont suivant deux courbes planes. 

753. {Fig. 149-) Un cas particulier de ce théorème se présente dans la ren- 
contre de deux berceaux ou cylindres , qui ont le même plan de naissance et la même 
montée. En effi^t, si les deux ellipses AMNB et amnbj dont les axes verticaux sont 
égaux , représentent les bases de ces cylindres qui sont ici rabattues autour des 
axes AB et ab situés dans le plan horizontal de la naissance, on voit d^abord que 
les quatre génératrices AG, BH, aG, ^K, se rencontrent en formant le parallélo- 
gramme GHIK. Ensuite, si Ton coupe les deux cylindres par un même plan hori- 
zontal, on obtiendra quatre arêtes partant des points M, N, m, w, et qui se rencon- 
treront nécessairement en des points projetés sur M', N', M'', N"; or je dis que ces 
projections tomberont précisément sur les diagonales du rectangle GHIK. En effel, 
les deirx ordonnées pm et PM étant égales, on sait que les abscisses ap et AP sont 
entre elles comme les deux axes ab et AB, ce qui donne la proportion 

G«:«M'::GK:Kl; 

d'oii l'on conclut que le point M' est en ligne droite avec G et I. On prouvera 
semblablenoent que N^ tombe sur la même diagonale, tandis que N^ et M*^ sont sur 
la droite HK : ainsi , l'intersection totale des cylindres proposés se composera dos 
deux ellipsas situées dans les plans verticaux GI et HK. Tous ces raisonnements 
s'appliqueraient identiquement au cas où les génératrices des deux cylindres se 
rencontreraient obliquement, avec le soin de prendre pour base du premier une 
section faite par«uo plan vertical parallèle à aGH, et pour base du second une 
section verticale parallèle à AGK. 
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754. Remarque. Lorsque deux surfaces quelconques S el S' se touchent eo un 
point, et qu'eu outre elles se coupent suivant une courbe à deux branches qui 
passent par le point considéré, il n'est plus possible de trouver les tangentes de 
ces branches au point multiple, par la méthode des plans tangents, puisque ceux-ci 
coïncident. Mais, si Ton substitue aux surfaces S et S', deux surfaces du second 
degré 1 et 2' qui soient osculalrices des premières, il est évident que Tintersection 
de 2 avec 2' aura les mêmes tangentes que l'intersection de S avec S'. Or, comme 
dans chaque surface 2 ou i', il y a un axe c ou c' qui est arbitraire en longueur 
(n"" 696), quoique toujours dirigé suivant la normale au point considéré, si l'on 
prend cet axe égal de part et d'autre, il arrivera que les surfaces S et 2' se coupe- 
ront suivant deux courbes planes (n* 750), dont les projections sur un plan per^ 
pendiculaire à la normale se réduiront à deux droites faciles à construire; alors ces 
droites seront évidemment les tangentes des deux branches de l'intersection de S 
avec S', pour le point multiple en question. Cette méthode ingénieuse a été donnée- 
par M, T/i. Olivier, dans un Mémoire inséré au 21' cahier du Journal de l'École 
Polyteclinique; et l'auteur l'a appliquée au condide de la voûte ([arêtes en tourrpnde^ 
dont nous avons trouvé les tangentes par un autre moyen (n" 6ft6). 

755. DES TANGENTES CONJUGUÉES ou réciproques. {Fig. i5o.) Lorsqu'un 
cône VMKN est circonscrit à une surface du second degré, une arête quelconque VM 
de ce cône er la tamjente MT, menée à la courbe de contact MKN par le pied de 
cette arête, sont toujours respectivement parallèles à deux diamètres conjugués de la 
section faite, dans la surface, par un plan parallèle au plan tangent VMT. 

Pour démontrer ce théorème (*), adoptons comme plan de la figure le plan dia- 
métral qui passe par l'arête VM et le diamètre VO, et qui coupera la surface sui- 
vant une courbe NXMY, à laquelle VM sera tangente. D'ailleurs, si nous menons 
le plan diamétral conjugué de VO, la section de ce plan avec la surface sera une 
courbe EZY, parallèle et semblable (n^ 354) à NKM, et, par suite, les tangentes 
YT' et MT se trouveront parallèles; donc, le conjugué de OY sera une droite OZ, 
parallèle à MT. Cela posé, les trois diamètres OX, OY, OZ étant conjugués entre 
eux, il en résulte que le plan XOY de la figure actuelle divise en deux parties 
égales toutes les cordes parallèles à OZ : donc il en sera de même du diamètre RY', 
tiré parallèlement à MV; et ce diamètre étant ainsi le conjugué de OZ dans la sec- 
tion RZY', qui se trouve bien parallèle au plan tangent VMT, l'énoncé du théo- 
rème eu question est justifié, puisque OY' et OZ sont respectivement parallèles à 
l'arête VM et à la tangente MT. 

756. Ces deux tangentes de la surface ont été aussi nommées réciproques, parce 
que si l'on plaçait sur MT le sommet d'un nouveau cône circonscrit à l'ellipsoïde, 



(*) li est dû à M. Dupin ; mais nous le démontrons ici d'une manière différente, sans passer par 
l'intermédiaire d'un cylindre. 



CHAPITRE II* — BIÉTHODB DUS PLANS COTÉS. S25 

la courbe de contact de ce cône aurait pour tangente la droite MV. En effet, la 
section faite dans ia surface proposée par un plan parallèle au plan tangent en M 
serait encore la courbe RZY', dont le diamètre OZ, parallèle à MT, a pour con-^ 
jugué OY^ ainsi la tangente à la nouvelle courbe de contact, qui doit, par le 
théorème précédent, se trouver parallèle à OY', ne pourrait être que MV, qui 
remplit déjà cette condition. 

757. {Fig. i5i. ) Cette réciprocité et le théorème du n* 755, sur lequel elle est 
fondée, s'étendront facilement à un cône circonscrit à une surface quelconque S. 
Car, soient AMB la courbe de contact de ces deux surfaces, MT une des tangentes 
et YM Parôte du cône qui aboutit au point de contact; cette arête peut être re- 
gardée (n"" 182) comme Tintersection de deux plans tangents in&uiment voisins, 
menés du sommet Y à la surface, et dont les points de contact p et 9 avec S se 
trouveront sur la courbe AMB. Maintenant, imaginons Tellipsoïde ou Thyperbo- 
loïde Ij qui serait osculaieur de S en M. Dans les environs de ce point, les surfaces 
S et 2i auront deux plans tangents consécutifs de communs; donc les points p eiq 
appartiendront aussi à la courbe de contact A'MB' du cône qui, ayant son sommet 
en Y, serait circonscrit à 2, et, par suite, cette dernière courbe aura encore pour 
tangente MT. Or, dans la surface 2, ou sait (n*» 755) quelle relation existe entre 
MV et MT : donc aussi, pour la surface quelconque S, Caréie du cône circonscrit 
et la tangente à la courbe de contact sont respectivement parallèles à deux diamètres con- 
jugués de la section faite parallèlement au plan tangent^ dans la surface du second degré 
osculatrice de S j et ces deux tangentes offrent pareillement la réciprocité énoncée au 
n«756. . 

758. Ce théorème, qui nous sera utile dans la perspective d*un tore et d*un 
piédouctie, subsiste évidemment pour un cylindre circonscrit à la surface quel- 
conque S, puisqu'on peut supposer le sommet Y placé à TinQui sur MV; et il serait 
facile de. l'étendre, par des considérations semblables, à une surface développable 
quelconque qui se trouverait circonscrite à ia surface donnée S. 
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CHAPITRE II. 

MIStHODE DBS PLANS C0T<8 (*). 

759. Pour représenter graphiquement les points et les lignes, nous avons vu 
qu'il suffisait d'assigner leurs projections sur deux plans fixes, et que de là on pou- 
vait déduire tout ce qui intéressait sur les dislances de ces points, sur la forme do 

1*) La plus graudo partie de ce chapitre est tirée, en substance, des Leçons rédigées fin i85i pour 
l'Kdole d'application de Metz, par M. le capitaine du Génie Noizei, qui a ainsi coordonné et perfec- 
tionné les éléments de la méthode des plans cotés, quoiqu'elle eût été déjà employée par d'autres 
ingénieurs. 
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ces lignes ou des sarfaœs auxquelles elles appartiennent, etc. Mais, dans certains 
cas, comme pour les dessins de Fortification et pour la Topographie, on trouve 
plus commode de définir les objets seulement par leur projectUm korixanlale, à 
laquelle on ajoute des cotes qui indiquent la hauteur des divers points au-dessus 
d'un plan horizontal fixe, que l'on suppose plus bas que tous les objets en question. 
Il est évident que cette méthode, où Ton n'emploie qu'un seal plan de projection, 
suffit néanmoins poar déterminer complètement la position de chaque point, parce 
que la cote de celui-ci remplace sa projection verticale, et pourrait même servir à 
retrouver cette projection, si on le désirait. Aussi nous allons voirqoe, par cette 
marche, on résout aisément tous les problèmes élémentaires de la Géométrie des* 
criptive, et d'une manière qui se prête mieux aux traductions mmérUfues auxquelles 
on est obligé de recourir dans la Fortification; car ici les données et les résnltate 
d'un problème offrent des dimensions trop considérables pour pouvoir être expri- 
mées sur les dessins autnement que par le moyen d*une échelle de réduction. Ajoth* 
tons encore que, dans la Fortification, le peu de relief de la plupart des objets 
au-dessus du sol, comparativement à leurs dimensions horizontales, rendrait 
incommode l'emploi d'un plan vertical de projection, sur lequel le plus grand 
nombre des droites considérées seraient presque horizontales, et iraient se rencon- 
trer fort. loin. 

760. Observons, d'ailleurs, que ce mode de description ayant été d*abord em- 
ployé pour des côtes sous-iBarioes rapportées au niveau de la mer, Tusage a pré- 
valu de compter les ordonnées verticales de haut en bas, en les regardant comme 
de véritables sondes abaissées d'un plan de comparaison horizontal situé aw^tkssus 
de tous les objets considérés; tandis que le plan de projection sur lequel on opère 
est toujours censé hori^ntal et placé à une distance arbitraire au-dessous de ces 
mômes objets. Du reste, ces conventions ne rendront pas plus difficile révaloation 
de la différence de niveau de deux points donnés, mais il faudra se rappeler que le 
point qui est affecté de la cote tn plusfoHe est plus bas que l'autre. 

761. {PL 6l\,fig. I.) D'après cela, un point de l'espace sera représenté par sa 
projection et par sa cote, comme celui qui est indiqué ( i2"',5) dans la fig. i. Ce- 
pendant, s'il y avait plusieurs points remarquables situés sur la même verticale, 
il faudrait écrire la cote de chacim d'eux auprès de cette projection commune. 

762. ( Fig. I . ) Une droite est définie par sa projection AB , avec les cotes de deux de 
ses points. De là , il serait facile , au moyen d'un trapèze rabattu autour de AB, de 
conclure graphiquement la longueur d'une portion de cette droite, son inclinaison 
sur l'horizon , la cote d'un troisième point de celte ligne , donné par sa projection ; 
ou réciproquement, la projection d'un point défini par sa cote. Mais, comme, 
pour les applications que nous avons en vue ici , il faudrait finir par évaluer ces 
résultats en nombres, au moyen de l'échelle métrique du dessin, il sedna plusexjKSt 
et plus commode de construire d'abord Véchelle de pente de la droite proposée. 
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Soient donc Â et B les projections de deux points dont les cotes sont 1 4'°97 et i ^''^S ; 
on commencera par chercher l'intervalle L qui j snr la projection de la droite , 
séparera deux points dont les cotes différeront (fun mètre^ et on y parviendra évi- 
demment par la proportion suivante : 

(i4^7 — i2«,5):AB:: i-:L = — aB; 

de sorte qu'après avoir évalué AB en parties de Y échelle horizontale du dessin, et 
avoir trouvé ici AB = 6",8, on en déduira 

L = 3",i et — L = o"\9. 

Alors, en prenant sur l'échelle horizontale une ouverture de compas égale à o",9 
et en la portant sur AB au-dessous du point ( i4",7), on obtiendra celui qui doit 
avoir la cote i5"^; puis en portant, à partir de ce dernier point, la longueur L 
plusieurs fois de suite, on trouvera les points qui répondent aux cotes ï4", iS", 
i2"\... ; et enfin il restera à subdiviser un de ces intervalles en dix parties égales , 
pour compléter V échelle de pente de la droite proposée. Cette longueur constante L 
peut être nommée Vunité de l'échelle de pente. 

763. {Fig. i. ) Cela posé, trouver la cote d'un point situé sur cette droite, et dont M 
est la projection. Si M tombe entre les divisions 13"^ et i4" par exemple, on pren- 
dra avec le compas la distance horizontale du point M au point i3", et en la por- 
tant sur la partie de l'échelle de pente qui est subdivisée en décimètres , on verra 
quel est le nombre de décimètres qu'il faut ajouter à 1 3°", pour obtenir la cote 
du point projeté en M. Les centimètres pourront s'estimer à vue. 

On résoudra aussi aisément cette autre question : Quelle est la projection (Tun 
point de cette droite ^ dont la cote serait assignée , comme i i",3î 

764- Trouver la vraie distance de deux points de cette droite, donnés par leurs 
projections. On cherchera d'abord leurs cotes, puis, on calculera l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle dont la hauteur serait la différence de ces cotes , et dont la 
base serait égale à l'intervalle des deux projections ^ estimée en mètres sur l'échelle 
horizontale du dessin. Ainsi, pour les deux points projetés en A et B, la vraie dis- 
tance sera donnée par la formule 

765. {Fig. i.) Quant à la pente de la droite, on entend par là la tangente tri* 
gonomélrique de l'angle que cette ligne fait avec l'horizon ; c'est-à*dire la difié* 
rence, de niveau de deux points de cette droite, divisée par la dislance de leui*s 
projections. Ainsi, pour la droite citée n"* 762, la pente est exprimée par la fraction 

14,7 — 12,5 II. 

— —r^ , OU TT = 77 environ , 

Ad L 3 

en se rappelant que L désigne ici Tintervalle qui sépare les projections de deux 
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points dont les cotes diffèrent d'un mètre, et qu'il Taut eslimer celte longueur en 
parties de Téchelle horizontale du dessin. On énonce encore celte règle, en disant 
que la pente d'une droite est te rapport de la hauteur à la base, 

766. {Fig. i. ) Réciproquement, si l'on donne la projection d'une droite et la 

cote i4"S7 d'un de ses points, avec la pente ^ que doit avoir cette ligne, on prendra 

sur l'échelle horizontale du dessin une longueur égale à 3 mètres, laquelle , étant 
portée à la suite du point ( i/i"\7), fera connaître le point qui devrait avoir la cote 
(i3'",7 ). Alors on connaîtra deux points cotés de la droite, et l'on construira son 
échelle de pente comme au n° 762. 

767. {Fig. I.) Par un point donné C (io",G), mener une droite parallèle à une 
droite déjà connue. Par le point C, on tirera une parallèle à la projection AB de 
la première droite, et ce sera évidemment celle de la seconde. Ensuite, comme 
ces deux droites doivent avoir la même pente , si l'on joint le point ( io",6) de la 
seconde avec le point affecté de la même cote sur la première , puis si l'on tire 
des parallèles a cette ligne de jonction par les divisions entières de la première 
droite, on formera immédiatement l'échelle de pente de la droite demandée, 
laquelle sera ainsi complètement déterminée. 

768. {Fig. i.) Lorsque la première droite ne sera donnée que par deux points 
cotés (i 4", 7) et (12", 5), on portera l'intervalle AB de ces projections au-dessous 
du point (io",(>), et l'on obtiendra un second point de la nouvelle droite, lequel 
aura évidemment pour sa cote (10", 6 H- 2", 2) ou (12", 8). Alors on achèvera 
l'échelle de pente de la droite demandée , comme au n** 762. 

769. Une courbe isolée se représente par sa projection horizontale accompa- 
gnée des cotes d'un certain nombre de ses points, assez rapprochés pour que l'œil 
puisse saisir le cours ascendant ou descendant de cette ligne , ou pour que les arcs 
intermédiaires puissent être regardés comme des droites. Mais, presque toujours, 
les courbes sont liées à des surfaces que nous apprendrons bientôt à représenter; 
c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas davantage ici. 

770. (PU (i^jfig. 2.) Un plan, lorsque c'est une grandeur, réellement existante, 
et qu'il est, par conséquent, limité de toutes parts^ se représente par la projection de 
son contour dont chaque angle doit avoir sa cote ; et l'on y ajoute un certain nombre 
de sections de niveau qui sont des droites parallèles à sa trace horizontale. Ces 
sections, que l'on choisit équidistantes et éloignées, par exemple de i. mètre dans 
le sens vertical^ doivent être marquées à leurs deux extrémités d'une cote commune; 
puis, si l'on trace une perpendiculaire à ces horizontales, ce sera évidemment la 
projection de la ligne de plus grande pente du plan proposé, et en cotant les points 
où elle est rencontrée par les diverses horizontales , elle deviendra ce qu'on appelle 
Véclielle de pente du plan en question, laquelle est ordinairement indiquée par un 
trait double. Ce mode de représentation équivaut à regarder, ainsi qu'on le fait 
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dans la géométrie descriptive , un plan comme engendré par une de ses horizon- 
tates qui glisserait, parallèlement à elle-même, sur la ligne de plus grande pente 
de ce plan. 

771. {Fiy. 2 bis.) Lorsqu'un plan est iUinnié et n'existe pas réellement, on le 
représente seulement par une de ses horizontales cotée, avec son échelle de pente 
graduée : on assigne ainsi la génératrice et la directrice de cette surface, ce qui 
suffit pour la déterminer complètement. Souvent même on se contente de mar- 
quer l'échelle de pente graduée; parce que de là on peut déduire autant d'hori- 
zontales cotées que Ton veut, puisqu'elles sont toujours perpendiculaires à la 
direction de l'échelle. 

772. Lorsqu'un plan est horizontal, son échelle de pente n'existe plus, mais 
tous les angles de son contour portent la même cote; ou bien, si ce plan est indé- 
fini, on le désigne par le plan horizontal à la cote n. Si le- plan donné est vertical, 
on le représente simplement par sa trace horizontale. 

773. {Fig, 2 bis.) Déterminer le plan qui passe par trois points donnés (9"*,4)> 
( 14") et ( 17"). On joindra par une droite le premier et le dernier dé ces points, 
et, au moyen d'une proportion analogue à celle, employée dans le n* 762, on 
cherchera sur cette droite un point qui ait pour cote i4" : alors la droite qui réu- 
nira ce dernier point avec le second des points donnés, sera évidemment une hori- 
zontale du plan demandé; et une parallèle, menée par le point (17""), sera une 
seconde horizontale de ce plan , dont l'échelle de pente deviendra dès lors très- 
facile à marquer et à graduer. 

La même marche s'appliquerait évidemment au cas où le plan demandé devrait 
passer par un point et par une droite donnés; et si cette droite était déjà pourvue 
de son échelle de pente, la solution serait encore plus simple. 

77&. (P/. 64, /</. 3.) Par une droite donnée, conduire un plan dont la pente soit -. 

On doit connaître au moins les cotes de deux points de cette droite, qui sont ici 
10" et i2",5 : alors, en regardant le point supérieur ( 10") comme le sommet d'un 

cône droit dont les génératrices auraient l'inclinaison - (n''765), il suffira évi- 

n 

demment de mener à ce cône un plan tangent qui passe par le second point. Or, 

si l'on déciit un cercle qui ait pour centre la projection du point (10"), et pour 

rayon une longueur prise sur l'échelle horizontale du dessin, et égale à n fois la 

différence 2",5 des cotes des points donpés, ce cercle sera évidemment la trace du 

cône en question sur le plan horizontal qui passe par le point inférieur (12", 5). 

Donc, en menant par ce dernier point deux tangentes à ce cercle, on obtiendra les 

traces horizontales de deux plans qui satisferont au problème; et leurs échelles 

de pente s'en déduiront aisément , puisque Ton connaîtra leurs directions et deux 

points cotés de chacune d'elles. Il est d'ailleurs facile de voir que le problème 

6' ùlit. /i2 
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n'admettra qu'une solution ou deviendra impossible, selon que la pente assignée 
sera égale à celle de la droite donnée, ou moindre que cette dernière. 

775. Lorsque la droite définie par les deux points cotés se trouvera très-peu 
inclinée, la méthode précédente conduirait à tracer un cercle très-petit, et par là 
peu commode à employer. Dans ce cas, on imaginera un plan horizontal inférieur 
aux deux points, et coté en nombre entier; puis, on décrira sur ce plan deux 
cercles dont les centres soient les projections des deux points proposés, et dont les 
rayons soient n fois la hauteur de chacun de ces points au-dessus de ce plan hori- 
zontal. On aura ainsi les bases de deux cônes dont la pente sera -, et il restera h 

n 

mener une tangente commune à ces deux cercles. 

776. Si la droite donnée était liorizoniale , on aurait tout de suite la projection 
de Téchelle de pente du plan cherché, en tirant une perpendiculaire à la droite 

proposée; puis, comme Tinclinaison - est -assignée , il n'y aurait qu'à porter sur 

cette échelle, à partir de la droite proposée, une longueur de u mètres mesurée 
sur Téchelle horizontale du dessin , et l'extrémité de cette longueur répondrait à 
un point de l'échelle de pente, dont la cote serait moindre d'un mètre que celle du 
point situé sur la droite donnée. Ayant ainsi deux points cotés de cette échelle de 
pente, il serait bien facile d'en achever la graduation. 

777. (Fi(j^ /|.) Par un point (io",3) situé sur un plan donnée tracer sur ce plan 

une droite dont la pente soit -. On tracera une horizontale de ce plan dont la cote 

n 

diffère de celle du point donné, de 4" par exemple, et soit ainsi lA^^S; puis, avec 
un rayon égal à 4 foi^ la base n de la pente assignée , et du point donné comme 
centre, on décrira un arc de cercle qui, en coupant l'horizontale choisie, fera con- 
naître le point que Ton doit joindre avec le point donné pour avoir la droite 
demandée. On sent que ce problèn^ aura en général deux solutions, mais elles se 
réduiront à une seule, ou deviendront impossibles, si la pente assignée pour la 
droite égale ou surpasse celle du plan donné. 

778. Étant dojinée la projection d'un point situé sur un plan connu , trouver la cote 
de ce point. On mènera par cette projection une perpendiculaire sur l'échelle du 
plan, et la cote du point de rencontre sera celle du point proposé. 

Si l'échelle du plan n'était pas construite, et qu'il fût représenté seulement par 
diverses horizontales , on pourrait appliquer sur lé point proposé une règle divisée 
en millimètres, en la plaçant de manière que deux divisions entières tombassent 
sur les horizontales voisines '^ par là, on apprécierait immédiatement la fraction de 
mètre qu'il faut ajouter à la cote de l'horizontale supérieure pour obtenir la cote du 
point en question. 

779. ( Fig. T). ) Trouver C intersection de deux plans P et F, f'onnés par leurs échelles 



CUAPITRE 11. — MBTHODE DiiS PLANS COTÉS. Hl 

graduées. On Iracera , dans chaque plan, deux horizontales qui aient respectivemeut 
les mômes cotes; et la rencontre de ces quatre droites fera connaître deux points 
cotés de Tintersection demandée, ce qui en déterminera la projection et la pente, 
ainsi que la^jr. 5 le montre assez clairement. 

780. {Fig. 6. ) Lorsque les horizontales des deux plans P et F se rencontreront 
trop loin, on emploiera des plans sécants auxiliaires, par un procédé remarquable 
auquel il faut souvent recourir dans la théorie actuelle. Traçons deux parallèles 
aeib dans une direction arbitraire , et regardons-les comme les projections de deux 
horizontales qui auraient pour cotes, Tune 12™, l'autre 1 T)"^; dès lors ces droites aeib 
déterminent un certain plan P'\ dont il est facile de trouver, par le procédé du 
n* 779, l'intersection c avec le plan P, et l'intersection d avec P'. Or ces deux sec- 
tions c et (/ se coupent en un point x, qui appartiendra évidemment à Tintersection 
des plans primitifs P et F; puis, on trouvera un second point x\ en tirant deux 
autres parallèles horizontales a' et b' : de sorte que xx' sera la projection de Tinter- 
section demandée, et, pour achever de définir cette droite, il n'y aura plus qu'à 
trouver les cotes des points x et x\ cô qui s'effectuera pdr Vttn des moyens indi*- 
qués aux n*^' 763 et 778. 

Ce procédé deviendrait indispensable, si les plaus donnés P et F avaient leurs 
horizontales respectivement parallèles; mais alors un seul plan auxiliaire suffirait, 
puisque Tintersection demandée devrait être aussi parallèle aux horizontales pri- 
mitives. 

78t. (FijT. 7.) Trouver l'intersection d'une droite et d'un plan donnés. On con- 
duira, par la droite proposée, un plan auxiliaire dont les horizontales seront deux 
parallèles menées arbitrairement par deux points do cette droite; pnis, en* cher* 
chant l'intersection de ce plan auxiliaire avec le plan donné, cette intersection 
coupera la droite proposée aa point demandé x. Il resterai estimer la cote de ce 
point, comme nous l'avons indiqué aux n**' 763 et 778. 

782. (^Fig. 8. ) On trouvera semblablemeni le point de rencontre de deux 
droites données , qui seraient situées dans le même plan vertical, ou qui auraient la 
même projection. Car, eu conduisant par chacune d'elles un plan arbitraire, l'in- 
tersection de ces deux plans ira passer par le point cherché , dont la cote s'estimera 
ensuite comme au n*" 763. 

783. Par un moyen analogue, on pourra rec^nnailre si deux droites données, 
dont les projections sont différentes, se coupent effectivement; car, dans ce cas, il 
faudra que l'intersectîoa des deux plans arbitraires conduits par ces dioiles aille 
passer par le point commun aux deux projections données; ou bien , on examinera 
s'il y a parallélisme entre les droites qui réuniraient les points affectés des mêmes 
€0tes. 

78&. ( PL C5 , jfig. 9. ) Par un point donné ( 1 o" ,4 ) 1 conduire un plan parallèle à un 
plan donné. L'écbellede pente cla plan cherché sera parallèle à celle do plan connu. 
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et passera par le point donné. D'ailleurs, puisque Tinclinaison doit être égale, il suf- 
fira de joindre le point (io",4) avec celui qui a. la même cote sur Téchel le donnée, 
puis de mener à cette ligne de jonction, des parallèles par les autres divisions de 
l'échelle du plan connu. 

785. {Fig. lo.) Par deux droites données^ conduire deux plans qui soient paraUèles 
entre eux. On mènera , par un point de la première droite , une parallèle à la seconde, 
et, par un point de celle-ci, une parallèle à la première droite. Alors, en condui- 
sant un plan par la première et la troisième droites, puis un autre plan par la 
deuxième et la quatrième, on obtiendra évidemment les deux plans demandés. On 
sent bien qu'ils se réduiraient à un seul , si les droites primitives se coupaient ; ou 
qu'ils deviendraient indéterminés, si elles étaient parallèles. 

786. D'un point donné (8",2), abaisser une perpendiculaire sur mi plan connu, La 

projection de celte perpendiculaire sera évidemment parallèle à la projection de 

Féchelle du plan, mais leurs inclinaisons seront inverses Tune de l'autre; c'est- 

3 
à-dire que si la pente du plan donné est-r par exemple, celle de la droite cher- 

5 
chée sera 5. Alors, en prenant sur l'échelle horizontale du dessin une longueur 

égale à 3 mètres, et portant cet intervalle sur la perpendiculaire indéfinie, au-des- 
sous du point donné (8", 2) , on obtiendra un second point de cette perpendiculaire 
qui aura pour cote (8"*, 2 -4-5"') ou (13", 2). Par là, cette perpendiculaire sera 
complètement déterminée ; mais nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter ces 
constructions, ainsi que celles qui sont indiquées dans les numéros suivants, 

787. Si d'ailleurs on cherche (n* 781) le point de rencontre de cette perpendi- 
culaire avec Je plan proposé, et que l'on calcule la vraie distance de ce point de 
section au point donné (n" 76ù), on connaîtra la plus courte distance de ce dernier 
point au plan proposé. 

788. De même , si l'on demandait la plus courte distance ttun peint à une droite , 
on conduirait par ce point un plan perpendiculaire à cette droite, et l'échelle de 
ce plan se construirait par un procédé inverse de celui du n* 786. Ensuite on cher- 
cherait le point de rencontre de ce plan et de la droite proposée , puis la vraie 
distance de ce point de section au point donné. 

Les questions qui précèdent suffisent , sans doute , pour montrer comment on 
résoudra tous les problèmes où il n'y aura à combiner que des droites avec des 
plans; et nous engageons le lecteur à s'exercer encore sur la recherche de la plus 
courte distance de deux droites j et sur l'angle de deux plans, ou de deux droites 
données. 

789. {PL 65, /gr. 11.) Les surfaces courbes, surtout lorsqu'elles ne sont pas 
susceptibles d'une définition rigoureuse, comme cela arrive pour la surface do sol, 
se représentent par les projections d'un certain nombre de courbes de niveau, qui 
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sont les sections que produiraient dans cette surface des plans horizontaux , équî- 
distants dans le sens vertical; puis, l'on regarde chaque zone comprise entre deux 
courbes de niveau consécutives, comme engendrée par une droite qid, en glissant sur 
ces deux courbes j demeurerait constamment normale à Tune d'elles, par exemple à la 
courbe inférieure. C'est donc une surface gauche que l'on substitne ainsi , dans chaque 
zone, à la surface réelle du terrain, dont la forme rigoureuse ne serait connue 
qu'autant qu on aurait assigné la loi géométrique qui lie entre elles les diverses sec- 
tions de niveau; mais cette approximation est bien suffisante ici. 

790. Ordinairement, les courbes horizontales sont assez rapprochées et assez 
peu différentes dans leur courbure , pour que la génératrice rectiligne de chaque 
zone puisse être regardée comme sensiblement normale aux deux courbes à la fois. 
Dans cette hypothèse, la surface que Ton substitne à la zone du sol devient déve- 
loppabje (n* 180); car chaque génératrice, pour passer à une position infiniment 
voisine, se meut sur deux tangentes qui sont évidemment parallèles, et dès lors 
situées dans un même plan. 

791. {Fig. II.) Lorsque la distance des sections de niveau se trouve , dans cer- 
taines régions , trop considérable pour que les droites génératrices soient sensible- 
ment normales aux deux courbes voisines^ on peut substituer à ces droites des 
arcs de courbe qui remplissent cette condition ; et par là on ne change pas le mode 
de génération , car cela revient à imaginer d'autres sections de niveau intercalées 
entre les premières , et assez voisines pour intercepter sur la génératrice cnrvilîgtie 
des arcs qui puissent être regardés comme confondus avec leurs cordes. 

792. (Fig. 1 1.) Trouver la cote d'un point donné par sa projection horizontale y et 
situé sur une surjace connue. Si cette projection tombe entre les courbes de niveau 
qui ont les cotes 12*" et iS**, on mènera par ce point une génératrice normale dont 
les extrémités auront ces mêmes cotes ; puis , en appliquant sur cette droite une 
règle divisée en millimètres , on verra aisément quel est le rapport des deux parties 
de cette normale , et alors une simple proportion fera trouver la cote du point pro- 
posé (i2",6). 

793. La question réciproque, ou Ton aurait pour but de trouver tous les points 
de la surface qui ont une cote donnée ( i^'^yS)^ est également facile à résoudre, en 
prenant les milieux des diverses normales; et c'est par ce moyen qu'on intercalera 
de nouvelles courbes de niveau entre les premières, ainsi qu'on le voit dans 
layî^. II. 

19k' {Fig. II.) Construire le plan tangent pour un point donné sur une surface 
connue. Lorsque le point donné M sera placé sur une des courbes de niveau , le plan 
tangent devra passer par la tangente de cette courbe et par la génératrice recti- 
ligne LM qui lui est normale ; ainsi , en prolongeant cette normale jusqu'à la courbe 
supérieure, la partie interceptée ML fera connaître : !• la direction de l'échelle de 
pente du plan demandé; 2* les cotes de deux points de cette échelle , dont la gra- 
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doatiou sera dès lors bien facile à achever. Si Pod admet rbypoibèse babituelle 
du n* 790, ce plan louchera la zone loui le long de la génératrice interceptée IM ; 
tandis qu'il ne serait tangent qu'au seul point M j si Ton conservait la génération 
du n** 789. 

795. Quand le point de contact sera donné entre deux courbes de niveau con- 
sécutives, on mènera encore de ce point une normale à la courbe inférieure; ai 
si cette droite est sensiblement normale à la conrbe supérieure , la partie inbec* 
ceptée fournira la direction et la grandeur d'une des divisions de Téchelle du plan 
tangent. Dans le cas contraire^ on tracera (n'' 793) la section horizontide qui pas- 
serait par le point donné; et alors la tangente et la normale de celle courbe 
détermineront le plan tangent comme au numéro précédent. 

796. Si^ à partir d'un point L donné sur la surface, on mène une normale LM 
à la courbe inférieure , puis que , du pied de cette normale , on en conduise une 
autre MN perpendiculaire à la troisième courbe, et ainsi de suite, l'ensemble de 
ces diverses normales formera la ligne de plus (jrande pente de la surface, relative- 
ment au point de départ L. Cela dexiendra évident, si l'on admet que chaque zone 
du terrain coïncide avec son plan tangent , dans une largeur très-petite autour des 
droites Ql, MN, NP,..., et si l'on se rappelle ce que nous avons dit au n"" 770 
pour la ligne de plus grande pente d'un plan. 

797. Dans les applications de la méthode actuelle, il importe beaucoup de 
savoir discerner d'avance quelle sera la position du plan tangent par rapport à la 
surface, dans les environs du point de contact. Or, d'après ce que nous avons dit 
sur la courbure des surfaces et la note du n"" 605, on peut poser, eomdae vraie en 
général , la règle suivante : Lorsque deux courbes tracées sur une surface se cou- 
pent à angles droits, et que l'une et l'autre sont convexes^ c'est-à-dire situées au- 
dessous du plan tangent relatif au point commun, la surface est elle-même convexe 
tout autour de ce point. Celte conséquence ne souiTrirait d'exception que si les 
tangentes aux deux courbes reetangutaires se trouvaient comprises dans Je même 
angle obtus PMç ou QMp (Jig. i34) formé par les deux plans normaux Hmiies dout 
nous avons parlé a4» n"" 69fi : mais ce cas exceptionnel ne se présentera jnniais ici 
pour la section de niveau et la ligne de plus grande pente, du moins en conservant 
l'hypothèse ordinaire d'une zone développable, admise au n^ 790; car alors cette 
ligne de plus grande pente sera tangente à l'une des deux seeiioM principales. Ainsi, 
pour s'assurer que la surface du sol est convexe autour d'un certain point, il suf- 
fira de reconnaître que la courbe de niveau et la Kgne de plas grande pente sont 
toutes deux convexes dans le voisinagede ce point : or, la premièf e de œs ligaesétoot 
donnée en vraie grandeur sur le plan horizontal , on verra bien si elle i*emp)it cette 
condition ; et quant à la seconde i voici un caractère facile à saisir. 

796. {Fi(f. II.) En désignant par /i la distance verticalie de deux sections de 
niveau consécutives, et par / leur disUtnce LM eu projection horizontale , il esl 
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clair que l'inclinaison a de la tangente à la ligue de plus grande i)ente au point M 
sera donnée par la relation tang «= -, du moins pour des valeurs de li assez pe- 
tites. Si donc on veut que cette courbe soit convexe, ou située au-dessous de sa 
tangente dans le voisinage du point considéré , il fout évidemment que Tangle a 
aille en augmentant à mesure que Ton descend de L à M, N, P,.*., et cooséquem- 
ment que les distances horizontales / ou LM, MN, NP,..., aillent en diminuant, 
puisque h est constant. D'après ces remarques , on peut poser les règles suivantes: 

I". La surface est convexe ^ c'est-à-dire inférieure au plan tangent tout autour 
du point de contact, quand toutes les courbes de niveau voisines sont convexes^ 
et que leur distance horizontale diminue en descendant, ou du moins reste con- 
stante; 

2\ La surface est concave^ ou supérieure au plan tangent, lorsque toutes les 
courbes de niveau sont concaves^ et que leur distance horizontale augmente en 
descendant y ou du moins reste constante ; 

3% Lorsque les courbes de niveau sont convexes , et que leur distance horizon- 
tale augmente en descendant, la surface est convexe dans le sens horizontal , mais 
ellef est concave suivant la ligne de plus grande pente , comme la gorge d'une 
poulie dont Taxe serait vertical; 

4% Quand les courbes de niveau sont concaves, et que leur distance horizontale 
diminue en descendant , la surface est concave dans le sens horizontal et convexe 
dans le sens de la ligne de plus grande pente , comme la gorge d'une poulie dont 
l'axe serait horizontal. 

Mais, dans ces deux derniers cas et dans les autres variétés de forme que peuvent 
offrir les courbes de niveau , le plan tangent se trouve en partie au-dessus et en 
partie au-dessous de la surface ; par conséquent , il coupe le terrain , et l'on ne 
peut plus s'en servir utilement pour les problèmes du défilement. Le même incon* 
vénient a lieu dans le second cas cité plus haut. 

799. Il résulte aussi des considérations précédentes que la pente du sol , regardé 

comme coïncidant avec son plan tangent dans une petite étendue autour du point 

h 
considéré, a pour mesure-. Ainsi cette pente est d'autant plus roide que les 

courbes de niveau sont plus rapprochées les unes des autres en projection hori- 
zontale ; et si deux de ces courbes venaient à se toucher, le terrain serait à pic en 
cet endroit. 

800. (Fig. II.) Sur une surface connue j tracer Caxe d'un chemin dont la pente soit 
constante. Si \ est la pente assignée , on prendra une ouverture de compas égale à 
6 unités de l'échelle horizontale du dessin, et en la portant de a en 6, enlre deux 
courbes de niveau dont les cotes diffèrent de i mètre, il est clair que la droite 
projetée sur ab sera la ligne milieu d'une rampe plane qui aura bien une pente égale 
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a i. Donc, en continuant de porter le même intervalle de b en c, de c en d, de rf 
en ^, avec le soin d'éviter que Tune de ces droites ne coupe deux fois la même 
courbe de niveau, on aura satisfait à la question proposée. 

801 . ( PI. 65 , fig. 12.) Trouver V intersection d'un plan donné avec une surface con- 
nue. On tracera les horizontales du plan , qui ont les mêmes coles que les courbes 
de niveau de la surface proposée; et leurs rencontres mutuelles feront connaître 
les points de Tinterscction demandée. Mais il faudra prendre garde de confondre 
les points d^ entrée avec les points de sortie ^ et quelquefois intercaler de nouvelles 
courbes de niveau dans les parties où les données ne seront pas assez voisines. 
Pour obtenir le point culminant de la section , c'est-à-dire le point où la tangente 
sera horizontale , il faudra chercher une génératrice ab qui soit normale à la courbe 
de niveau inférieure, et parallèle à la projection de r échelle de pente du plan sécant; 
car, pour le point z de la courbe qui se trouvera sur aft, le plan tangent de la 
surface sera le même qu'en a (du moins dans l'hypothèse habituelle du n** 790); 
(H comme ce dernier plan aura sa trace horizonlale parallèle à celle du plan sé- 
cant, leur intersection, qui sera la langenle en s, se trouvera nécessairement hori- 
*zontaIc. Quant à la manière de trouver le point z où la génératrice ab rencontre 

le plan sécant donné, cela s'effectuera par la méthode du n"" 781, ainsi qu'on le 
voit indiqué sur la /gr. 12. 

802. Lorsque le plan proposé sera vertical , la section se trouvera projetée sur 
sa trace; mais alors, comme on connaîtra les cotes des points où il coupe les 
courbes de niveau , on pourra exécuter un profil rabattu , en faisant tourner le plan 
sécant autour de sa trace horizontale. 

803. (Fig. i3. ) Trouver l'intersection d'une droite et d'une surface données. On 
conduira par celte droite un plan arbitraire, en tirant à volonté des parallèles par 
tous ses points de division : puis, en cherchant la section que ce plan produira 
dans la surface, cette courbe ira rencontrer la droite primitive au point demandé. 

804. On trouvera l'intersection de deux surfaces connues, en combinant les 
courbes de niveau qui ont des cotes respectivement égales dans les deux surfaces. 

Enfin, s'il s'agissait d'avoir le point de rencontre d'une surface avec une courbe, 
on imaginerait , par cette dernière , un cylindre horizontal dont on chercherait l'in- 
tersection avec la surface donnée, opération qui s'exécuterait comme au n* 801; 
alors cette intersection irait couper la courbe donnée, aux points qui SQpt com- 
muns à cette dernière et à la surface proposée. 

Nous nous bornons ici à ces indications succinctes, parce que les autres* ques- 
tions que l'on pourrait traiter par ces méthodes n'auraient d'intérêt qu'en les pré- 
sentant sous une forme qui les rattacherait spécialement à la Fortification. 
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CHAPITRE III. 

NOTIONS PRlSUMINAIRES SDR LES ENGRENAGES. 

805. Quand un corps solide, quelle que soit sa forme , tourne autour d'un axe 
fixe, tous les points de ce corps décrivent , dans un môme temps, des arcs de cercle 
qui correspondent à des angles nécessairement égaux , puisque le système est de 
forme invariable. Donc ces arcs se trouvent proportionnels à leurs rayons r, r^, r", .. . , 
qui sont les distances de ces divers points à Taxe fixe, et conséquemment les 
vitesses absolues v, v\ v'\..., de tous ces points sont aussi proportionnelles aux 
rayons r, r', /',.•• ; ^^ sorte que si Ton désigne par (ù la vitesse absolue commune à 
tous les points qui sont placés â une disiance de Taxe égale à C unité ^ on aura 
toujours les relations 

V v' v" 

-=—, =—=...=0), d'où v = r(ùj »' = rw,.... 

r r r 

La quantité o) est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ou la vitesse de rotation du 
système , soit qu'elle demeure constante ou qu'elle varie avec le temps; et lorsque 
celte vitesse co sera connue, on voit que les vitesses des autres points du corps s'en 
déduiront immédiatement. 

806. Gela posé, un engrenage cylindrique est le système de deux roues dont 
les axes sont parallèles, et dont Tune ayant reçu un mouvement autour de son 
axe immobile, communique à l'autre roue une rotation contraire autour de son 
axe également invariable. Mais cette transmission de mouvement doit être faite 
sous la condition essentielle que les vitesses angulaires des deux roues conser- 
veront toujours entre elles tin rapport constant; afin qu'un mouvement uniforme 
imprimé à la roue menante produise aussi un mouvement uniforme dans la roue 
menée , ce qui est en général une condition nécessaire pour le jeu régulier des 
machines. 

807. {PL GGjfig. i.) Pour remplir la condition énoncée ci-dessus, partageons 
l'intervalle 00' des deux axes en deux parties OA = R, 0'A==R', qui soient en 
raison inverse des nombres ket kf par lesquels la question aura fixé le rapport que 
doivent offrir les vitesses angulaires des deux roues; puis, avec ces distances pour 
rayons, décrivons deux cercles tangents en A, et dont chacun soit lié invariable- 
ment avec son axe. Alors, je dis qu'on atteindra le but proposé en faisant tourner 
ces deux cercles primitifs de manière que les points de leurs circonférences prennent 
des VITESSES ABSOLUES qui soient égales dans les deux cercles ; ou , en d'autres 
termes, de manière que les points A et a de ces circonférences décrivent toujours^ dans 
un même temps, des arcs AA' et aa! qui soient égaux en longueur absolue. 

En effet, en appelant Y et V les vitesses absolues des points A et a, il en résnl- 

5* édU. txZ 
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tera pour les roues et 0' des vitesses aQgaiaÏF^ (d'SiOd) données par les formules 

V , V 



et si y = V à toutes iek époques du mouvemeqt , quoique ces vitesses puissent 
varier avec le temps, il est évident que Ton aura toujours 

(ù. J ::^:=',:: k \k'. 

Ainsi j en remplissant la condition AA' = aa'^ le rapport des vitesses angulaires des 
deux roues demeurera bien constant, et égal à celui que la question avait assigné. 

808. ( Fig. 1 . ) Pour que le mouvement de rotation imprimé à la roue soit 
transmis à la rou*e 0' d'une manière efficace et capable de vaincre des résistauoe& 
considérables, on arme ces deux roues de saillies ou deit/«,, terminées par des sur- 
faces cylindriques projetées sur des courbes telles que AB et ab. On pourra tracer 
à volonté le profil ab d'une de ces dents (sauf la restriction du n** 830); mais en- 
suite la forme AB de la dent conjuguée devra être choisie de manière que, par sa 
pression* continue sur ab^ le mouvement satisfasse à la condition essentielle 
AA' = aa! indiquée ci-dessus. 

{Fig. 2. ) Si donc on conçoit que la roue 0' ait tourné de manière q^ue le rayon 
0-a soit parvenu en O'a', et le profil ob en a'b\ l'autre roue aura dû tourner 
d-un angle AOA' tel , que l'arc AA' = (mi'; et dans cette position, la courbe inconnue 
AB, transportée en A'B', devra aussi toucher le profil a'b^ en un certain point m!. 
Un pareil contact devra se reproduire pour toute autre rotation satisfaisant à Té- 
galité des arcs parcourus par les points A et a ; mais, comme dans ce genre de mou- 
vement les deux profils AB et ab se déplacent simultanément, il n'est pas facile 
d'apereevoir la relation géométrique qui doit les lier entre eux : tandis que cela 
deviendrait fort aisé, si l'un de ces profils demeurait immobile. Nous allons donc 
tâcher de ramener la question à ce dernier état. 

800. A cet effet, et lorsque les deux roues ont déjà pris la position où les dents 
sont devenues A'B' et a!b\ faisons tourner tout le système autour du point 0, sans 
altérer \^ situation relative d'aucune de ses parties, et de manière que le rayon OA' 
reprenne sa position primitive OAZ, et le profil A'B' sa première situation AB. Par 
là^ la ligne des centres CXy aura décrit l'angle (yOO, correspondant à un arc A A, , 
égal à AA' : le cercle 0' sera devenu le cercle 0, , et le profil a'b' aura pris la posi- 
tion a^b^ y qui devxa évidemment se retrouver tangente au profil primitif AB, comme 
cela avait Ueu pour alb' et A'B'. Mais, puisque les apcs A, A et A, a, sont tes mêmes 
que AA' et An', qui ont par hypothèse ia même longueur, il s'ensuit que ces arcs 
A, A et A^a, sont aussi égaux entre eux; et de là résulte cette conséquence remar- 
quable : U cercle O^^mec son profil a,b. , n'est autre' chose que ce que depiendrak le 
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cerdê 0' avec son profil ab, si l'onfmsaii rouler ce dernier cercle, san$ gUuery sur la 
circonférence demeurée entièrement imiiobile, ainsi que son profil AB. 

Et comme il en seirait de même pomr tout autre angle de rotation , satisfaisant 
à la condition ÂA' = aafj on peut poser ce principe général : Lorsque deux 
cercles tangents et OK tournent autour de leurs centres immobiles ^ de manière 
que leurs circonférences prennent des vitesses égales ^ leurs positions relatives^ 
et celles des conrbes qu'ils entraînent avec eux, sont les mêmes que si Ton avait 
laissé le cercle entièrement immobile, et qu'on eût fait rouler le cercle 0' sur le 
premier. 

810* (Fig. 3.) D'après cela, on voit que la propi*iéié caraclérislique de la 
couit)e AB peut être énoncée comme il suit : Le profil AB doit être l'enveloppe de 
toutes les positions a,b, , a^b,,..., qu^ occupera le profil ab, lorsquon fera rouler le 
cercle 0' sur le cercle 0, qui demeure entièrement immobile. Ainsi, après avoir con- 
struit un certain nombre de positions 0',, C/,, 0', ,.•., du cercle roulant 0', avec 
les courbes correspondantes a,^,, a^b,^ a,6, ,..., il n'y aura plus qu'à tracer une 
courbe Aeè^e,... qui soit tangente à toiites ces enveloppées. Mais ce procédé fort 
simple, qui offrirait déjà uAe opproliiâation suffisante dans beaucoup de cas, 
acquerra toute la précision désirable, si nous donnons, comme nous allons le faire, 
un moyen de trouver la position même des points de contact. 

811. {Fig. 3.) Observons, d'abord, que l'enveloppe de toutes les courbes a6, 
^2^3 V ^:,f,y-9 n'est autre chose quele lieu des intersections consécutives t, i\'i"j...f 
de toutes ces courbes supposées infiniment voisines; car ce lieu aurait évidemment 
deux points communs avec chacune de ces enveloppées, et conséquemment il serait 
tangent à chacune d'elles. 

(]ela posé, si l'on considère le cercle individuel 0'^ avec l'enveloppée correspon- 
dante a^b^y et qu'on mène à celle-ci une normale A,^, partant du poi*t de contact 
du cercle mobile, je dis que e^ sera le point de contact de l'enveloppe AB sur la 
courbe a^b^. En effet, pendant la rotation du cercle 0'^ pour passer à une position 
infiniment voisine, le point e^ décrit (n* 474) un petit arc circulaire e^z qui a pont 
rayon la distancé A, e, : or, puisque cette droite a été choisie normale à la courbe 
a,b^, l'arc e^t sera tout entier sur renvelôppée a,b^\ donc le point e se trouvera 
cointuun à l^enveloppéé a^b^ et à celte qui la stiit imibédiatement , et dès lors ce 
point appartieiwlra à l'enveloppe cherchée AB. Mais cette enveloppe passerait aussi 
par un point analogue s situé à gauche de c,, et qui serait l'intersection de la 
courbe a^b^ avec l'enveloppée qui la précède immédiatement; donc l'élément e'e.e 
se trouve commun à l'enveloppée a^b^ et à l'enveloppe générale AB : par consé- 
quent, le contact de ces deux lignes est bien en e^ , et leur normale commune est A, e,. 

812. D'après cela, quand Tenteloppée ab sera définie géométriquenmit , on 
saura mener à ses diverses positions des normales partant des points A,, A,,..., 
lesquelles feront connatire autant de points c,, e,,.,., de Tenveloppe générale. Si 
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l'enveloppée ab n'est donnée que graphiquement, après l'avoir transportée dans la 
position a^b. par exemple, on cherchera une ouverture de compas telle, qu'en dé- 
crivant du centre A3 un arc de cercle, il touche simplement la courbe a,b ] une 
petite portion de cet arc appartient sensiblement à l'enveloppe, et en raccordant 
tous les arcs semblables par un trait continu , on obtiendra l'enveloppe cherchée 
avec une exactitude suffisante pour la pratique. Néanmoins, ce tracé offrirait encore 
plus de précision, si on l'effectuait avec les rayons des cercles osculateurs de Tenve- 
loppe ; c'est pourquoi nous allons donner le moyen de trouver ces derniers. 

813. {PL 66, fig. /j.) Centres de courbure de C enveloppe. Soit 0' une position 
quelconque du cercle mobile qui touche le cercle fixe au point a ; soient ab l'en- 
veloppée correspondante à cette situation, AmB l'enveloppe générale, C et C les 
centres de courbure de ces lignes pour le point de contact m, centres qui doivent 
élre sur la normale commune am, et dont le premier est censé connu par la défi- 
nition de la courbe amb. Si l'on prend sur les cercles primitifs deux arcs «a, et aal 
qui soient égaux en grandeur absolue et infiniment petits, la droite Ga, ni, sera une 
normale de Tenveloppe, et dm' a une normale de l'enveloppée; car le centre de 
courbure G ou G' doit être l'intersection de la normale a m avec une normale infi- 
niment voisine. Or, quand la rotation du cercle 0' aura amené le point a en con- 
tact avec a,, les deux normales G a, et 01 a se trouveront nécessairement en ligne 
droite, ainsi que les deux rayons Oa, et O'a ; d'où l'on conclut que les angles Oa, C 
et O'a G' doivent être égaiix actuellement, puisqu'ils ne changeront pas de gran- 
deur pendant le roulement du cercle 0'. Gela posé, en désignant par 9 l'angle 
OaG = O'aG', on a évidemment 

0«,G = cp + — G, O'a'G' = cp + G' — 0'; 

d'où il résulte, en égalant ces deux expressions, 

{a) + Cy = G + G'. 

Pour estimer ces derniers angles, il faut employer les arcs décrits de leurs som- 
mets avec un rayon égal à l'unité, et comparer ces arcs avec «a, et aa! que Ton doit 
regarder comme une seule ligne droite perpendiculaire à OaO'. Dès lors, en posant^ 

Oa = R, Gm = p', 0'cc = R', C'm = p', am=p, aoL^=oL</ = dSf 

et en décrivant avec le rayon G a ou G' a un arc de cercle qui aura évidemment 
pour longueur ds . cos ç, on trouvera aisément '' 

angieO = t 0' = ^ c = ^î:i2!l, c' = ^i:^; 

Il I\ p p P "T" P 

puis, en substituant ces valeurs dans l'égalité précédente (a), il viendra 
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formule très-simple qui fera connaître le rayon de courbure p de Tenveloppe, et, 
par suite y son centre de courbure C, quand on connaîtra le rayon f de Tenvelop- 
pée, et les quantités p et cp qui seront déterminées pour chaque position du cercle 
mobile 0'. Mais nous allons donner, de cette formule, une traduction graphique 
qui dispensera de tout calcul. 

81ft. On prévoit aisément, sans tracer une nouvelle figure, qu'on devra chan- 
ger le signe de p' dans cette formule, quand le centre G' tombera du même côté 
que G par rapport au point m : il en faudra faire autant pour R', si le centre 0' 
est placé du môme côté que relativement au point de contact a des deux cer- 
cles. Ainsi, dans le cas de la^^. 5, Téquation (A) prendra la forme 

qui est bien symétrique dans toutes ses parties. Sous ce point de vue, il eût été plus 
rationnel d'établir la démonstration sur la fig. 5, où les centres sont placés d'un 
même côté de la tangente; mais comme ce dernier cas se présente beaucoup plus 
rarement dans les engrenages, nous avons voulu fixer l'attention du lecteur sur 
les données les plus habituelles. 

Les formules (A) et (B) et celles du n"" 817 sont dues à M. Savary, qui les avait 
données dans ses Leçons de machines à TÉcole Polytechnique, ainsi que la con- 
struction graphique fort élégante que nous allons exposer. 

815. (Fig. 6.) Joignons par des droites les centres et G, 0' et G'; puis, en 
prolongeant ces droites, cherchons les points D et D' où elles iront couper la per- 
pendiculaire aD élevée sur la normale commune GaG' : il arrivera que ces deux 
points D et D' seront confondus. En effet, si des centres et (V on abaisse des 
perpendiculaires sur la normale G a G', on formera des triangles qui seront sem- 
blables avec GaD et G'aD', et desquels on tirera aisément 

^p_ (p — p)R8in(y ^i)^^ (p^ + p)R^sin9 

RcOS(y — (p — p) ' * (p' -I- p) — R'cosç* 

Or la formule (A) donne, en transposant le deuxième et le troisième terme, 

Rcosy — (p — p) (p' + p) — R'coscp 

ce qui prouve que les valeurs précédentes de a D et a D' sont bien égales. 

816. Ainsi, quand on connaîtra le centre de courbure G' pour le point m de 
Tenveloppée amb, on tirera la droite G'O' que Ton prolongera jusqu'à ce qu'elle 
rencontre en un point D la perpendiculaire ali élevée sur la normale (xmC; 
puis, en joignant ce point D avec 0, la droite OD ira couper la normale pro- 
longée G'a au point G, qui sera le centre de courbure de l'enveloppe AmB pour 
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]e point m. Lorsque l'enveloppée amb^ an lieu d'être définie par ses propriétés géo- 
métriques, ne sera donnée que graphiquement, on tracera plusieurs cercles tan- 
gents en m à cette courbe, et en choisissant celai d'entre euK qui approchera davan- 
tage de se confondre avec ab dans les environs de m, son centre pourra être pris 
pour le point C. 

Dans tous les cas, si, avec les rayons tels que Cm, on décrit de peiîts arcB de 
cercle, et qu'on les raccorde par un trait continu, on obtiendra le tracé de Tenve- 
loppe ÂmB de la manière graphique la plus exacte. 

817. (Fig. 4* ) Avant d'appliquer ces résultats à divers exemples, nous place- 
rons ici une remarque importante pour la théorie des engrenages; c'est qae, pen- 
dant la rotation du cercle 0' sur le cercle fixe 0, la courbe amb ne roule pas sim- 
plement sur AmB, mais elle glisse en même temps sur cette dernière (n"" !|09), 
d'où il résulte entre les dents des deux roues un froilement qui consomme une 
partie de la force motrice. En effet, lorsqu'à une époque quelconque les cercles 
et (y se touchent en «, le contact m de l'enveloppe avec l'enveloppée est donné 
par la normale GâenzC, menée de ce point «; donc, quand un déplacement in^ 
finiment petit aura fait toucher les cercles par les points «^ et a, , tes normales 
correspondantes seront les droites C'a et G a, , qui vont déterminer les points m! 
et m, , par lesquels l'enveloppée et Tenveloppe se toucheront à cette seconde épo- 
que du mouvement. Or, si les arcs mm' et mm^ ne sont pas égaux et dirigés dans le 
même sens, il est clair qu'il y aura glissement de Tune des courbes sur l'autre : 
calculons donc ces arcs. 

L'arc mm, fait partie du cercle osculateur de AmB, et il est semblable à l'arc 
qui serait décrit avec le rayon Ga, et que nous avons déjà dit (n"" 813) être 
égal à ib . cos (f . Ainsi on trouvera 

pC0Sq).(/A , ù'co%^ ^ds 

mm.=^ ^ , mm =^^ — ; — ; 

P — P P+P 

d'où 

en réduisant d'après la formule (A). D'ailleurs, si l'on considère un déplacement 
de grandeur finie, représenté par *" — «' sur le cercle fixe, la différence des arcs 
parcourus sur l'enveloppe et l'enveloppée par leur point de contact sera donnée 
par l'intégrale définie 

donc, en excluant le cas inusité où la portion de normale! am=:p changerait M 
signe dans Tintervalle de «' à a^', il est certain que cette intégrale, composée d*élé* 
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ments louêforiUfs^ ne sera jamais nulle; et, par suite, il y aura toujours un glisse- 
ment entre les courbes amb et AmB. 

818. Nous ne nous arrêterons pas au cas très-particulier où p serait supposé 
constamment nul ; car cela exigerait (|ue l'enveloppée et l'enveloppe fussent con- 
fondues avec les circonférences 0' et 0. Si l'un des deux centres C, C était situé 
entre a et m, on doit apercevoir, sur la fig. 4» que les points m, et m' seraient 
placés l'un à gauche et l'autre à droite de m; mais, comme alors un des arcs mm^ 
et mm' serait négatif, ce serait encore leur diflTérence analytique qui donnerait 
l'écartement des points m, et mi, de sorte que l'intégrale S s'applique aussi à ce cas. 
Enfin, lorsque le roulement est intérieur, comme dans la fig. 5, cette intégrale 
prendra la forme 

mais, puisque, dans ce cas, les rayons R et R' sont néx^essair^ment inégaux, la dif- 
férence i' des arcs parcourus par le contact se trouvera encore différente de zéro, 
et il y aura toujours un glissement entre l'enveloppe et l'enveloppée, pourvu que 
p ne (jjbange pas de signe dans l'intervalle que l'on considère. 

Revenons maintenant à la construction graphique des ceutres de courbure d'une 
enveloppe, en prenant pour exemples les cas employés le plus ordinairement dans 
les engrenages. 

819. (PL 67, fig, g.) Enveloppe d'un point mobile. Si l'enveloppée se réduit à un 
point unique a placé sur la circonférence même du cercle mobile 0'^, l'enveloppe 
ne sera autre chose que la courbe décrite par ce point, c'est-à-dire l'épicycloïde 
simple aUB : ce serait l'épicycloïde allongée a'M'B', si le point générateur était 
placé en a' à l'extérieur du cercle mobile; et s'il était placé inlérieurement en a", 
il donnerait lieu à l'épicycloïde raccourcie a"]Vr'B". On a vu précédemment 
(n*** 471, 473) combien il est facile de trouver les points M, M', M'^ de ces courbes, 
qui répondent à chaque position du contact a du cercle mobile 0"; et que les nor- 
males correspondantes sont les droites «M, aW, aW. Maintenant, pour obtenir les 
centres de courbure, il faut, suivant la règle du n"* 816, élever sur chaque normale 
une perpendiculaire aD, aD' ou ccD", et la prolonger jusqu'à ce qu'elle coupe |e 
diamètre MO' : puis, enjoignant le point de section D, D'où D'', avec le centre 0, 
par une droite , cette dernière rencontrera le prolongement de la normale au centre 
cherché C,Cou C\ 

820. {Fig. 9.) Pour Tépicycloïde simple AMB, on voit bien que, sans tracer la 
perpendiculaire aD, le point de rencontre avec MO' sera toujours à l'extrémité D 
de ce diamètre; en outre, la suite des centres de courbure analogues à C formera 
une développée ACE, qui sera elle-même une nouvelle épicgcldide, que l'on peut 
déterminer à priori de la manière suivante. Après avoir élevé la perpendiculaire 
Cg sur la normale, on décrira un cercle qui ait pour diamètre l'interralle «S, et 
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un autre cercle qui ait pour rayon OS : puis, en faisant rouler le premier sur le 
second, le point C engendrera la développée ACE. Pour justifier cette assertion^ 
adoptons les notations suivantes : 

Oa = R, (ycc = R', 06 = r, «6 = 2r'; 
puis, observons qu'à cause de aD=^MT, on a évidemment 

06:0«::6C:aD::«s:aT; 
ce qui donne la relation 

r:R::r':R'. D'ailleurs R=:r + 2r'; 
d'où Ton conclut 

R' ,_ RR' 



R + 2R" R + 2R' 

Ces valeurs constantes prouvent déjà que les deux cercles décrits avec 06 et «S 

resteront invariables de grandeur, quelle que soit la position du contact a du 

cercle primitif 0^; dès lors, après avoir pris Tare AF égal à la demi-circonférence 

M«D, et avoir tiré le rayon OEF, il ne restera plus qu'à démontrer que l'arc 6C 

est égal à 6E. Or les arcs semblables gC et MT sont proportionnels à leurs rayons, 

ainsi que 6E et aF; on a donc 

r' r 

arcSC = ^.MT, arc6E = :5.«F. 

Mais MT = aF; donc les arcs 6C et SE sont aussi égaux en longueur absolue, 
d'après la proportion trouvée plus haut entre les quatre rayons. 

821. Pour le sommet B de l'épicycloïde primitive, le centre de courbure est 
évidemment placé à l'origine E de la développée ACE; mais, comme la règle 
générale du n** 816 devient insuffisante pour obtenir ce centre particulier E, à 
cause de la coïncidence de plusieurs lignes, il importe de savoir le trouver direc- 
tement. Or la valeur der = OE, qui a été donnée ci-dessus, fait voir que si l'on 
décrit sur OB comme diamètre une demi -circonférence, elle coupera le cercle pri- 
mitif du rayon OA en un point G tel , que la perpendiculaire GE fournira le point 
cherché E. 

822. On a vu au lï" 199 que , dans une courbe quelconque , un arc de la déve* 
loppée est toujours égal à la différence des rayons de courbure qui aboutissent à 
ses extrémités. Donc ici l'arc AG égaie la droite CaM; et la demi-branche AGE 
aura pour longueur EB = 2r' + 2R'; mais, pour n'employer que les éléments 
même de l'épicycloïde ACE , il faudra substituer pour R' sa valeur en fonction de r 
et r\ tirée des formules du n* 820 , et l'on trouvera 

ACEzzz/ir'-^l.-; 
r 

résultat qui peut se construire aisément sur la figure. 
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822 bis. La cycloïoe ordinaire dont doub avoDS parié au n* ft78y se déduit de 
Tépicycloîde , en supposant infini le rayon du cercle fixe, ce qui change ce dernier 
en une droite sur laquelle roule le cercle mobile. Si donc on applique à la fig, 8, 
PL 47> la règle du n* 816, on trouvera que, par l'extrémité du diamètre MO'd, il 
faut tirer une droite qui aboutisse au centre du cercle fixe, c'est-à-dire ici une per- 
pendiculaire dC sur la base DAF; et que la rencontre de celle droite dC avec la 
normale MA prolongée, fournira le centre de courbure G relatif au point M. Il en 
résulte évidemment que le rayon de courbure MAC de la cycloïde est toujours 
double de la normale MA ; et conséquemment , pour le sommet G , le rayon de cour- 
bure GË est égal au double du diamètre du cercle mobile. De là on conclura 
aisément que la développée DCE est une autre cycloïde égale à DGF, et que la 
longueur totale de cette branche DGF est égale à quatre fois le diamètre du cercle 
générateur 0'. 

823. (PL 67, fig. 10.) Enveloftpe éCun cercle. Soient le cercle fixe, et 0" le cercle 
mobile qui, en roulant sur le premier, entraîne avec lui un petit cercle u> dont le 
centre est fixé sur la circonférence 0^. Adoptons pour position initiale celle où le 
centre o se trouve coïncider avec ïe point de contact A des cercles et 0"; alors, 
quand ce dernier aura roulé Jusqu'en 0', où il touche le cercle en «, il faudra 
prendre l'arc «M égal à a A ; puis , du point M comme centre, avec le rayon donné r, 
décrire un cercle amb qui représentera la position actuelle de a>. La série des 
points M, M,,..., formera d'abord une épicycloïde AM,M; ensuite, d'après le 
n* 811, il faudra mener du point de contact a, une normale «M à l'enveloppée 
amb , et les points de rencontre m et m* appartiendront à l'enveloppe demandée , 
laquelle se composera ici de deux branches, l'une intérieure em, l'autre extérieure 
tm\ Ces deux enveloppes auront évidemment les mêmes normales que l'épicy-- 
eloïde AM; conséquemment, elles auront ^ussi les mêmes centres de courbure et 
la même développée ACE que i épicycloïde, ainsi qu'on y serait conduit forcjémeht 
en appliquant à l'une ou à l'autre le procédé graphique du n"" 816. Mais leurs 
rayons de courbure, tels que Cm ou Cm\ seront tous plus petits ou tous plus 
grands, que ceux de AM, de la quantité constante Miii=:r; de sorte que ces trois 
courbes seront équidistantes partout, dans le sens de leurs normales communes. 

82ft. Chacune de ces enveloppes présente un rebrousseoàent à l'endrc^t où elle 
vient rencontrer la développée ACE, Pour déterminer te point e , il faut observer 
que, les points m et G s'étant rapprochés jusqu'à coïnèider» alors le rayon de 
courbure de Tépicycloïde est devenu égal à Mm=:r. Si donc on. regarde cette 
épicycloïde comme l'enveloppe de l'espace parcouru par le point co du cercle rouf 
lant (y<, et qu'on lui appliquera formule (A) du n* 813, en observant que la nor^ 
maie désignée alors par p est ici la corde «M du cercle mobile, on verra qu'il faut 
poser, dans cette formule, 

p = r, p' = o, p==2R'coscy, 

6* édit. 44 
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d'où Ton dédsim aiséBftent 



r /R4-2R'\ 



Dès fors, en prenant sur la circonférence 0, à partir du point A, un arc égal à 
c^i qui, dans le cercle 0", a pour corde la valeur que nous verions dô trouver 
pour p , on obtiendra le point de contact a! qui répond au rebroussèrent cher- 
che e? et ensuite ce dernier point se construh-afaciFemcnt, comme on Ta fatt pour 
le cenlre C au moyen de «. 

Au lieu d'appliquer îa formule (A) du n' 813 à Pépicycloïde AM, on aurait pu 
l'appliquer directement à l'enveloppe em dont le rayon de courbùi'e devient nul 
pour le point cherché c. Alors il aurait fallu poser dans cette formate 

p = o, p' = r, p'=2R'c0S':f — r, 

car la normale p' serait ici la droite (xm ; et Ton aaraîl obtenu 

Rr 

valeur négative , parce que la normale p';= acin t coïncidant avec dtC , se trouveraH 
en dedans du cercle 0. Mais de là il aurait fallu conclure la grandeurde la corde 
«M = p' + r, ce qui aurait ramené à la valeur trouvée ct^deaaus pour ju 

825, La seule partie de ces enveloppes qui soit utile dans les applications aux 
engrenages, c'est la branche «m , ou ^ pour parler plus exactement , c'est la portion 
dm de celle branche qui se trouve à l'extérieur dQ cercle 0^ Quoique Torigitte^ 
de cette portion utile difière très-peu du rebroussement e, si l'on veut déterminer 
avec précision ce point i situé sur la circopférence 0, on observera qu'il se pré^ 
sente quand le petit cercle amb passe par le contact a des cerqles et 0'^ o'ést-àr 
dire quand l4 corde M « se. trouve égale au rayon, Mm. Donc il suiBr^ de prendre 
l'arc Aâ égal à celui qui , dans le cercle 0^', a pour corde de râywMiiit if'estrâtr 
dire l'arc cdi, 

826. (Ftp. II.) Enveloppe id'um rayon. Si nous, adoptas pour enveloppée :1e 
rayon 0-a du cercle mohkie 0\. i'enveloppet sera répicycioïde AmB engendrée par 
le point «d'un cercle V qui serait décrit sur AO' comme diamètre, et qui renierait 
hiL-méme sur la circonférence 0l En efleA, quand le cercla O' aéra panv^eiMi dans 
la position quelconque 0'', le rayoa O'a oempera une aituation OV déterminés 
par la condition W:b=:xA; si donc. nous abaissoiis^ir iiMitte eaveloppés^^f^ia-"^' ta 
perpendicolaire am^ le point misera: (n^ 812) uo point de Tenvolioppe^aherehée; 
Mais ce point m appartiendra évidemmeat à la ciroonrârence Y^ décrite sur «Of 
comme diamètre; et> dès lors , lesërcs «ni et m^, qui répondent i u« même m^k 
ol'0"ol et sont décrits avec des rayons doubles Tun de l'autre, se tnMiverotit é^awr 
en longueur absolue : d'où l'pn conclura que l'arc «m égale aussi l'arc a A, et 
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qu'ainsi le point m, déjà trouvé poar Tenveloppe, appartient effectivement à 
r^icycloïde AB que décrirait le point a da cercle Y qui roulerait sur la circonfé^ 
renceO. 

827. Ce qui précède démontre en même tempe que si le cercle V roulait dans 
l'intérieur du cercle (y devenu immobile , le point a de cette circonférence Y dé* 
crirait une épicycioïde reciiligne qni serait précisément le rayon ACV, ou plutôt le 
diamètre entier du cercle 0\ comme nous Tavons déjà vu au n*" btlb. De aorte 
qu'ici Venvelappée et Y enveloppe sont engendrées par le roulement du même cercle V 
sur les circonférences et 0'; et ce résultat n'est qu'un cas particulier de la propo- 
sition suivante. 

828. (Fig. 12.) Enveloppe (Tune épicycioïde. Si l'on fait rouler un cercle U de 
rayon quelconque , d'abord dans l'intérieur du cercle 0', et ensuite à l'extérieur 
du cercle 0, un même point de la circonférence U décrira ainsi deux épicycloïdes 
ab et AB, dont la dernière sera l'enveloppe de toutes les positions que prendra 
l'enveloppée afr, lorsque celle-ci se trouvera entraînée par la rotation^^dn cercle 0' 
sur la circonférence 0. En effet, prenons les cercles et (y dans une position 
quelconque où ils se touchent en a , puis traçons le cercle U tangent aux deoit 
autres dans ce tnême point. Alors la circonférence U ira couper l'épicycloYde ab 
en un point m tel, que l'arc am = oto; mais par suite de la rotation du cercle 0' 
sur , l'arc aa = a A : donc les arcs a m et a A sont égaux , et conséquemment le 
point m de la courbe té appartient aussi à l'épicycloïde AB. D'ailtears, ces deux 
épicycloïdes Éont tangentes ail poitit commun m, puisque pour l'une comme pour 
l'autre (n** ft72) la normale est la corde a m du cercle générateur U. Mais il est 
très-rare qu'on emploie ces deux profils curvilignes pour les dents des roues, 
attendu qu'on trouve bien plus commode d'adopter le système dé la)!^. ii , où 
l'un des deux profils eôt une ligne droite AG' (*). 

829. {Fig* i3. ) Enveloppe d'une développante de cercle. Adoptons enfin poirr 



(*] Eq généralisant ces considérations, on peut définir autrement que nous ne Tavons fait au 
n° 810, la fbnne que doivent avoir les profils conjugués des dents dMn engrenage. Pour cela, dési- 
gnons par W une courbe quelconque tangente en A (^. s) aux deux cerciea O et O', et ai8ons«-I« 
rouler tour à tour dans Tintérieur de la circonférence 0' et à Textérieur du cercle ; alors le point A 
de W décrira successivement deux courbes ab et AB qui seront les profils demandés. Car, lorsque les 
cercles et 0' tourneront autour de leurs centres immobiles, et dé manière à Imprimer des vitesses 
égaies (n* 9è1) à leurs circonférences, Il arrivera que les courbes AB et 06, engendrées comme ci- 
dessus, se toucheront constamment en un point variable pour lequel la normale commune passera 
toigours par le point A sur la ligne des centres. Cest ce que Ton démontrera comme au n* 800 » si 
Ton substitue au mouvement de révolution des cercles et O' aujtour de leurs centrés Immobiles, le 
roulement da la circonférence C wr la circonférence O entièrement ûte. 

Mais cette seconde définition des profila 4ea dents serait peu comnu>de à enpHgrer dana le oas où 
Ton assigne d^avance et arbitrairement là forme ab d'un de ces profils ; car U faudrait alors commencer 
par chercher quelle serait la courl>e^ W qui, en roulant sur 0', pourrait engendrer le prbfil donné a6, 
ce qui offrirait souvent beaucoup de dilHcuttés. 
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envelopi)ée la courbe amb, qui est la développante (n" 479) d'un cercle concen- 
trique avec Çy et décrit d'un rayon arbitraire O'C. Si du point a nous menons à 
ce cercle O'C la tangente amCj celle-ci sera normale à amb, et elle fournira 
(n''812) un point m^e Tenveloppo cherchée AmB*, d'ailleurs, le centre de cour- 
bure Cde cette enveloppe s'obtiendra (n"" 816) en tirant O'C et sa parallèle OC, 
laquelle se trouvera perpendiculaire sur la normale CaC et aura évidemment une 
valeur constante ^ savoir : 

OC = 0'C'x|; 

d'où l'on conclut que la circonférence décrite avec le rayon OC sera le lieu de 
tous les centres de courbure de Penveloppe AmB; et conséquemment cette enve- 
loppe est elle-même une développante du cercle OC. L'origine E de cette dévelop- 
pante Ain B, s'obtiendra en prenant l'arc CE égal à la droite Cm. 

830. (Fig. 7.) Revenons, maintenant, au véritable état de deux roues dont 
l'une transmet à l'autre le mouvement circulaire qui l'anime; car l'hypothèse 
admise au n"" 809, que le cercle 0' roulait sur le cercle entièrement fixe, n'était 
qu'une simple fiction propre à simplifier l'élude et le tracé des enveloppes dont 
nous avions besoin. Ainsi, en réalité, les centres et 0' sont fixes tous les deux » 
et le mouvement de révolution qui est imprimé à la roue se communique à la 
roue 0' par la poussée de la courbe AB sur la courbe ab; mais pour que ce mou- 
vement satisfasse à la condition essentielle du n"" 807, il faut (n"" 810) que Tune 
de ces courbes soit renveloppe de l'autre dont la forme demeure arbitraire. Tou- 
tefois, on doit y mettre la restriction que, dans la portion de ab qui sera utilisée, 
les rayons vecteurs, tels que O'm, aillent toujours en décroissant ou toujours en aug^ 
mentant; et dès lors ceux de AB, tels queOiti, varieront constamment en sens con- 
traire des premiers. Cela est nécessaire pour qu'il y ail véritablement poti^^^e d'une 
dent sur l'autre ; car, si l'un des rayons vecteurs O'm était maximum ou minimum,^ 
il serait nécessairement normal à la courbe ab. Or, quand les deux dents vien- 
draient se toucher en m, la normale O'm, qui doit, à cette époque (n"" 812), passer 
par le point de contact D des deux cercles, irait donc coïncider en direction avec 
la ligne des centres ODO'; et dès lors la révolution du cercle autour de son 
centre immobile , produirait une vitesse précisément tangentîelle à la courbe ambj, 
ce qui ne donnerait lieu qu'à un simple frottement , lequel serait insuffisant pour 
entraîner la roue O'. 

831. (Fig. 7.) Lieu des contacts. Dans le mouvement de révolution autour des 
centres fixes et 0', le point de contact m de Tenveloppe et de l'enveloppée , qui 
toutes deux participent à ce mouvement, occupe successivement des positions 
différentes par rapport à la droite invariable ODO' et au point D dans lequel les 
cercles mobiles se touchent constamment : la suite de ces positions du point m. 
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sur le «plan fixe des deux cercles , forme une courbe utile à connaître. En général, 
on Tobtiendrait en mesurant, sur chaque position du cercle mobile de la fig. 3, 
le rayon vecteur k^e^ et Tangle «.A-CV^, pour les rapporter ensuite sur la fig. 7, 
à partir du point D considéré comme pôle ; mais , dans plusieurs cas , ce lieu des 
contacts entre Tenveloppe et Tenveloppée s'obtient d'une manière directe et très- 
simple. 

i"". Si Tenveloppée se réduisait à un point de la circonférence 0', il est évident 
que cette circonférence serait elle-même le lieu demandé. 

2*. Lorsque Tenveloppée est le rayon O'a {fig. 1 1 ) , le lieu des contacts succes- 
sifs est la circonférence Y décrite sur (Va comme diamètre; car, quelle que soit 
la position O'a' du rayon mobile, la normale AN', qu'il faut abaisser du point A 
(n* 812), aboutira toujours sur la circonférence Y. 

3^ Dans le cas peu usité de l^fig. 12 , où l'enveloppe et Tenveloppée seraient 
deux épicycloïdes , leurs points de contact se trouveraient tous évidemment sur la 
circonférence U, placée tangentiellement aux deux cercles primitifs sur la ligne 
invariable qui joint les centres fixes. 

4'. Enfin, lorsque l'enveloppée et l'enveloppe seront deux développantes de 
cercle (fig. i3), le lieu de leurs contacts successifs sera précisément la droite C'^C, 
tangente commune aux deux cercles auxiliaires qui donnent naissance à ces déve- 
loppantes; car, pendant la révolution de ces courbes autour des centres fixes 
et (y, la normale qu'il faudrait mener du point a (n* 812) coïnciderait toujours 
avec la droite C'aC. 

832. Limites correspondantes. Comme , dans la pratique , on n*emploie que des 
arcs peu étendus de l'enveloppe et de l'enveloppée, il importe de savoir limiter 
une de ces courbes à la portion vraiment utile, d'après la grandeur de l'arc con- 
servé pour l'autre. Or les points correspondants , c'est-à-dire ceux qui se trouveront 
en contact à une certaine époque du mouvement de révolution , seraient tout natu- 
rellement donnés si l'on construisait l'enveloppe d'après la méthode du n* 812 et 
]afig. 3; mais, dans la plupart des cas usuels, on connaît d'avance la nature de 
l'enveloppe et de l'enveloppée , et l'on trace ces courbes indépendamment l'une 
de l'autre : de sorte qu'il devient nécessaire de chercher ensuite les limites corres- 
pondantes, ce qui est facile quand on a construit le lieu des contacts successifs. 

833. Par exemple, dans le cas de ia/^. 1 1 où l'enveloppée est le rayon O'a, et 
l'enveloppe l'épicydoïde AmB décrite par le roulement du cercle V', pour trouver 
le point correspondant à N , on ramènera ce dernier en N' sur la circonférence Y, 
qui est le lieu des contacts successifs , au moyen d'un arc de cercle décrit du centre 
0; puis, du centre (y, avec le rayon 0^N^ on décrira un autre arc de cercle qui 
transportera le point N' en it sur le rayon 0' A ; et ce dernier point n correspondra 
à N. De sorte que si l'on ne conserve de l'enveloppe que l'arc AN, la seule portion 
utile de l'enveloppée sera An; or, ces ares ayant évidemment des longueurs très* 
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illégales y ou aperçoit i)ien qu'il y aura glissement et , par ^mio , frotteinent d^Venve- 
joppe sur Tenveioppée, comme noos rayons démontré généralement au n* 817. 
83A. Dans la)Sg^ i3, où Tenveloppe et Tenveloppée sont deux développantes, 
nous savons que le Heu de teurs contacts successifs est la droite G«C. Donc, pour 
obtenir te point correspondant à N, il suffira de transporter ce dernier «n N^ par 
un arc décrit avec le rayon ON; puis, de ramener N' en n au moyen d'un arc de 
cercle décrit du centre O'. Ainsi, les arcs AN et cw, AB eta6,..., seront les arcs 
correspondants qui roulent et glissent Tun sur Tautre, pendant la révolution des 
cercles et <y autour de leurs centres immobiles. . 



CHAPITRE IV. 

TRàCé DES ENGRENAGES PLANS OU CYUNDAIQOES. 

835. (PI, 68 , fig. 1 f\. ) Lorsque les deux roues que Ton veut mettre en mouve- 
ment ont des axes parallèles projetés en et 0' sur le plan de noire épure , ces 
roues, ainsi que les dénis dont elles sont armées , se composent de tranches cylin- 
driques plus ou moins épaisses , mais dont les génératrices sont parallèles aux axes : 
dès lors ces dents se projetteronl suivant des courbes ou profils qu'il suflira évi- 
demment d'assigner, pour que la forme totale de la roue soit bien définie. Nous 
ferons donc abstraction des épaisseurs , et nous n'aurons à nous occuper que des 
profils situés dans le plan de Tépure. Cela posé, d'après les notions préliminaires 
développées aux n*^ 806 et 807, on sait qu'il faudra commencer par diviser Tin- 
tervalle 00' en deux parties OA = R, 0'A = R', qui soient en raison inverse des 
vitesses angulaires (n* 805) co et w' que l'on Veut imprimer aux deux roues ; puis, 
avec ces rayons , on tracera les cercles primitifs «S et «'6', dont les circonférences 
devront prendre des vitesses absolues qui soient égales; c'est-à-dire que des arcs 
égaux AA' et aa' deyront passer par la ligne des centres 00', dans un même temps. 

836. Maintenant, choisissons deux nombres entiers quelconques n et n', qui 
soient en raison iiiverse des vitesses angulaires o et w', c'est-à-dire tels , que l'on 
ait 

n: n' :: &>': w ;: R : R'; 

puis, partageons le cercle primitif aS en n parties égales AA', A'A'\ A^^A'^..., etie 

cercle adJSf en n! parties égales aa\ a'a'\ a"ol'\..^ Ces divisions auront aussi la même 

longueur absolue. dans les deux cercles; car, d'après la proportion précédente, on 

a évidemment 

lîTiR :27rR' ... , 

= — 7-, ou AA' = fl<i,- 

n n 

de sorte que, par la révolution des deux cercles, les points A' et a', A* et a",-.. 
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atiiveraol en mètùù temps soi* La- tiguâ des. ceft(4re& 00'. Ëpsuile» noua, subdivisa 
roD8 chacnne des divitioM pnécédQOtes en rdeax parties inégales » en pr^iaul les 
ares Afi, A-BV A^'B^..., égaïax eoire eux ^ mais un tant aoil peu moiodras .^iie la 
fliohiéde AA^; «es arcs partiels formeront la 6aae de chaque deai ou ie^fii^îii deia 
rane^ tandis que les arcs AS', A^W\*^.^ seront lecn^usn ou YiniervatU enlre dosi^ 
dents consécutives. On opérera de même sur le cercle primitif nSf^ ou «6» a*b\..^i 
seitmiles bases des dents de cette roue, un peu plus petites que les intervalles ka\ 
Vo^^y... Cette diffiérence est nécessaire pour le jeu qui doit axistier toujours dams 
rengrenage ^ comme nous le oiOAtreronB plus k)io ( n* ibH). 

827. Si Ton vairt estimer Tamplitude déco jeu avec précision , appelons S et B^ 
les bases AB et ain qniî peuvent être inégale&t L et V lei^ mlervaUes, et bous aqrooB 

n n 

d'où Ton conclut pour le Jeu 

J==:I-.B'=:i'— B = ^--(B4-B'), 

e^'^st^à-dire la longueur commune de^ dkfisiens moim la somme deS' bases. Si les bases 
sont égales sur les deux roues, Taniplitùde eu jeu sera Fexcès d'uBintervalle sur 
une base; mais, dans tous les cas , il faut que ce jeu reste compiia entre un </<«•* 
dême et m vtn^itéitid de la longueur constante AA- des divisions priaaitives^ aSû 
de ne pas trop diminuer l'épaisseur des dents, et conséqnemmènt la résistance 
dont elles sont susoepliMas; etl avssi.paur rendre moins sensibles les chocs alter- 
natifs qoi se manifestent souvent lorsqoa les deux rofues, tout en contisnànl de 
marcher dans le même sens, épronveni des varriationadans leurs vitesses, j^roduîtes 
par des causes accideoteiles. 

Tous les détails qui précèdent isûiit communs) aux difiérents^ genres- d'engre- 
nages, et oenx^i no dicteront entre eux que par i^.fbraie du profil des dents f teais 
dans tous les cas:, pour relnplir la condition essentielle (n* 807) que deà«ros 
éganx AA^ et aa' passeqt en .ninaei tenf»:pArlafligne dèsteoflres; il fiiudra se rap- 
peierqne les profite oorre8t)ondant&ZAF et se/ doivent être , l^in par rapport à 
Fantre, enueloppeet enveloppée (u'' 8tO), et qu'on peat cheisîr à volonlé un deœs 
deux profils, en satislaisant toatefinis à ia^f6&l(riotiDn iindiqmie anii* 63d. 

SêSi i'f^. i4.) Smoéxiusbà viJLMêynfm4iritfue et fféàproquê. Ici noua adopte^ 
roqspQnr.proftlde cbaqisodentde la rone 0^ an rayon telqueO^oçet dàs ioim fo 
profil correspondanL AZâur la roue devra être nn arc de l'épicycloïde engendrée 
partie point a du cercle. Yfdécirit sur le dian^ètre &a, lequel cercle roderaîl sur 
la ctrconfiérenco O : canr oa a v» (n* 896) que œlte épîcycloïde étoilVenveteppe de 
foules les posifions qtae prend le rîayon 0** pendant ta rotation du cercle C. On 
tracera donc cet arc AZ par le procédé du n* 471 ou par celui du n*iii72, el on 
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te lerminera au point Z où il coupera le rayon OZ mené par le milieu de la base AB : 
puis, on transportera ces résultats symétriquement à gauche de ce rayon OZ, pour 
obtenir le profil opposé BZ. Car ici l'engrenage est sifmétrique ^ c'est-à-dire que la 
roue menante est destinée à tourner également de droite à gauche comme de 
gauche à droite ; tandis que si la roue ne devait jamais mener que dans le second 
sens, la forme du profil BZ resterait arbitraire {*). 

839. On donne le nom de. flanc à la partie plane de la dent, dirigée suivant le 
rayon O'a; et comme il n'y a qu'une faible portion de ce rayon qui soit touchée et' 
conduite par Tare épicycloïdal AZ , il importe de savoir trouver C étendue prédse af 
que doit avoir le flanc. Or, d'après ce que nous avons dit au n"" 833, il faudra 
décrire, avec la distance OZ pour rayon , un arc de cercle qui transportera l'extré- 
mité Z en m sur la circonférence V; puis, ramener ce point m en /par un arc de 
cercle décrit du centre 0'. 

8&0. Ordinairement, on rend cet engrenage réciproque j c'est-à-dire tel, que la 
roue 0^ puisse être aussi la roue menante. Pour cela, on prolonge le profil ZA dans 
l'intérieur de la roue par un flanc AF , et ou ajoute à l'extérieur de la roue 0^ une 
dent saillante azb dont le profil est formé de deux arcs d'épicycloïde , symétriques 
l'un de l'autre. Ici l'arc az se tracera (n* 826) en faisant rouler sur la circonfé- 
rence 0' le cercle V décrit sur AO comme diamètre; et V étendue précise AF du flanc 
qui sera conduit par l'arc az, s'obtiendra (n"" 833) en décrivant du point 0' l'arc 
de cercle zM terminé à la circonférence Y, puis eu ramenant le point M en F par 
un arc concentrique avec 0. 

Quand une fois on a tracé le profil FAZBE sûr un carton que l'on découpe le 
long de ce contour , cela forme un panneau mobile qui se transporte sur les autres 
bases A'B'y A^'B'V-m ^^ ^^ moyen duquel on trace immédiatement les profils do 
toutes les dents de la roue 0. On opère de même pour la roue O', en employant un 
panneau mobile découpé suivant le contour/as6é. 

8(kl* ( Fig- 1 5. ) Limite des entailles , op Courbe de raccord entre deux profils. A la 
suite des flancs AF et BË, il faut pratiquer une eatfâUe qui permette à la dent az6 
de se mouvoir librement. Pour en déterminer les limites précises» considérons la 
fig. i5 où le jeu de l'engrenage est supposé' nul j et où dès lors la dent a%b se trouve 
nécessairement en contact avec les deux profils ZAF et Z'B'E/ à la fois; alors il 
s'agira de chercher le lieu FGE' do toutes les positions que prend le. point z, sur le 
cerde mobile autour de son centre, pendant que le o^rde 0^ tourne }Qf-méfttè: et 
entraîne le rayon O'z autour du point fixeO'. Or, d'aprte les considérations exrpo^ 

' I : .1 . -■ ■ ■ - » :■■■■■ ■\- . ..;! : 

(♦) Pour éviter tonte équivoque, et ne pas toteber dans des contradicthynis gràveà sur le sens ûd 
divers ndouvements de rotation autour d'axes différente, il faut avoir soin d'observer ehaeuo ti*eux 
^n se pUçaqt sur Cêxe correspondent. K\mi dans la fig. i/i, si le système fonctionne dans la direction 
indiquée par la flèche <p, il faudra dire .que la roue O tourne de gauche à droite^ et la roue O' de 
droite à gauche. 
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8ées au n"* 809, cette courbe F6E' est la même que celle qui serait décrite parle 
point z dans l'hypothèse où le cercle 0' roulerait sur le cercle entièrement im- 
mobile ; mais ce dernier genre de rotation produit une épicycloïde allongée dont 
nous avons donné la constniclion au n* 473 : c'est donc une portion du nœud de 
celte épicycloïde qu'il faudra prendre pour le contour FzE', et cet arc se raccor- 
dera complètement avec les deux flancs ÂF et BE'. En effet, si nous considérons 
{fig. i6) la dent azb parvenue dans la position où elle va cesser d'être en prise , et 
où l'extrémité du flanc AF est touchée par le dernier élément de l'arc az , alors la 
normale commune à cette enveloppée et à cette enveloppe est la droite FD (n*810); 
mais en regardant le point z comme ayant décrit dans le même temps répicycloïde 
rallongée E'GF, la droite FD sera aussi (n* 470) normale à cette dernière courbe ; 
d*où l'on conclut que l'épicycloîde E'GF est bien tangente au flanc AF, etsembla- 
blement elle touche l'autre flanc B'E' au point E'. 

8ft2. Ce que nous venons de dire suppose que la base ab de chaque dent égale 
précisément l'intervalle AB'; mais cette hypothèse ne doit jamais être admise dans 
ta pratique, car il en résulterait, sur chaque face bz des dents en prise , un contact 
inutile pour la poussée et , par suite , des frottements qui diminueraient notablement 
l'effet utile do la force motrice : d'ailleurs, la moindre irrégularité dans les proflls 
arrêterait le mouvement de la machine, ou exposerait les dents à se briser. Il faut 
donc toujours admettre un certain jeu, dont nous avons indiqué les limites au 
n"* 837 ; et, dans ce cas, qui est celui de Isifig. i4 y Tépicycloïde FG n'ira plus re- 
joindre le flanc B'E', et on devra la terminer à son sommet G situé sur la circon- 
férence décrite avec le rayon OL qui se trouve en prenant O'L =0's. Puis, comme 
il faut pourvoir au cas où une cause accidentelle venant à ralentir la vitesse de 
rotation de la rowe memnie^ il arriverait que le profil /as marcherait à vide, tandis 
que ia poussée s'exercerait entre les faces ebz et Z^B'E', on devra tracer aussi l'épi- 
cycloîde allongée E'H', symétrique de FG (*) ; et l'ensemble de ces deux branches 
réunies par un très-petit arc de la circonférence OL, composera le contour FGH'E' 
de l'entaille rigoureusement nécessaire pour que la pointe z se meuve librement , 
Mit dans les petites vacillations que permet le jeu , soit dans le cas où la roue 
devrait mener à gauche comme à droite. 

On déterminera semblabrement le contour eh^^f de l'entaille à pratiquer dans 
la roue O' pour laisser un libre passage à la dent A'Z'B', en le composant de deux 
branches d'épicycloïdes rallongées , décrites par l'extrémité du rayon OZ', lorsque 

n <^s deux arcs FG et E'H' n'appartiennent pas à la même épicycloïde rallongée; car, pour avoir 
le sommet G de la première, il faudrait porter sur la circonférence aC, à partir du point A, un arc 
égal à la moitié ak do ab; puis, tirer le rayon O^ qui couperait la circonférence OL au point de* 
mandé G. Tandis que pour Tautre épicycloïde E'H', il faudra porter Tare bk sur le cercle a6, mais à 
partir du point B\ en faisant ;oiier les deux roues pour mettre en contact le profil bz avec Torigine 
B' du flanc B'E'. 

6* ddit. Û5 
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celui-ci 6st onlrainé par le roulement du cercle O sur le cercle (V; et ces deux 
branches se raccorderont avec un petit arc de la circonférence dont le rayon aéra 
O'/lequel se détermine en prenant la distance 01 =0Z^ 

82|3. {Fig. i4- ) Au lieu de s'en tenir à ces limites rigoureuses ^ il faut toujours, 
dans la pratique , creuser Tentaille un peu plus profondément; et pour simplifier 
les procédés d'exécution , on se contente ordinairement de prolonger les flancs jus* 
qu'à la circonférence OL, dont le rayon se trouve en prenant 0' L=0'x : de sorte 
que l'entaille est terminée carrément, comme on le voit en F''G,H,Ë'^ Su outre^ 
comme des parties aiguës ou des arêtes vives exposent à des arcs-boutemenls, ou 
entament les surfaces contre lesquelles elles glissent sous Teffort d'une grande pres- 
sion f ce qui altère la courbure primitive des profils et augmente les frottements, on 
est dans Tusagc de retrancher la portion de chaque dent qui avoisineJa pointe Z, 
comme on le voit en B,XYA, ; d'ailleurs ou a soin d'adoucir l'arête" vive qui résuU 
terait de cette troncature exécutée au moyen d'un cercle concentrique avec 0: Les 
dents sont dites alors échan/rinées; et en opérant de même sur la roueO', on pourra 
donner aux entailles des deux roues uu peu moins de profondeur que ne Tindi- 
quent les circonférences OL et 0'/. 

8ù4. Pour fixer convenablement le rayon du cercle XY qui détermine Véchan-^ 
frinemeni , il faut satisfaire à la condition suivante : Lorsque deux dénis se ioticheni 
en A sur la ligne des centres OAO', il doit y avoir ^ après cette tignâj dans le sens du mon* 
veinent i un autre couple de dents TJ et z' qui soient encore en prise à cet instant-là. Or» 
comme l'épicycloïde A'Z' touche le flanc a'/' ^" "" pointée qui se trouve en abais* 
sant du point A une perpendiculaire Ax sur ce flanc (n'^Slï), il suflira donc de 
tirer cette normale , et de prendre la distance Ox pour le rayon du cercle KY. 

S'il arrivait que la normale Ax^ abaissée sur le flanc a'fj allât tomber au-dessus 
du point/, cela indiquerait que les dents sont trop écartées ^pour remplir la con^ 
dition énoncée ci-dessus ; et alors il faudrait augmenter les nombi*es n et n\ en 
diminuant la grandeur des divisions égales AA' et aa\ Nous reviendrons sur cette 
circonstance au n° 879. 

845. (Fig. 14.) Méiliûde approximative. De la coodilion précédente on a déduit 
un procédé fort simple , mais dont l'exactitude n'est qu'approchée, lequel consiste 
à remplacer le profil épicycloïdal A'Z' par un arc de cercle qui passe par le point x 
indiqué ci-dessus, et qui touche en A' le flanc rectiligoe A'F^O : il sera bien facile 
de trouver le centre de cet arc circulaire que l'on devra terminer en a;, en échan-» 
frinant la dent comme précédemment. Cette méthode, qui doit être proscrite quand 
il s'agit d'une machine de précision, peut être employée dans une machine de force 
où les mouvements sont régularisés par des volanis} surtout lorsque les dents de 
la roue sont assez rapprochées pour que les perlions de profil B, X , A ^ Y, qui restent 
après réehanfrineoièot, ne dépassent pas 4 ou 5 centimètres. 

8&6. Et même quand un dessin a pour objet , non pas de servir à exécuter une 
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machine dans ses vraies dimensions, naais seulemanl de faire connaître la disposi- 
tion de ses diverses parties , on se contente de Bgurer les dents en décrivant un 
cercle qui ait pour centre le milieu a> de Tare B^A,, et pour rayon Tune des deux 
dîs^nces égales mB, ou 6)A/, alors ce cercle fournit d'an seul coup les deux pro- 
fils opposés B, X, et A, Y. , avec une approximation grossière qui suflit pour Tindi- 
cation qu'on a en vue. 

8^7. Dans notre épure, la petite roue 0' est supposée pleine, et on la nomme 
un pignon. La grande roue est évidée, afin de la rendre plus légère. N représente 
la jante qui est reliée par des croisiitons P, F,.-*9 avec le moyeu : celui-ci est projeté 
entre les deux cercles OQ et OS dont le dernier indique le vide destiné à recevoir 
V arbre de la roue; et cet arbre se fixe dans le moyeu au moyen de deux clefs que 
Ton introduit dans les entailles T, T\ Enfin W est mie fretie ou anneau de fer qui 
entoure le bout saillant du moyeu , pour le fortifier et empêcher qu'il n'éclate, s. 

8^8. Remarque. Si , après avoir construit cet engrenage , on avait besoin plus 
tard de changer le rapport des vitesses angulaires, et qu'on voulût conserver in<* 
tacte la roueO , en substituant seulement à <y une nouvelle roue 0'' d'un rayon dif- 
férent, on sait (n* 810) qu'il faudrait adopter pour le profil de chaque dent de 0^^ 
l'enveloppe de l'espace qui serait parcouru par le contour ZAF dans l'hypothèse 
on le cercle roulerait sur la circonférence 0'^ Or, comme la portion ZA de ce 
contour est d<^à une épicycloïde engendrée par le roulement du cercle V sur 0, 
on a vu (n*828) que son enveloppe était une autre épicycloïde produite par le 
même cercle Y' roulant dans l'intérieur de la circonférence 0^^ : ce sera donc cette 
épicycloïde intérieure qui remplacera ici le flanc af. Quant à la partie rectiligne AF, 
son enveloppe sera encore (n" 826) une épicycloïde engendrée par le roulement 
du cercle Y sur la circonférence 0^^ Ainsi la dent de cette nouvelle roue n'aurait 
pas de flanc rectiligne; et son profil entier se composerait de deux arcs appartenant 
aux épicycloïde» produites par les cercles Y' et Y qui rouleraient à l'intérieur et à 
l'extérieur du cercle 0'^ : le tracé serait donc moins simple cfu'à l'ordinaire , mais 
il offrirait l'avantage de faire servir la roue déjà construite. 

SU9. ( P'- 69 , /9« 17. ) EnoRENAOE À FLANCS, symétrique, mais non réciproque. La 
grande roue pourrait sente porter des dents proprement dites ^ c'est*à-dire des 
saillies en dehors du cercle primitif «g, tandis que le pignon n'aurait que des flancs . 
o/, ^a, dirigés suivant des rayons dans l'intérienr du cercle primitifs 6^ L'étendue 
de ces flancs s'obtiendra comme au n^ 839, en ramenant le point Z en nt sur la 
circûnfiôrence Y' au moyen d'on arc décrit du centre O, puis en décrivant du 
centre 0^ l'arc de cercle nrfe; ensuite, on prolongera ces flancs pour former une 
entaille terminée carrémeirt à la circonférence O'jrdoiitle rayon doitéireau plus 
égal à la diftrence des distances OO' et OZ (n* SJiâ). Quant à la roue 0, elle 
n*auraît à la riguenr ni flancs, ni creux ; mais comme il est toujours prudent de 
laisser un j^u de jeu pour éviter les froUements que produirait on dépkcement 
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accidenlely on CDlaillera celte coue dans le sens des rayons jusqu'à une profon* 
deur de I ou 2 centimètres, indiquée par le cercle GU. 

850. Cet engrenage est dit non réciproque, parce que c'est la roue seule qui doit 
mener le pignon , du moins si Ton veut éviter qu'il ne se trouve des dents en prise 
avant la ligne des centres , ce qui est un inconvénient que nous expliquerons plus 
loin au n"" 875. En effet , on voit bien que Tépicycloïde AC commence à loucher le 
flanc a/ au point a, lorsque ce flanc coïncide avec la ligne des centres (XV, et 
qu'après celte ligne, dans le sens du mouvement, le contact x du profil A'Z' avec 
le rayon O'a^ est plus près du centre 0'; donc, à gauche de 00^ le profil A, Z, 
n'aura aucun point de commun avec le flanc (Va,. Ainsi , quand c'est la roué qui 
conduit le pignon, les dents ne sont jamais en prise qu'après la ligne des centres OCX, 
dans le sens du mouvement; tandis que le contraire aurait lieu si le pignon O' 
cqnduisait la roue , soit à droite , soit à gauche. Dans la fig. 1 4 » îl y avait poussée 
avant comme après la ligue des centres, attendu que la petite roue était elle-même 
armée de dents saillantes en dehors du cercle primitif a S'. 

85t. {Fig. i8. ) GRÉtfAiLLÈRB mue par une roue dentée. Si, dans l'engrenage pré- 
cédent, on suppose que la roue 0' acquière un rayon infini, le cercle primitif »& 
se changera en une droite tangente à la circonférence aS de la roue 0; et la rota- 
tion de celle-ci imprimera un mouvement rectiligne à la pièce droite XY, nommée 
crémaillère, laquelle est maintenue dans cette direction par des coulisses on des 
guides. Ici, sans s'occuper du rapport des vitesses angulaires dont une est zéro, il 
faudra partager la circonférence »S en an certain nombre de parties égales AA', 
A'A^,...; puis, reporter la longueur rectifiée d'une de ces divisions suivant aa', 
a' a".... 

Le profil AZ de la dent de la roue devra être une déoeloppante de cercle en- 
gendrée par le roulement de la droite a!& sur la circonférence aS; car cette droite 
est ce que devient ici le cercle V de la fig. 17, lequel avait pour diamètre le rayon 
du cercle 0' qui est infini dans le cas actuel. Par la même raison, les flancs de la 
crémaillère seront des droites ag,bh,..., perpendiculaires à «'€', et on les prolon- 
gera jusqu'à une droite ghg% parallèle à a'g\ et menée à une distance Og, égale au 
moins à OZ : on plutôt, ces droiles ag, bh,..., ne servent qu'à former les entailles 
nécessaires pour le libre passage des dents, car ici les flancs de la crémaillère se 
réduisent à un^point unique. En eflet, la tangente aîë étant normale (n"" {k79) à 
toutes les développantes AZ, A'Z', k"l%..., c'est constamment aux point8a,a',a",. • •> 
que seront placés les contacts de ces profils avec leS: flancs ag, a'g',a"g"f...m D'ail- 
leurs la roue n'a«ràit pas besoin de creux ^ à parler rigoureusement, puisque 
les faces ab, ciV,..., se trouvent tangentes à la circonférence «6; mc^is., comme il 
faut éviter les frottements, on entaillera la rone suivant le contour AGH'B', jusqu'à 
une profondeur d'un; centimkre environ. Ici , on aura l'avantage que les dents ne 
seront en prise qu'après la ligne des centres. 
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852. {Fig. 19.) On peut aussi armer la crémaillère de deols sailiaDies as6, 
a'»'6',.-*> q^i conduiront des flancs AF, A'F' taillés dans l'intérieur de la roue sui- 
vant ses rayons; et puisque c'est le cercle V décrit sur AO comme diamètre qui, 
en roulant sur la circonférence «g, produirait Tépicycloïde recliligne AF, c'est 
aussi (n" 827) ce même cercle V qu'il faudra faire rouler sur la droite a' 6' pour 
obtenir l'enveloppe az : cette dernière courbe sera donc une cycidide ordinaire 
qui se construira comme au n* 478. Pour fixer l'étendue précise du flanc AF qui 
sera touché par l'arc az, on opérera comme dans l'épure i4 dont celle-ci n'est 
qu'un cas particulier, en transportant le point s en M sur la circonférence V, au 
moyen d'une parallèle à a& (n" 840); puis, on décrira du centre l'arc de 
cercle MEF. Enfin, on prolongera le flanc AF jusqu'à la circonférence GH'G' dé- 
crite avec un rayon OG déterminé par la parallèle MGz; car cette limite rigoureuse 
deviendra sufllisaute dans la pratique, attendu qu'il faudra échanfriner les dents de 
la crémaillère, pour éviter les arcs-boutements que produiraient les dents qui se 
trouveront en prise avant la ligne des centres (n* 877). 

853. Une autre combinaison qui serait encore admissible, consisterait à sup- 
primer les dents de la roue en ne lui laissant que des flancs, tandis que la crémail- 
lère n'aurait point de flancs et porterait elle seule des dents cyclaidales; mais il nous 
parait bien superflu de tracer ici une figure nouvelle pour ce cas particulier. 

854. {Fig. 20.) Engrenage a flancs, intérieur. Lorsque le plus petit cercle 
O'a'6^ doit être placé dans l'intérieur du grand OaS, la meilleure disposition con- 
siste à mettre les flancs af, be^ cdf^...^ sur la petite roue, et à faii*e porter les dents 
AZB, A'Z'fi',. .. , par la plus grande. I^ profil AZ est alors une épicycloïde intérieure 
(n"" 474) décrite par le cercle Y' qui roule en dedans de la circonférence o&\ et 
l'étendue précise du flanc a/ s'obtiendra encore en décrivant du centre l'arc Zm, 
puis du centre 0' l'arc mf. Quant à la profondeur de l'entaille, elle devra s'étendre 
jusqu'à la circonférence ghg' dont le rayon sera déterminé par le cercle mZ. La 
roue menante devra être celle qui porte les dents, par les motifs déjà expliqués au 
n*" 850, afin que la poussée ne s'exerce qu'après la ligne des centres. 

855.. (Fi^r. 21.) Si^ au contraire, on voulait faire porter les dents par lu petite 
roue OfoL&\ et placer les flancs sur la grande roue tx& dont le centre est fictivement 
représenté par (car il tombe réellement hors des limites de la/gr. 21 ), il faudrait^, 
pour tracer le profil u, décrire un cercle YSA dont le rayon VA serait la moitié 
de OA, et faire rouler ce cercle V sur la circonférence «€' qu'il enveloppe, ce qui 
fournirait une épicycloïde du genre de celle que nous avons considérée au n* 477. 
Quant au flanc FAG, il devrait d'abord s'étendre de A en G jusqu'à la circonfé- 
rence GH' G' décrite avec le rayon 00' -|- O^z, afin de laisser an libre passage à la 
dent az6; et ensuite, on devrait le prolonger vers le centre de A en F, pour recevoir 
la poussée du profil az. En efiet, si, d'après la règle générale du n"* 83S, on veut 
trouver quel est le point de l'enveloppée AO qui viendra en contact avec le point z 
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de reoveloppc as, il faudra transporter le point s en M sur ia circonférence V, au 
moyen d"un arc *M décrit du centre (V; puis ramener le point M en F par un arc 
MEF décrit du centre 0. Ainsi AF, A^F,,..., seront les seules portions des flancs 
sur lesquelles s'exercera la poussée des dents; et tandis que le contact x s*ayancera 
do a, vers s, sur la petite roue, sur la grande il marchera en sens contraire de A, 
vers F, : de sorte que, le chemin total parcouru par ce contact étant plus grand que 
dans les autres cas, le frottement augmentera considérablement. 

Mais il y a encore un autre inconvénient plus grave, résultant de Tentaille qu'il 
faut pratiquer dans la petite roue pour permettre au flanc AF de tourner librement. 
Car, pendant la révolution des deux cercles et 0' autour de leurs centres immo- 
biles, la courbe parcourue par le point F sur lo petit cercle mobile est' ta même 
(n* 809) que celle qu'il décrirait sur le plan fixe de ce cercle, si l'on faisait rouler 
la circonférence «6 sur «S'; donc, cette courbe est une épicycloïde à nœud 
9}.Ffjia qui viendrait raccorder en z le profil az, comme nous l'avons prouvé dans 
un cas semblable au n** 841, Par conséquent, il faudra évider la roue (V suivant le 
contour FX9, lequel enlèvera une petite portion du profil az\ d'où il résultera que 
la dent azb ne commencera à être en prisé qu'un peu après la ligne des centres. 
Mais ce qui est bien plus grave, c'est que la base de la dent se trouvera tellement 
affaiblie par cette entaille, qu'elle n'offrira plus de résistance suffisante; et, consé- 
quemment, le système d'engrenage représenté dans la jîjr. 21 doit être proscrit 
absolument dans la pratique. 

856. Vengrenage intérieur ne peut pas être réciproque; c'est-à-dire qu'il est 
impossible de donner à chaque roue des dents et des flancs à la fois, afin que cha- 
cune de ces roues puisse être menante à son tour. En effet, si Ton superpose les 
fig. âo et 21 de manière k faire coïncider les deux rayons désignés par O'rt, on 
verra bien que le profil AZ serait recouvert par le flanc AF, et qu'il fendrait dé- 
truire ce dernier pour pouvoir exécuter l'autre : de même, dans ta roue CX, le flanc 
£7/* ne peat coexister avec l'entaille aXF. 

857. {PL 69, yîgr. aij. ) Engrehaoi a laut^rnë. On désigne sous ce dernier 
nom uile espèce de tambour composé de deux tourteaux ou plateaux circulaires, 
égaux, parallèles, et réunis par des cylindres droits, nommés fàseanx, dont fes 
bases sont les cercles c^cfj é : les centrés de ces petits cercles sont situés tous sur 
une circonférence «'6' qui forme le tercle primitif de cette espèce de roue, et la 
fig. :i2 représente une coupe faite entre les deux plateaux par lin plan qui leur est 
parallèle; c'est pourquoi les cercles ^, ^, c^,..., sont couverts de 1iacl!iures. Cette 
lanterne est mise en mcovéntent par une roue dont le cercle primitif est aS ; tes 
dents de celleH^i sont ordinairement tlaîlfées à f^art et ensuite implantées dans le 
eorps de la roue : alors on les nomme des altut^horis, lesquels s'exécutent en boîs 
très-dur» tandis que les fuseaux, qui s'usent plus vite par le frottement, sont quel- 
quefois en fonte. Ce geure d'^gf enage ne s'empfoîe que pùnv de fortes machines 



CnAPITRE IV. — J>E9 PNGRENAGKS CYLINDRIQUES. 859 

on Ton n'a pas besoin d'uQe grande pi^cision dans les monvemenla; car il u'olTro 
pas autant de douceur et de régulariié qua l'ea^enage à flancs» 

Après avoir clioisi (n"* 836) deux nombres entiers », n\ qui soient enlre eux 
comme les rayons des ojrcoafônences a6« «^S', on divisera la preauère en » parties 
égales AA', A'A^\..., la seconde en n' parties égales aa\ a' a",...; d'où il résultera 
aussi AA':;=«a' : on marquera les bases des dents AB, A'B\..., égales au plus à la 
moitié d'une division AA'; puis, en prenant un arc ac plus petit que le quart de la 
division aa', on emploiera la corde de cet arc pour décrire tous les cercles c, c', c",..., 
qui seront les bases des fuseaux. Gela fait, comoie le profil AZ doit «être Tenve- 
loppe (n** ÂtO) de respace qui serait parcouru par le cercle c dans l'bypothèsc ou 
la circonférence a S' rouleraii sur aS iaimobile, oo observera d'abord que Te point 
c décrirait alors une épicycloïde cl facile a construire (u'' (|71); si donc» de di- 
vers points de cette épicycloïde et avec un rayon conslamfiaeat égal à la eorde ca, 
on décrit plusieurs arcs de cerdCt il suffira de tracer une courbe AZX qui leur soit 
tangente, pour obtenir le profil demandé par un moyen plus e^^péditif que la 
construction par points indiquée au n° 823, 

858. Cette branche AZA de Tenvaloppe du petit oenela c se prolongerait dm» 
rintérieur de la circonférence a6 jusqu'à un point de rebroussement indiqué par t' 
dans la /y. lo de la PI. 67; et comme à Tépoque où l'enveloppée Loucherait l'en- 
veloppé en ce point e^ l'axe c du fuseau aurait déjà dépassé la ]^ue des <£ntres 00', 
rien ne s'opposerait à ce que l'on gardât ce prolongement de AZX : ms/s, pour 
plus de facilité dans la pratique» on termine ce proil au point ^ qui répond à A 
sur la fig. 22^ et pour lequel le contact arrive quand ce :pomt A eat parvenu sur la 
droite OO' (n"* 825). Ainsi» dans rengrenage a lanterM, les dents ne seront jaj^ais 
en prise avant la ligne des centres. 

859. Quant à rentaille toéoessaire pour que les fuseaux se aieuvent librement , 
on pourrait lui dodwer fwr cpiUa«r le ndem^-^tercla décrit sur la cprde de Tare 
AB' comme diamètre; mais on se contente ordinairement de tracer la portion de 
rayon AG un peu plu^ grande que la corde ac, et de décrire du point Tare de 
cercle GH' terminé aussi au rayon S'JQ^. U ,«st vnai que la droite AG n'est pas rigoy* 
reusement iangente au iHro&)i Â2» puisque la normale oommune à oette courbe 4A 
à l'épicycloïde c/» serait la corde ac (n"" 823); mais l'arâte saillante qui en résul- 
tera en A sera très-obtuse, et d'ailieura on pouna l'adoucir, sauf à ce que la dent 
ne commence à se trouver ea prise <|>u' un peu plus tard. 

860. Il est bon d'échanfriner les dents, mais sans cesser de remplir la OQBdi*- 
tion du n* 8A&, afin qw le mouvement se contî^ue sans iheaupâ. Pour cela., on 
tirera la droite A^, qui ^ étant nonoale (n* 823) à Tenveloppée cfafb' et à Vmv^$- 
loppe A' Z\ déterminera leur-point de contact x; et alors il Mffira de pnendi?e «a 
rayon un peu plus ^rand que 0« pour décrire la oirconlérMce à laquelle com- 
mencera réchanfrinement. Si cette normale k</ fournissait nu poiat œ qui fût au- 
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dessus de la section 2! des deux profils symétriques, les fuseaux seraient trop 
écartés pour remplir la condition du n"" 8ft&; et dans ce cas; il faudrait augmenter 
leur nombre v! en faisant aussi varier le nombre n des dents de la roue, de manière 
que le rapport des nombres n et n' restât toujours le même que celui des rayons R 
et R^ des cercles primitifs <A et a g'. 

861. {Fxg. :23.) Crémaillère a fuseaux. Lorsque le rayon R' devient infini, 
le cercle primitif a^ se réduit à une droite, et la lanterne devient une crémail- 
lère XY. Dans ce cas, la courbe ci décrite par la droile a 6' roulant sur «g, étant 
une développante de cercle, la courbe équidistante AZ sera aussi une développante 
de aS, engendrée par le point a, de sorte qu*on peut tracer immédiatement cette 
dernière, sans recourir à cl. L'entaille AGH'B' s'exécutera comme ci-dessus; et ici 
la normale kd coïncidant toujours avec a 6', les points de contact x de tous les 
profils des dents se trouveront constamment sur la ligne al^ : donc, pour échan* 
friner les dents, il sufiira de tracer une circonférence avec un rayon un peu plus 
grand que Oa;. 

862. (Fi^. 22.) Crémaillère amc une lanterme. Si , dans \Sifig. 2a, on suppo- 
sait au contraire le rayon R infini , la roue deviendrait une crémaillère armée de 
dents , qui conduiraient la lanterne O. Dans ce cas , la courbe cl serait une cycUnde 
ordinaire décrite par le point c du cercle a S' qui roulerait sur la ligne ocS devenue 
droite; et le profil AZ devant être une courbe équidistante de cette cycloïde, on 
le construirait par des arcs de cercle , comme au n"" 857. 

863. {Pi. 70, fig. 24.) Engrenage a développante. Après avoir déterminé, 
comme au n"" 836, les divisions égales A A', aa!, ainsi que les bases des dents AB, 
aé, sur les cercles primitifs «6, a&, dont les rayons sont représentés par R, R', on 
tracera par le point A une droite TAT' faisant un angle arbitraire avec la ligne OAO' ; 
et des centres 0, 0' on décrira deux nouveaux cercles CD, CD', tangents à cette 
droite TAT' : les rayons de ces cercles auxiliaires se trouveront évidemment pro- 
portionnels à R et R'. Cela posé, en faisant rouler la droite TAT sur la circonfé- 
rence CD , le point A décry*a ene courbe FAZ développante de ce cercle ; et la 
-même droite roulant ensuite sur CD% le point a décrira aussi une développante /az 
de cette dernière circonférence. Or on a vu (n* 829) que ces deux courbes FAZ 
elfaz étaient respectivement enveloppe et enveloppée ; donc (n"" 810) ce sont là les 
profils conju^iés qu'il faut adopter pour les dents , afin qu'il passe par la ligne 
des centres , dans le même temps , des arcs égaux AA' et aaf mesurés sur les cercles 
primitifs. 

86b. Pour échanfriner les dents, en satisfaisant à la condition du vl^SfA^ on 
observera qu'ici le point x où la droite AT^ rencontre là développante a'%\ est pré- 
cisément le pied de la normale abaissée du point A sur cette courbe ; donc il fan* 
dra prendre le rayon du cercle d'échanfrinement au moins égal à Ox. De même, 
pour les dents de la roue 0', le rayon analogue devra égaler ou surpasser un peu 
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la distance O'x'. Quant à reDlaiile nécessaire pour donner passage aux dents, après 
avoir continué la développante ZAF jusqu'à son'origine F sur le cercle auxiliaire, 
on prolongera cette courbe (s'il le faut) suivant un rayon FGO, jusqu'à une pro- 
fondeur telle, que OG soit un peu moindre que la différence entre O'O et 0'z\ 
semblablement, pour le creux de la roue 0', le rayon O'g du iTond de l'entaille 
devra être un peu moindre que la différence entre 00' et OZ. On doit observer 
qu'ici les dents seront en prise tant avant qu'après la ligne des centres; à moins 
qu'on ne réduisît les dents de la roue menée 0' à ne pas dépasser le cercle pri- 
mitif, suivant la forme yabh : mais alors l'engrenage ne serait plus réciproque. 

865. Quoique nous ayons laissé arbitraire l'angle TAO = cp formé par la tan- 
gente aux cercles auxiliaires avec la ligne des centres , il est convenable que cet 
angle soit au moins égal aux trois quarts d'un angle droit, afin que les entailles à 
pratiquer dans les deux roues n'aient pas trop de profondeur. En outre, nous 
ferons observer que ce système d'engrenage est souvent préféré par les construc- 
teurs modernes, à cause des deux avantages suivants : 

I". La largeur des dents va toujours en augmentant jusqu'à l'extrémité infé- 
rieure EF, ce qui les rend susceptibles d'une plus grande résistance; tandis que, 
dans la fig. i4 , les flancs convergent vers le centre , et la base des dents se trouve 
quelquefois bien affaiblie. 

2°. Quand un engrenage à développante est exécuté, on peut diminuer ou aug- 
menter d'une petite quantité la distance 00' primitivement adoptée pour l'écarle- 
ment des axes, sans que le système cesse de fonctionner aussi régulièrement; et 
cela est précieux dans la pratique, où il est souvent très-difficile de placer les axes 
rigoureusement à la même dislance qu*on a supposée dans l'épure. Pour justi6er 
celte latitude, imaginons que, dans la/jr. 24, on ait abaissé le centre avec les 
cercles «6 et CD , et qu'ils aient pris les positions 0, , a^ ê, , C, D ^ (le lecteur les tra- 
cera aisément); alors, si Ton mène une tangente commune aux deux circonfé- 
rences C^ D, et CD', cette droite coupera la ligne des centres en un point A, qui 
divisera la distance 0^0' en deux parties dont le rapport sera encore le même que 
celui des rayons des circonférences C,D, et CD'. D'ailleurs celte nouvelle tan- 
gente, en roulant tour à tour sur ces deux circonférences, décrira par le point A ^ 
Jes mêmes développantes AZ eiaz qui formaient déjà les profils des dents de l'en- 
grenage primitif; seulement ces développantes se toucheront par d'autres points 
correspondants que dans la première position de l'engrenage. Donc le nouveau 
système fonctionnera comme l'ancien, et en produisant des vitesses angulaires qui 
auront le même rapport que dans le premier cas. 

866. CuÉMAiLLÈRfi à dents obliques. Lorsque, dans la figure précédente, on 
SBppose que le cercle primitif a o' acquiert un rayon infini, ce cercle se change 
en une droite , et la roue 0' en une crémaillère XY à dents obliques , dont les 
profils gazj jr'a's',..., sont des droites perpendiculaires à TT'; car le cercle auxi- 

5* édil. 66 
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liaîre CD' ayant pour rayon la perpendiculaire abaissée do centre 0' sur TT', 
vient se confondre avec cette dernière droite; et comme le point de contact 
s'éloigne en même temps à Tinfini , si Ton veut faire router la droite TTsur cette 
circonférence dégénérée en ligne droite, chaque pointa décrira une perpendicu- 
laire gaz à la ligne TT'. Les contacts des dents conjuguées seront encore ici placés 
tous sur la droite TT', en a, Xj a/; mais la poussée s*exerçant suivant une normale 
à gaz, c'est-à-dire suivant TT', qui est oblique à la direction XY du mouvement 
que doit prendre la crémaillère , il en résultera un frottement considérable dans 
les coulisses qui maintiennent cette pièce : c'est pourquoi le système de la Jig. ^5 
est moins avantageux que celui de la crémaillère droite {fig. i8). Au surplus , cette 
dernière n'est qu'un cas particulierde la jîjr. 25 : celui où la droite arbitraire TAT' 
serait menée à angle droit sur AO. 

867. (Fig, 26. ) V engrenage à développante peut être intérieur; c'est lorsque les 
deux cercles primitifs 06, a' 5' sont embrassés l'un par l'autre. Alors, après avoir 
mené sous un angle arbitraire la droite TAT', et avoir tracé les deux cercles inté- 
rieurs CD, CD', tangents à celte droite et concentriques avec et 0', il faudra 
encore faire rouler la droite TAT' successivement sur les circonférences CD, CD', 
pour engendrer les profils GAZ et gaz, qui seront toujours des développantes cle 
cercle. Mais ici les deux points de contact de cette tangente commune TAT' étant 
d'un même côté par rapport au point A , les développantes tourneront leur conca- 
vité dans le même sens; et il en résultera un frottement beaucoup plus considé- 
rable, par suite des petites imperfections inévitables dans l'exécution des profils 
matériels. Aussi, le système actuel, et en général tous les engrenages intérieurs, 
sont rarement employés dans la pratique. 

Nous ajouterons seulement qu'après avoir prolongé la développante sa/jusqu'à 
son origine /sur le cercle CD', on devra limiter l'autre développante ZA au point 
correspondant G ', pour trouver celui-ci, il faudra (n'83?i) ramener le point/ en/' 
sur la tangente TAT' au moyen d'un arc décrit du point 0', puis transporter le 
point/' en G par un arc de cercle décrit du point 0. Enfin , on prolongera le pro- 
fil sa/ suivant un rayon /yO', d'une quantité suffisante pour que Tentaille permette 
à la dent de la roue de se mouvoir librement. 

868. {PI. 70, /j/. 27. ) Cames et pilons. Soit ABZ l'axe d'une lige verticale qui 
doit alternativement monter de la quantité AB et redescendre ensuite librement, 
abandonnée à son propre poids. Pour produire ce mouvement rectîligne analogue 
à celui de la crémaillère du n* 851 , on emploie une roue dont Taxe horizontal 
est projeté en 0, et dont le cercle primitif aS est tangent à la verticale AZ; et Ton 
arme cette roue de cames ou dents AX, A.X^, A^X^, assez éloignées les unes des 
autres pour laisser au piton le temps de retomber de B en A avant d'être saisi 
par la dent suivante. Le profjt antérieur de ces cames doit être une développante 
AXY du cercle «6; car cette courbe aura la propriété (n* 85i) de loncher con- 
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slamment le mentonnet horizontal M du pilon, dans un point qui demeurera sur la 
droite AZ toujours normale à la développante AXY» quelque position que prenne 
cette courbe pendant la rotation autour du point 0. L'étendue précise AX qu'il 
faudra donner à ce profil pour qu'il conduise le mentonnet depuis A jusqu'en B, 
s'obtiendra (n" 83ft) en décrivant avec le rayon OB un arc de cercle qui viendra 
couper la développante AY au point demandé X. On pourrait terminer la came 
par le rayon AO; mais, pour éviter de faux contacts hors de la verticale AZ , ce qui 
ferait déverser la tige et produirait des frottements nuisibles , on éclianfrine la came 
suivant une petite courbe AD arbitraire, Jaquelle doit raccorder le rayon AO déjà 
tangent à AX. 

869. Quant au mentonnet sur lequel la came exerce sa poussée dans la direc- 
tion verticale AZ, c'est une pièce horizontale et rectangulaire M' qui , dans les an- 
ciennes machines, se fixait en avant de la tige du pilon, comme on le voMfig. 28; 
et la saillie EB devait égaler la différence entre les rayons OA et OX de la/gf. 27 : 
mais comme alors la poussée de la came passait fort loin du centre de gravité du 
pilon , il en résultait un couple de forces qui tendait à déverser la tige et produisait 
un frottement considérable sur les jumelles G et ^ entre lesquelles se meut cette 
pièce. Pour éviter cet inconvénient grave, surtout quand le poids du pilon est 
considérable, on emploie ordinairement la disposition proposée par Montgolfier^ 
et qui çst représentée dans la fig. 29. Ici la tige ou le manche du pilon est formé 
de deux parties TJî et T^N, réunies par des jumelles latérales J eij; de sorte que 
l'intervalle de M à N offre un vide dans lequel la dent AX de la came peut péné- 
trer, et en agissant sur la face horizontale M qui fait l'office de mentonnet , cette 
came soulève bien le manche dans la direction de son axe ABZ , pour l'amener de 
A en B. Arrivé dans cette dernière situation , le pilon ne retombe pas encore, parce 
qu'il reste à la came à parcourir la demi-épaisseur du mentonnet ; mais ce petit 
temps perdu deviendra presque insensible, en échanfrinant la dent ax suivant la 
courbe ..indiquée par des points ronds, ce qu'il faut toujours faire pour ne pas lais^ 
ser subsister des parties aiguës ou des arêtes vives qui entameraient les surfaces et 
pourraient produire des arcs-boutements. 

870. Une autre combinaison, indiquée Z^. 3o, est employée dans les mines oà 
les pilons doivent avoir un poids considérable. La tige T, est d'une seule pièce, mats 
on la garnit de deux mentonnets latéraux m\ m", sur lesquels agissent les deux 
branches x\ x\ {fig. 3i ) de la came ax qui, alors, est fourchue. Nous supposons 
ici que les trois cames projetées verticalement surao;, a.x^^a^x^, sont fourchuest 
et servent à faire mouvoir le manche T, , tandis que les cames à dent unique AX , 
A,X,, AjXj, agissent sur le manche TiMT, ; car on adapte ainsi sur le même arbre 
autant de rangs de cames qa'il y a de pilons à faire mouvoir, avec le soin de faire 
correspondre les cames de diverses séries à des rayons différents OX et Ox^ afin 
que les tourillons ne supportent pas en même temps le poids de tous les pilons. Les ; 
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trois dents de chaque série sont en fonte, et coulées d'un seul jet avec Panneau qui 
réunit leurs bases; et cet anneau, polygonal à l'intérieur, s'adapte sur l'arbre de 
la roue qui est en bois, et offre le môme nombre de pans. 

871. Pour maintenir les tiges des pilons toujours dans la môme direction ver- 
ticale, tout en leur laissant la liberté de monter et de descendre, on les enferme 
entre deux pièces horizontales et parallèles (G, G')(j/, G') uommées jumelles; et 
celles-ci sont reliées entre elles par des entre-toises qui empêchent aussi la tige de 
s'écarter à droite ou à gauche dans la direction de Taxe O'O". Un second rang de 
jumelles (G,, G") (j/, , C^'), est placé dans la partie inférieure, mais à une hauteur 
telle, qu'il ne gône pas la course du pilon. Les signes en forme d'X que l'on voit 
sur l'épure indiquent, en charpente, des bouts de pièces ou des sections faites per- 
pendicul iirement aux Hbresdubois. 

872. {PI. 66 y fig. 8.) Dps excentriques. Dans quelques machines, on emploie 
une sorte de roue dont le œnlour extérieur n'a pas, pour centre de figure, le centre 
du mouvement de rotation, et qui a pour but de faire alternativement monter et 
descendre une tige verticale AZ, mais graduellement, et non pas brusquement 
comme dans le cas des pilon» dont nous venons de parler. Ce contour forme donc 
une courbe excentrique qui peut offrir plusieurs variétés; mais il suffira d'eu 
citer un exemple, celui que l'on désigne sous le nom de courbe en cœur. Soit 
AA, la hauteur dont la tige doit nionter : après avoir partagé cet intervalle 
en parties égales, 4 P^^ exemple, on en fera autant pour la demi-circonférence dé- 
crite avec le rayon OA,; puis, sur les divers rayons Oi , O2, 03, on prendra les 
distances 

OB = OA., OC=OA,, 0D = 0A3, 0E = 0A;, 

et la courbe ABCDE,* jointe à la branche symétrique AB'CiyE, composera Tex- 
centrique demandée. En effet, la tige AZ étant retenue dans la même direction 
verticale par les guides m et it, lorsqu'on fera tourner la roue autour de son axe 
0, et que le rayon vecteur OB aura pris la position OA,, la poussée oblique qu'elle 
exerce sur la tige aura fait monter celle-ci et atira transporté son pied A en A, ^ 
puisque ce dernier point coïncidera avec B. De même , quand le rayon OC sera 
devenu vertical, le pied A se trouvera transporté en A,, et ainsi de suite jusqu'à 
ce que OE coïncide avec OA, ; puis, le mouvement de rotation continuant dans le 
même sens, la branche EDX'B'A laissera redescendre la tige graduellement depuis 
A, jusqu'en A. 

873. Ce système ne s'emploie que dans le cas où il ne faut pas exercer un 
grand effort sur la tige; et alors même on (loit chercher à diminuer les frottements 
dus à la poussée oblique. Pour cela on garnit le pied de la tige d'un galet mobile 
autour de l'axe horizontal A , et l'on adopte pour contour de la roue une courbe 
Qbcde(fb'a qui soit équidistante de l'excentrique pritoitive; cette nouvelle courbo 
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se trace en la rendant tangenle a des arcs de cercle décrits de divers points de 
ABCD... avec an rayon constamment égal à celui du galet. Par là, le mouvement 
rectiligne de la tige demeure le même que dans le premier cas; mais, au lieu d'un 
frottement de glissement, on n'a plus qu'un frottement de roulement, lequel est 
beaucoup moindre. 

874. Quand on veut éviter le changement un peu brusque de vitesse qui a lieu 
aux points extrêmes AetA^ , on divise rintervalleAA^ eu parties inégales, au moyen 
d'une demi-circonférence décrite sur celte distance comme diamètre, et que Ton 
partage en arcs égaux; les ordonnées de ce demi-cercle fournissent les points A,, 
A,, A3,..., et la courbe ABCDE, construite comme ci-dessus, ne présente plus de 
points saillants. Nous laissons au lecteur le soin de tracer Texcenlrique dans cette 
nouvelle hypothèse. 

875. Remarques. Nous avons fait observer diverses fois que , pour un tel système 
d'engrenage, la poussée des dents ne s'exerçait qu'après la ligne des centres, dans 
le sens du mouvement; tandis que, pour tel autre système , il y avait des dents en 
prise avant la ligne des centres. Cette distinction est importante à faire , à cause des 
inconvénients graves que présente souvent le dernier de ces deux cas. 

D'abord , on doit se rappeler que dans tons les engrenages examinés ci-dessus, . 
les profils des dents ne roulent pas simplement l'un sur l'autre, mais qu'il y a 
aussi un glissement (n° 817), lequel est parfois assez considérable, comme on l'a 
vu aux n" 833 et 834. De là résulte un frottement qui est proportionnel à la 
pression exercée par les dents l'une sur l'autre, et qui absorbe une partie de la 
force motrice : or cette perte de force est plus considérable pour deux dents qui 
sont en prise avant la ligne des centres^ que pour deux dents analogues qui ne se- 
raient en contact qu'après la même ligne. Cette proposition , que l'expérience 
confirme, s'établit par des principes de mécanique et par des calculs dont l'expo- 
sition nous éloignerait trop du but graphique de cet ouvrage; mais nous pouvons, 
du moins, la justifier par les considérations suivantes. 

876. {PL 'jo^fig. 32 ). Admettons que , dans la Jig. 32 , 0' soit la roue menante , 
et qu'elle tourne dans le sens indiqué par la flèche cp^ Il peut arriver , soit par 
suite du trop petit nombre des dents , soit par suite de quelque irrégularité dans 
leur exécution, qu'à une certaine époque la poussée des deux roues ne s'exerce 
plus que par un seul point m qui corresponde au dernier élément du profil a^z"; 
alors la pointe s", ou plutôt l'arête vive qui est projetée sur ce point, sera compa- 
rable au tranchant d'un ciseau dont les faces seraient symétriques par rapport au 
plan diamétral O'z". Or, tant que le mouvement a lieu dans le sens 9^, le contact 
marche de m vers A"; et, l'angle 0' s" A'' étant aigu, le ciseau ne fait que frotter 
sur la surface G" \"z\ et la polir sans l'entamer. Mais, si nous changeons les rôles, 
et que devenant la roue menante^ clic tourne dans le sens de la flèche cy, alors 
le tranchant du ciseau marchera de m vers G'^ du côté de l'angle obtus (yz"(j"i 
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conséquemment ii tendra à pénétrer ddU3 la surrace A '()^\ il T^taDiera légère* 
ment et apportera beaq<H>up plus de résistance au mouvement de rotation de Tea- 
grenagc. Quelquefois môme , sous Teffort d'une grande pression ,, Taréte z^' péné* 
trera asse? avant dans la surface A^ G'' pour ne plus pouvoir se dégager ^ et il y aura 
un arc-boutemehi qui arrêtera subitement la machine, ou qui fera rompre Tune 
des dents ainsi engagées. C'est pour cela qu'il faut toujours échanfrioer les deDts, 
et avoir soin d* adoucir encore les arêtes qui résulteraient de celle troncature. 

877* Mais y lors même que ces précaulioDS ont été prises, il reste toujours des 
aspérités inévitables sur le bois ou la foute qui ont servi à former les dents; et ces 
aspérités produisent , quoique d'une manière moins proooncée , des effets analogues 
à ceux que nous avons décrits au numéro précédent. D'où l'on doit conclure , con- 
formément à l'expérience, que le frottement et la perte de force motrice sont tou- 
jours plus considérables pour deux denlcS qui se poussent avant la ligne des 
centres^ que pour celles qui sont en contact après cette ligne. En outre , dans le 
premier de ces cas, il peut encore y avoir arc-bouteraent, quoique la dent a![:^"b" 
soit écbanfriné-e, si par quelque légère irrégularité,. il arrive que la poussée des 
deux roues ne se fasse que par le dernier élément du profil conservé a"z'\ et que 
la pression soit considérable. Ainsi, nous pouvons poser ce principe général: 
dans tout engrenage il faut, autant ijue possible, éviter que les dénis commencent à 
entrer en prise avant la ligne des centres^ 

878. Pour remplir cette condition , le premier moyen serait de supprimer dans 
une des roues, 0' pc^r exemple, toutes les portions de dents qui seraient en. dehors 
du cercle primitif «'6', ainsi que le montrent lesfg. 17, 18, 30, i22, 23 , et d'exiger 
que la roue (vit toujours la roue menante j soit à droite, soit à gauche, car alors 
on voit bien que la poussée ne s'exercerait jamais qu'après, la ligne des centres. Ou 
pourrait obtenir le même avantage dans l'engrenage à développantes delà jîjf. 24, si 
l'on réduisait les profils des dents de 0' aux parties intérieures ^{/a,/^^^,.... Les engre- 
nages de ce genre , où une seule des roues peut mener, sont dits non réciproques. 

S79.. Mais celte disposition offrirait des inconvénients dans les gravides ma- 
chines, à mouvements rapides, à résistances très-inégales , où les vitesses sont régu- 
larisées par l'emploi des volants. Car, alors, en raison des petites variations pério- 
diques que subit la vitesse,, et à cause du jeu qui doit toujours exister entre les 
dents (n° 837), chacune des deux roues, tout en conrinuant de marcher dans le 
même ^cos, se trouve tantôt menante et tantôt menée: or, pour remplir ce double 
rôle, elles doivent toutes deux être armées de dents saillantes en dehors des cercles, 
primitife, comnae on le voit dans layî^.. 3:2, où l'engrenagç est dit réciproquo.. 
Ainsi , pour conserver cet avantage sans retomber dans Tinconvénient d'avoir des 
contacts, tant en avant qu'en arrière de la ligne des. centres, il faudra démaigrir 
les dents du côté opposé à celui oii le mouvement doit avoir lieuj c'est-à-dire çnlever 
les parties que noys avons couveites de hachures dans la Jig. 32; mais le système: 
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ne pourra fonctionner que dans an seol sens, celui qui est indiqué par Ie6 flècfaeô 
çetyn. 

880. {Fig. 32i. ) Linriie du nombre éeà denté. A la poussée d*an couple de dents 
doit succéder, sans Interruption aucune, la poussée d-un autre couple , afin d'éviter 
les chocs rétrogrades que Ton nomme des iH:onps : il faut donc qu'à Tinsiant où les 
deux dents GAZ et gaz commencent à se toucher sur la ligne des centres en A , les 
dents G'A'Z' et ^ix'z' du couple précédent soient encore en prise. Or, en abaissant 
la normale Ax sur le profil a'j^'(rectiligne ou non), on sait que le pied x de cette 
normalfe doit être (n* 812) le point de contact de l'enveloppée a'g' wec l'enve- 
loppe A'Z' ; si donc ce point x se trouve au-dessous du sommet Z^ de la deni de la 
roue O, la condition demandée sera remplie; sinon, il y aurait desà-conps, et pour 
les éviter, il faudra rapprocher les dents en augmentant leurs nombres n el n', 
qui devront toujours être choisis proportionnels aux rayons R et R' des cercles 
prmiitffs. Il suit de là que le nombre W des dents de la petite rotre admet un mtrtf- 
mum , qui varie avec la nature des profils et avec le rapport des vitesses angulaires ; 
aussi, en cherchant à déterminer par le calcul la position du pied delà normale A:p, 

R' 

M. Savary a. trouvé les limites suivantes, où (i désigne ie rapport -^ , qui esitou- 

jours moindre que l'unité : 

Dans un engrenage à flancs »' = ou > lo ( i -f-p); 

Dans un engrenage à lanterne n' = ou> 7-f-4p; 

Dans un engrenage à développantes w'=.ou > i6 + 2f;.. 

Nous ne rapporterons point ici les calculs qui conduisent à ces résultats , parce 
qu'ils peuvent être avantageusement remplacés , dans chaque exemple , par la véri« 
ticalion graphi((ue citée plus haut, laquelle n'exige que le tracé provisoire de deux 
dénis. 

CHAPITRE V. 

DES ENGRENAGES CONIQUES. 

881. ( P/. 7 1 , /îy. I . ) On appelle ainsi le système de deux roues dont les axes , 
au lieu d'être parallèles , vont se rencontrer sous un angle quelconque. Soient Z'O' 
et Z'o' ces deux axes, situés ici dans le plan vertical de notre épure; on commen- 
cera par tracer dans Tangle (yZ'o', une droite Z'A' telle, que les deux perpendi- 
culaires abaissées d'un quelconque de ses points sur les deux axes, soient en raison 
inverse des vitesses angulaires (n" 805) que Ton veut imprimer aux deux roues, 



(♦} Ce procédé, ainsi que les remarques précédentes, sont tirées des Leçons que M. Saoary avait 
rédigées pour son Cours de machines à l'École Polytechnique. 
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c'esl-à-dire en raison inverse des nombres de lours que ces roues doivent faire dans 
un même temps : ces nombres étant assignés par la question , la détermination gra- 
phique de la droite II M est trop facile pour nous y arrêter davantage. Ensuite, 
selon la grandeur plus ou moins considérable que Ton voudra donner aux deux 
roues, on choisira sur la droite Tl M un point A' plus ou moins éloigné de 71^ et 
duquel on abaissera sur les axes les perpendiculaires k!QI^ Mtl\ ce seront là les 
rayons des cercles primitifs^ lesquels serviront de bases à deux cônes de révolutioa 
Z'A'O' et 7J \'o' dont chacun sera, pour ainsi dire, le noyau d'une des roues. 

882. Maintenant , pour obtenir entre les vitesses angulaires le rapport assigné 
ci-dessus, il suffira évidemment de faire tourner les deux cônes primitifs autour de 
leurs axes immobiles, de telle sorte que les circonférences A'O' et A'o' prennent des 
vitesses absolues qui soient égales (n" 807). Or, pour remplir cette condition au 
moyen de la poussée de deux dents correspondantes, il faut terminer ces dents par 
deux surfaces coniques ayant leur sommet commun en Z', et dont Tune soit Ven- 
velappe d^ l'espace que parcourrait Tautre, si, en laissant tout à fait immobile le 
cône Z'A'O', on faisait rouler sur celui-là le cône Z' A'o' qui entraînerait avec lui la 
surface de sa dent; car, en appliquant ici les détails que nous avons donnés aux 
n^' 808 et 809, on verra bien que ce roulement amène les deux cônes primitifs dans 
la même situation relative que s'ils avaient tourné autour de leurs axes immobiles 
et de manière à faire parcourir des arcs égaux par deux points quelconques des cir- 
conférences A'O' et A'o'. 

883. {Fig. I.) D'après ce principe, la solution la plus simple s'obtiendra en 
formant : i* la dent de la petite roue avec un plan mené par l'axe Z'o', eX qui reçoit 
le nom de flanc; 2"" la dent de la grande roue, avec une surface conique qui soit 
constamment tangente à ce flanc, dans toutes les positions qu'il occupera pendant 
le roulement du cône primitif Z' A' o^; et Ton va voir que ce cône, enveloppe du 
flanc, a pour base une épicycloïde sphérique. 

Dans le plan du cercle primitif dont le rayon est A'o' (plan que nous appellerons 
le plan auxiliaire de projection, et qui est rabattu ici avec ce cercle suivant A'G^'), 
traçons une circonférence A'Fo' qui ait pour diamètre le rayon A!o\ et faisons-la 
rouler successivement : i** sur le cercle primitif du rayon O'A', en conservant tou- 
jours entre leurs plans l'inclinaison marquée par l'angle o'A'X; 2* dans l'inté- 
rieur et dans le plan du cercle primitif qui a pour rayon o'A'. Pendant le premier 
mouvement de rotation, un point quelconque de la circonférence mobile, par 
exemple celui qui est rabattu en m sur le plan horizontal, décrira une épicycloïde 
sphérique dont nous savons trouver la projection horizontale DM (n** !|82), et dont 
le cône gértérateur A'S'o' s'obtient en élevant par le centre w' la perpendiculaire w'S' 
sur le plan du cercle mobile; de sorte que cette épicycloïde est située tout entière 
sur la sphère décrite avec le rayon S'A' : d'ailleurs, si l'on rabat le point (M, M') 
en F sur le plan auxiliaire, on sait (n* 470) que la droite projetée suivant 
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(A'M, A'M'), et qui a pour vraie position A'F dans le plan auxiliaire, se trouve 
être une normale de Pépicycloïde au point (iM, M')« D'un autre côté, pendant la 
rotation du cercle A'Fo' sur A'Ge , le raême point générateur (M, M') ou F décrira 
une épicycloïde rectiligne (n** 475) qui sera précisément la droite o'FG. Cela posé, 
si Ton conduit un plan par celte droite o'FG et par l'axe Z'o', je dis que ce plan 
méridien sera tangent au cône qui aurait pour sommet le point TI et pour base fépi- 
cydaide projetée sur DM. En effet, si Ton observe que le plan méridien en question 
a pour trace verticale Z'o'X, et pour trace sur le plan auxiliaire la ligne o'F elle- 
même, on reconnaîtra aiséquent que ce plan est perpendiculaire sur la droite ra- 
battue suivant AT, et projetée suivant (A'M^ A'M') : or, puisque cette droite est 
normale à répicycloïde, il est certain que le plan méridien Z'o^Y contient la tan- 
gente de cette courbe au point (M, M'); et comme il passe aussi par le sommet Z' 
du cône épioycloïdal, il sera bien tangent à cette surface, tout le long de la généra- 
trice qui réunira le sommet Z' avec le point F relevé en (M, M'). 

D'ailleurs, ce contact continuera de subsister le long d'une génératrice variable 
sur ce cône épicycioïdal , pendant que le cône primitif Z'o'A' roulera sur le cône 
Z'O'A'; car, pour toutes les positions du point F sur le petit cercle, les deux 
cordes A'F et o'F, A' F, et o'F,,... , se trouveront toujours perpendiculaires l'une 
à l'autre. Donc le plan Z^o^f est bien propre à former \e flanc d'une dent de la 
roue Z'o' A', puisqu'il sera touché constamment et conduit par la dent que termine 
le cône épicycioïdal [Z\ DM], de la mémo manière que si le cône' primitif Z'o'A' 
roulait, sans glisser, sur l'autre cône Z'O'A' : ce qui remplit bien la condition du 
n^882. 

88/!|. {Fig. x. ) Il reste à trouver l'étendue précise que doit avoir le flanc pour 
correspondre à un arc limité DM de l'épicycloïde. A cet eiïet, rabattons le flanc 
Z^oF sur le plan vertical, autour de Taxe Z'o' : dans ce mouvement, le point F dé- 
crira l'arc de cercle F/ dont le centre est en o'; et la droite Z'/ sera le rabaltemeiH 
de la génératrice de contact qui aboutit au point (M, M'). Mais, à Tépoque où le 
flanc' passait par l'origine D de l'épicycloïde, il touchait le cône épicycioïdal sui- 
vant la génératrice projetée sur (XD, laquelle se rabattra évidemment sur Z'A'. 
Donc l'angle A'Z'/ mesure en vraie grandeur sur le flanc, Tespace angulaire qai a 
éié conduit et touché par la dent épicycloïdale, pendant que le flanc a roulé depuis 
le point D jusqu'en (M, M^). Ce sera donc à cette partie angulaire A^Zy qu'il fau- 
dra restreindre l'exécution du flanc, si la dent est réduite à la portion du cône qui 
correspond à l'arc DM. 

885. Mais ce procédé no serait pas d'une application commode dans Tépure 
générale qui va suivre, attendu qu'alors nous ne connaîtrons immédiatement que 
la projection horizontale M de l'extrémité de J'arc DM, avec la sphère Z'A'P^o' sur 
laquelle est située Tépicycloïde. Dans ce cas, il faudra rabattre le point M en R, 
prqjeler ce dernier eu F sur le grand cercle de la sphère « et abaisser sur Taxe Z'O' 

6« édit, in 
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la porpendicQlaire P'K' qni représentera le parallèle sur lequel doit être sitaé le 
point de Tépicycloïde projeté en M. Alors ce parallèle FK' coopéra le cercle gêné* 
râleur qiii a pour diamètre A!o\ suivant une corde projetée au point M'; on rabat- 
tra celte corde suivant M' F, qui fera connaître le point F, duquel on déduira /et 
le reste conime ci-dessus. 

886. ( P/. 7 1 , /îjp. 3 . ) Tracé de l'épure. Soient l'Qf et Z' o' les axes des deux roues^ 
situés dans le plan veKical de projection ; soient aussi MQf et k'd les rayons des 
cerclez primitifs que Ton déterminera comme il a été dil au n* 881 : ces deux cercles 
sont représentés , sur les deux plans {fi^. 3 et 4 ) perpendiculaires Mx axes, par les 
circouférenoes OA et m. Après avoir choisi doux nombres en tiei^s n et m\ qui soient 
entre eux dans le même rapport que les rayons primitifs , on divisera la circonfé- 
rence A en n parties égales AA,, A, A,,..., et la circonférence 0a en n' parties 
égales <ii?, , a^a, ,... ; et il arrivera nécessairement ( n** 836) que les divisions AA, 
et aa, seront de môme longueur absolue. Ensuite, on subdivisera cbacun de ces 
arcs en deux parties dont une AB , destînéeà former la base delà dent, soit mcMudre 
que l'autre BA, d'environ un douùème de Tare total AA, {vogetvr 98!7). 

887. ( Fig. net 3.) Cela posé, dans le plan du cercle primitif A' o\ et sur ce rayon^ 
comme diamètre , décrivons un cercle qui est rabattu ici suivant o»" A {fig. 3 ) ; puis^ 
fbisona-le rouler snr la circoufiéronce (VA^ en maintenant entre leurs plans Tincli- 
uaiaon primitive (y AV. Dans ce mouvement, le point (A, A^) ds cercle mobile 
décrira une é{}icycio)fde située sur la sphère qui a pour rayon s'A'; et pour con<* 
struire cette courbe sans déplacer le contact actuel A des deox cercles , on prendra 
deux arcs égaux A m et AI, d'où l'on déduira (n" 482) les projections M, lif, d'un 
point do l'épicycloïde qui aurait son origine en I ; mais comme l'origine est réel* 
lement en A , on verra bien qu'il suffit de prendre l'arc ^ égal à RM , pour obtenir 
un point ^ de la projection horizontale AjulX de l'épicycloïde demandée. Alors le 
côoe, qui aura pour base cette épîcycioïde et pour sommet le point (Z', 0) , for* 
mera ( n* 883) la dent qui commence en (A, A'); mais il reste à en trouver les mler^ 
sections avec les deux surfaces coniques inférieure et supérieare qui terminent le 
noyau de la roue , et dont nous n'avons pas encore parlé. 

888. Par le point A' menons une droile indéfinie A'(y, formant avee A'Z' un 
angle un peu plus grand qne 90*; puis, après avoir marqué la longueur A'a que 
l'on vont donner aux dente, menons la droite aV parallèle à A'Qfi et faisons 
tonracr ces deux parallèlee autour de Taxe vertical (0, O^Z'); nous proMronn ainsi 
deux cônes de révolution que l'on terminera à deux cercles horizontaux (y<y!, VV\ 
aaiea écartés poorqae le solide qu'ils compreodronC oifre tiiie nàsistance snffiMfile : 
oe solide jfbraie œqe'oD appelte t'^/mfyure, qui est quelquefois évidée, comme déw» 
la PL 68 ; tandis que la partie compose entre Jes deux c6nes décrits par A'(/el sV^ 
forme la cetwwme dans taquellft sont taillés les dents et les creux, et qui devra 
6tr« prolongée jui^'à nne certaine- limite Z^JV?' <iépcndant de la saillie qne Ton 



CHAPITRE V» — OfiS EKGRBNAGB0 CONIQUES. 371 

voudra doi>uûr aiu. deols , comme nous Texpliqueroivs tout à Theure (n°800). 
Quant à la petite rouei on tirera la droite AV dans une direction à peu prè» 
symétrique de A'Q' par rapport à la ligne AZ'; puis, du pointa on mènera a v' 
parallèle à Ay^ et Ton terminera les deux cônes, que ces parallèles décriront au* 
tour de Z'o\ par les deux cercles de 1 enrayure v't^" et qq\ Enfin, on prolongera 
ces mêmes cônes jusqu*à la limite Z'n'f' que nous allons apprendre à assigner pour 
la saillie das dents de cette seconde roue. 

889. Revenons maintenant au cône épicycloïdal qui avait son sommet en (0, 7J) 
et pour base Tépicycloïde projetée sur A/aX, et cherchons la courbe ACL suivant 
laquelle se projette son intersection avec le cône inférieur décrit par la révolution 
de la droite A'Q'. Gomme cette épicycloide est située sur la -sphère du rayon «'A', 
si nous coupons cette surface et les deux cônes ci-dessus par un plan vertical , tel 
que OX, et que nous le rabattions sur le plan vertical autour de Taxe (0, O'Z'), 
on verra bien que le point X se transportera en X', et que Z'X' sera le rabattement 
de la génératrice du cône épicycloïdal ; donc , en prolongeant cette droite jus- 
qu'en L', où elle coupe la génératrice QIM?\ et en ramenant par un arc de cercle 
le point U en L sur OX^ ce dernier point L appartiendra a la projection deman- 
dée ACL. 

890. De là on déduira la courbe BD symétrique de AQ par rapport à la %ne 
milieu de la dent , sur laquelle ces courbes iraient se rencontrer ; mais 9 en les pro- 
longeant ^nsi , les deux faces coniques de la dent se couperaient suivant une arête 
vive» ce que l'on doit éviter avec soin (n*" 843 et 876) : c'est pourquoi on éclmn- 
frine la dent^ en traçant un arc de cercle PCD placé un peu au-dessous du point 
de section des courbes AC et BO, il en résulte une nouvelle face conique ayant 
pour sommet le point (Z'O) et pour base un arc de la circonférence (PCD, F P''), 
C'est ce cercle d*échanfrinement qui détermine la limite Z'F dont nous avons parlé 
au n* 888; et la vraie mesure de la saillie que présentent les dents au-dessus du 
cône primitif Z'A'O' est exprimée par l'angle AZ'P\ 

Le cône supérieur de la couronne, décrit par la révolution de la droite a!\\ 
sera coupé par les faces coniques de la dent, suivant des courbes «y^ Êi, évidem- 
ment semblabkê avec AC et BD, puisque les génératrices «'V et A'Q[ sont pa- 
rallèle^; de i^rto<|u'on pourra tracer ces courbes au moyeu de rayons vecteurs 
proportionnels. 

89ft. QuaQt à la petite roue, après «voir tracé un cercle horizontal sur (OA^ O'A') 
comn^ diomètre^ on fera rouler le cône droit S' Ai}' isur.le cône S'A'o': le poii»t 
(A\ a) d^ cercle mobile décrira une épioycloïde située sur la sphèce du rayon ^'A'p 
et dpnt on constiaira la projection «p' sur le plan auxiliaire de la/^. 4 i pui9r 
eu \(us^uanl un cône qui ait pour base cette épicycloide et pour somtnel le point 
(Z' o), on cherchera l'intersection de ce cône épicycloïdal avec le cône de la oou^ 
ronne décrit par la révolution de la droite A'f' autour de Taxe Z'o\ ce qui foujTr 
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nira la projection ac du coniour de la dent. De là ot définira par symétrie les 
diverses courbes 6,d,, «.c, ,..., que Ton coupera, avant leur rencontre, par le 
cercle d'échanfrinement prf,c,, lequel fera connaître le point p' et la saillie A'Z'p' 
que présenteront les dents de cette roue au dehors du cône primitif Z'A'o'. Nous 
ne faisons qu'indiquer ces diverses opérations , parce qu'elles sont toutes sembla- 
bles à celles que nous avons eflectuées pour la première roue. 

Remarque. Quoique la saillie de la dent ait pour limite rigoureuse la droite Z'p', 
il sera bon, afin de laisser quelque jeu à la machine, de tracer une autre droite 
Z'p^ un peu plus écartée de Taxe, et de considérer cette dernière comme la limite 
fictive de la dent, quand il s'agira tout à l'heure de déterminer l'étendue des flancs 
et des entailles de la grande roue. 

892. Limiles des flancs. Nous avons vu au n"" 883 que les flancs de la grande 
roue qui seront conduits par les dents de la petite sont les plans verticaux OA, 
OA,, OA,,... ; mais pour déterminer la partie utile de ces plans, c'est-à-dire celle 
qui est successivement touchée par la portj^n de cône épicycloïdal correspondante 
à l'arc fini acy il faudra recourir à la méthode du n* 885. Ainsi, du point. p'^, où 
la génératrice extrême Z'p'^ du cône épicycloïdal rencontre le grand cercle 0'p"A! 
de la sphère qui contient Tépicycloïde en question, abaissons sur l'axe ZV la per- 
pendiculaire p"k'; elle coupe le diamètre O'A' du cercle générateur au point 2, 
que l'on projettera en 3 sur la circonférence de ce cercle; on rabattra le point 3 
en 4 swr '^ p'an vertical, et la droite Z^4 > q"c l'on prolongera jusqu'en J', ou elle 
rencontre le cône inférieur de la couronne, fera connaître la partie angulaire A'Z'F' 
du flanc qui seule est conduite par la dent correspondante à l'arc ac. Toutefois « 
comme la droite Z'F' rencontre aussi le cône supérieur de la couronne au point (^'^ 
on doit dire que la grandeur précise du flanc est donnée par le trapèze A'a ^F^ 
dont les angles F' et ^ip' fournii*onr sur le plan horizontal les circonférences aux- 
quelles il faudra terminer les côtés des flancs AF, «cp, BE,.... 

Pour la petite roue , on trouvera d^nne manière semblable les côtés des flancs 
afy bcj...^ en opérant sur la génératrice Z'F du cône épicycloïdal qui forme la 
dent de la grande roue. 

893. Limites des eniaitles. Au lieu de faire tourner les deux roues autour de 
leurs axes immobiles, nous pouvons, d'après le principe du n* 809, laisser lacône 
Z'A'Cy entièrement fixe et faire rouler sur celui-là le cône Z'A'o' qui entratnera 
avec lui la dent correspondante à l'arc ac. Pendant celle rotation, Taréle extrême 
Z'p" de la debt engendrera une surface conique ayant son sommet en Z', et pour 
base Tépicycloïde rallongée qui sera décrite par le point af où cette aréle va couper 
le plan du cercle mobile AV; et les intersections de cette surface avec les deux 
cônes qui terminent la couronne de la grande roue, indiqueront évî<temment les 
limites de rentaille à pratiquer, pour que la dent de la petite roué puisse se mou- 
voir librement. 
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{Fi(j. -î el 5.) Afin de conslniire, sans confusion, celle é|»icyd«jMliî tniUtn^^, 'i*;» 
sera loul enlière sur la sphère x'y' décrile avec le rayon 7Jx\ triinH|K>fiofi^ •< 
Iriangle Z'A'(y dans la situation Z"A"0", et en traçant la droite A"x" égaU- et i,»- 
rallèle à \'x\ nous aurons les projections x" et a: du point générateur quand il #•»•.! 
arrivé dans le plan vertical; d'ailleurs le cercle a:'' i/", décrit avec la distance Z ./' 
pour rayon, représentera la sphère qui contient Tépicycloïde cherchée. Cela pow* 
si nous traçons le cercle A"B" avec le rayon 0" A", et lo cercle A"b" avec un rayon 
o"A" choisi égal à o'A', ce dernier sera le rabattement du cercle mobile qui doit 
rouler sur l'autre ; de sorte qu'en prenant deux arcs égaux^A"M = A'' m, et en pro- 
longeant le rayon o'^m d'une quantité iwG égale à A"x'\ le point G serait le rabat- 
tement, et 7, y' les projections du point générateur quand la rotation aurait fait 
parcourir l'arc A"M, si l'origine de cette rotation était en M; mais comme cette 
origine est vraiment en A", on verra bien qu'il faut tracer la circonférence gihl et 
porter l'arc gi de h en /, pour obtenir un point / de la projection Ix de Tépicyclaïdc 
demandée. 

Maintenant, il faut imaginer un cùuc qui ait son sommet en Z'^ et pour base 
l'épicycloïde projetée sur te, et en chercher l'intersection avec le cône inférieur 
de la couronne de la grande roue, lequel aura pour génératrice, sur la fig. 5, la 
droite A"Q" menée parallèlement à A'Q' de la/gr. 2. D'abord, la génératrice Z" a:" 
du cône épicycloïdal fournira, par sa rencontre avec A''Q'", un point (X'^ X; de 
l'intersection demandée. Ensuite, considérons la génératrice quelconque projetée 
sur 0"/, cl rabattons-la sur le plan vertical : le point de l'épicycloïde projeté en / 
étant à la même hauteur que g\ il se transportera en k\ sur la sphère x^^y^^; la gé- 
nératrice sera donc rabattue suivant 7/k\ et alors elle coupera A"Q" au point (r\ r); 
de sorte qu'il n'y aura plus qu'à ramener par un arc de cercle le point r en L sur 
0/, pour obtenir un point de la courbe E"LX suivant laquelle se projette horizon- 
talement l'intersection des deux cônes ci-dessus indiqués. 

894. C'est celle courbe E"LX qu'il faudra transporter sur \difig. 3 suivant EII, 
avec le soin de placer le point E'' (que nous allons apprendre à déterminer) à 
l'extrémité E du flanc BE, et le sommet X sur le cercle limite THG, lequel se déduit 
du point T' 011 la couronne de la roue est rencontrée par Taréte Z*j/x\ Quant nu 
point E^' de la fig. 5, si l'on se représente bien la rotation du cône primitif Z'A'o' 
sur le cône immobile Z'A'O', on reconnaîtra aisément qu'il faut prolonger le 
cercle B"A'' d'une quantité A"U" égale à l'arc b^u de la fig. 4; puis, tirer le rayon 
O'U" sur lequel on prendra la longueur U^E'', égale au flanc BE de \afig. 3. 

Sur le cône supérieur de la couronne, le cercle limite Br, sera fourni par Je 
point 6' où la génératrice NW' est coupée par la même arôte Vp" x'\ et la 
courbe er étant semblable à EH, elle se déduira de celle-ci par des rayons vecteurs 
proportionnels. 

La projection verticale des courbes qui forment le contour des dents se con- 
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dura de la projection liorizoctale, en ramenant les divers poinls de edle*ci sur 
les cerdes borizonlaux, auxquels ils appariieneect. Mais ce tracé» que nousavot)» 
effectué ià, ne doU être regardé que comme un compléoieaf de la représeaiattou 
graphffiue^ car il est entièrement inutile pour le consiracteor; aussi, sur le plan 
vertical de la petite roue, nous n'avons figuré qo^one simple coape. 

805. (Fig. 6.) Développements des panneaux. Pour exécuter cet engreiiage, il 
est nécessaire de connaître , en vraie grandeur j lea interseciioas dcis diverses face» 
de la dent et du creux avec les deux cônes de la courcmne qui sont esgendrés par 
la révcAuHioB des droite? parallèles FA'Q' et N'oi'V' autour de Taxe (XZ'. Oadé- 
veiappera donc ces deux surfaces coniques par la méthode du n* 2M , en cber- 
chant d'abord la position de leurs sommets sur cet axe; aiosî, pour le c6ne F A'Q' 
par exempte 9 o& décrira, avec son apothème, une circonférence sur laquelle od 
prendra des arcs égaux en grandeur absolue à PC, CD,... ; et sur les rayons qui 
aboutiront à ces points de division, on portera les longueurs des portions de géné- 
ratrices comprises entre le cercle P'P" et les divers points projetés en A, B, E, H,.. .* 

896u Après avoir taillé le solide de Tenrayure et de la couronne, on appliquera 
sur les deux parois coniques correspondantes à FQ' et N'V, les panneaux dont 
nous venons de parler, construits en carton flexible, afin qu'en les faisant fléchir 
ils puissent coïncider entièrement avec ces surfaces; dans cet état, les courbes 
transformées auront repris leur forme primitive à double courbure, et Ton tracera 
alors sur ios parois coniques le véritable contour des dents et des creux. Ensuite, 
il n'y aura plus qu'à exécuter les surfaces coniques dirigées vers le sommet Z\ au 
moyen de Taréte d'une règle que Ton promènera sur les contours inférieur et su- 
périeur, avec le soin de l'appuyer en m^e temps sur les points àe repère qui cor- 
respondent à une môme génératrice , points qui sont donnés par le tracé môme des 
panneaux. 

897. Remarque. A l'égard des entailles, nous avons voulu expliquer ia mé*- 
tliode rigoureusequi servirait à eulever le solide minimum ^ et laisserait ainsi aux 
dents la fim grande résistance possible; mais, dans la pratiqua, et pour ne pas 
ajouter aux difficultés d'exécution que présente cet engrenage, en se contente de 
déterminer les cercles limites THG, 9t7, au moyen des deux points de section T\ 0\ 
marqués sur le plan vertical de \Sifig. 2 , et Ton prolongé en ligne droite les côtés 
des flancs BE, AF, Se^.., jusqu'à ces deux circonférences limitas; ou bien, em 
raccorde leurs extrémités avec ces circonférences par une peûte courbe arbitraire^ 
mais située visiblement. en dehors de la limite rigooreuse EH. Cette simpliffication, 
qui dévora toujours être employée, ne nuit en rien à la marche régulière de Ken- 
grenage; mais il n'en est pas de même pour k snivantew 

S98. ÈiiéiluHie^^roxinuiiive. Pour éviter la longueur et ies^ifficoUés que pré* 
sente le tracé des épicycloïdes sphériques, beaucoup de constructeurs se permettent 
d'y s\il^si)l|ier des épicycloïdes planes, qu'ils déterminent de la manière suivante. 
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Après avoir fixé les rayons primitifs A'O' et A'o', ils mènent par le point A', et per- 
pendiculairement à la génératrice TJ S!y un plan que j'appellerai iplan auxiliaire y et 
qui va couper les axes des roues en deux points que je désignerai par 0, et o,; 
dans ce plan auxiliaire ils décrivent deux cercles avec les rayons 0, A', o,A', et ils 
opèrent comme si ces deux circonférences devaient rouler Tune sur l'autre, ce qui 
n'est pas très-éloigné de la vérité, du moins pour le court intervalle pendant lequel 
s'exerce la poussée d'une même dent. 

Ainsi , après avoir rabattu le plan auxiliaire avec les deux circonférences qu'il 
renferme, on rapportera sur celles-ci les divisions égales marquées sur les cercles 
primitifs, et l'on construira les profils d'une dent de chaque roue, comme pour 
un engrenage cylindrique (n* 838). Ensuite, comme on termine ici les couronnes 
des deux roues d'angle par les surfaces coniques que décriraient les droites A'O, 
et A'o, en tournant autour des axes respectifs, les profils construits ci-dessus rem- 
placeront les panneaux développés sur \eifig. 6; de sorte qu'il suffira d'appliquer 
ces profils sur la couronne même, pouv pouvoir exécuter les diverses faces des 
dents et des creux , ainsi que nous l'avons dit au n"" 896. 
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NOTE SUR LES CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECTION El SUR LES 

MOUVEMENTS DE ROTATION. 



Changement de plans de projection. 

r*^ PnoBLÙiE. — Changement de plan ch projection par rapport à un point. 

Nous prendrons pour ce premier problème une figure en relief [fig. i), afin de mieux fuire com- 
prendre répure qui est en regard [/ig, ?.]. Soit donc un syslcnie ordinaire de plans de projection V 
et H, se coupant suivant la ligne de terre LT; nous remplaçons le plan vertical V par un autre plan 
vertical V, coupant le plan horizontal H suivant la ligne de terre L' T', et le plan V suivant la 
verticale IF. Nous avons projeté un point M de l'espace en M., et Ma sur les deux premiers plans, 
et nous demandons quelle sera la projection M^ de ce même point sur le nouveau plan vertical. 

On sait: i° que les deux projections d'un point doivent se trouver sur une même perpendiculaire 
à la ligne de terre; 2° que la distance d*un point au plan horizontal se mesure par la distance de sa 
projection verticale à la ligne de terre; par conséquent, en abaissant de Ma la perpendiculaire M^/"' 
sur I/T', en prolongeant cette droite d'une longueur m' M^ égale à wMr, on aura en M^ la nouvelle 
])rojection verticale du point M. 

Fit*. I. 





wM» = iK =r /«'Mr* = 'K, = / K^. 



Lc^ mômes considérations devant être employées quand on remplace le plan horizontal H par un 

5« édit, — Traité de Cêomctrie descriptive, par Leroy. 4" 
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autre plan H' per|>encliculaire au plan vertical V suivant la nouvelle ligne de terre L'T', nous non* 
bornons a énoncer la construction : Abaissez de M, une perpendiculaire M» m' h V T', et prolongez- i/i 
d Ut ne longueur m' M^ égale à m Ma ( >?^. 3 et 4 )• 

On remarquera que dans le Tt\\eï{fig. 1) nous avons considéré le plan horizontal comme fixe, et 
nous avons rabattu chaque plan vertical sur le plan horizontal , tandis que nous avons fait le contraire 
dans le relief [fig. 3). 

Fig. 3. Fig, 4. 



^^S 




v». 




' A 



m M* = / K = m' Ma' = / Ka = ' Ka'. 

Supposons enfin qu'on veuille changer les deux pians de projection par rapport au point M ; c'est- 
ù-dirc remplacer les deux plans V et H par un autre système de plans V et H' rectangulaires entre 
rux [Jig, 5). 

On changera d'abord le plan horizontal H en un auti*e plan H' perpendiculaire au plan Y suivant 
la ligne L'T', et on aura les projections Ma'M,; on changera ensuite le plan V en un autre plan V per- 
pendiculaire à H' suivant la ligne de terre Vl", et on aura les projections M^Ma'. 



Fig.b. 



Fig. G. 



'r. 




m Ma = /Ka = /Ka' = nt' Ma', 
w'M, = /'Gr = i'O^ = iw"M/. 




II* Paoblème. — Changement ele plans de projection par rapport à une droite. 
Soit D,, Da Ifig. 6), les deux projections d'une droite D, changeons le plan vertical suivant la nou* 
telle ligne de terre V T. La projection horizonule Da et la trace horizontale / de la droite D restcroni 
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les inèines^ la nouvelle (irojection verticale t^ de la trace / s'obtiendra en abaissant en ^' une perperi- 
(iicuiuire ù'L'T'; il surGra donc de chercher la nouvelle projection verticale d'un autre point de b 
droite D. Prenons, par exemple, la trace verticale de la droite D, ce point a pour projection horizon- 
tale Oa : en menant par Oa une perpendiculaire 0^/ à L'T', en portant la distance 0a9 de r en 0^, on 
aura la nouvelle projection verticale 0^ du point 0» et en joignant r^, 9^ on déterminera la nouvelle 
projection verticale \i/ de la droite D. On reconnaît, d*après la position des projections G^ 0/ en 
égard à la nouvelle ligne de terre L'T', que le point 6 est derrière le plan V, ainsi «pron devait 
sV attendre. 

Comme vérification de ce qui précède, on peut observer que Tintersection I des deux plans verti- 
caux est projetée horizontalement au point I/„ oà les deux lignes de terre se rencontrent, et vertica- 
lement: i*' dans le premier système, suivant I, perpendiculaire à LT; 2** dans le deuxième système, 
suivant 1/ perpendiculaire à L'T. Par conséquent, si Ton mène 9 A parallèle à LT, si Ton décrit Tarr 
AA' du point Ia comme centre avec Ia A pour rayon , et enfin si l'on mène A' 8/ p«irallèle à \J T, cett<' 
parallèle doit aller aboutir en 0,'- On écrit de cette manière dans Tépure les relations sur les()uelles 
repose la construction précédente. 

On peut se proposer comme seconde vérification de chercher la nouvelle trace verticale 6' de la 
droite D, soit directement en élevant do point O'a, où D4 coupe L'T', une perpendiculaire ù cette der- 
nière ligne, jusqu'à la rencontre en 0' de D,/; soit indirectement en revenant à Tancien système, c'est- 
à-dire en iibaissant O'aO'^ perpendiculaire à LT, en menant par 6'„ la parallèle d'^B à LT, en décrivant 
de \h comme centre avec le rayon Ia B Tare BB' et en conduisant enfin du point B', la parallèle B' A' 
à L' T' qui devra donner le point ô'. 

Il est bien évident qu'on aurait pu , au lieu des traces de la droite , prendre deux points quel- 
conques, mais on comprend aisément qu'il est plus avantageux d'employer les traces, en ce qu'elles 
servent en même temps à déterminer la droite et à reconnaître la position qu'elle occupe dans les 
quadrants formés par les plans de projection des deux systèmes. Toutefois, pour plus de généralité, 
nous allons employer deux points quelconques dans le problème suivant : Soit donnc^e [fi^. 7) une 




jw' Ma = ni" M*//, rtk» = /V, 
/i'Na =/î"Na/'. 



droite D 



par ses projections D^Da , rapportées à un système de plans V et H se coupant recUngulai- 

48. 



C 
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renient suivant LT, on veut construire les projections de la même droite par rapport à un autre 
système de plans V et H" se coupant rectangulairemont suivant la ligne L"T'', en faisant usage de 
deux points quelconques M et N pris à volonté sur cette droite {Jig, 7). En considérant attentivement 
répure, on reconnaîtra que nous avons d'abord remplacé le plan vertical V par un autre V coupant le 
plan H suivant la ligne de terre L' T'; que nous avons ensuite abaissé des projections Ma et Na les per- 
pendiculaires Ma m»/, Na Nr' sur L' T' ; que nous avons enfin reporté m M, de m' en M^, n N, de n! en ?i/, 
et (|u en joignant M,/ N,/ nous avons obtenu la nouvelle projection D^ qui a dii couper V V au pied 
t/ de la perpendiculaire / /r' menée de la trace t sur la nouvelle ligne de terre. L'ancienne trace verli- 
cale de la droite D a fourni une nouvelle vérification, la distance 00a devant être égale à 0/Oa^. Quant 
il la nouvelle trace verticale 0', on Ta obtenue en élevant par OV une perpendiculaire OVO' à UT, 

Pour la seconde partie de l'épure, on reconnaîtra de même que nous avons substitué au plan liori> 
zontal qui avait déjà servi aux deux premiers systèmes, un plan H'' perpendiculaire à V, suivant la 
nouvelle ligne de terre L"T", et qu'alors en menant de M^ et de N/ les perpendiculaires M/ Ma//, 
NV Na", à L" T", en reportant M' Ma de iw" en Ma", /i'Na de /i" en n" ^yt et en joignant Ma// et Na//, nous 
avons obtenu la projection Da'/ de la droite D sur le plan H". Comme vérification des constructions 
précédentes, si Ton mène 0»/ q perpendiculairement à L" T", on coupera Da^/ en Oa//, nouvelle projection 
horizontale de 0, et on devra trouver Oa// 7 = Oa/?, de façon que les projections du point auront été 
successivement 

il". 0, 9/., ( le point étant Ini-méine sa projection verticale dans le 
2". 0/, 0/„ premier système.) 

Si Ton mène également t^ tkf> perpendiculairement à \" T", on coupera Da// en un point tk"^ nou- 
velle projection horizontale du point /, tel que rtk" =■ tt/, de manière que les projections du point t 
auront été successivement 

l I" /, ^, (le point / étant lui-mènie sa projection horizontale dans le 
} 2". /, t^t, premier système. ) 
( 3". ////, t,'. 

Les deux nouvelles traces de D sont ô'O a" et f'/^/. Nous disons à cette occasion (pie les |)rojections 
\), vijyfiffy ainsi cpic les traces 0' et t' de la droite D, sont simultanées par rapport à la ligne de terie 
L"T" qui caractérise le nouveau système de plans de projection simultanés V et H", dont le second 
ne peut plus être désigné sous le nom de plan horizontal, puisqu'il a cessé d'être parallèle a l'horizon. 

On voit aisément le parti qu'on peut tirer de ces changements de plan de projection pour rendre 
Tun ou l'autre d'entre eux parallèle ou perpendiculaire à une droite donnée dans l'espace, ou même 
pour rendre l'un d'eux parallèle et l'autre perpendiculaire i\ cette droite: ce qui, dans certains cas, 
peut simplifier la solution d'un problème, pourvu toutefois que les constructions préliminaires à 
exécuter en vue de ce résultat ne soient pas aussi compliquées que celles qui conduiraient directement 
'A la solution, en conservant les plans primitifs. 

Soient données, pour dernier exemple, les projections D^, Da, et les traces r, 0, d'une droite D 
{fig. 8), rapportée à un plan vertical V et à un plan horizontal H dont la ligne de terre est LT^ 
nous demandons les projections D/ et Da// de cette même droite D par rapport à un système de plans 
simultanés V et II", dont l'un , V, est vertical et parallèle à D, à une distance $ en arrière de cette 
droite, et dont l'autre. H", simultané de V, est perpendiculaire à D en un point donné Ma M,. 

Puisque le plan V doit être vertical et parallèle à D, il est parallèle au plan projetant qui a fourni 
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Da ; et , par conséquent , la nouvelle ligne de terre V V doit être tracée parallèlement à Da au-dessus 
de Da ù la distance ^; la nouvelle projection M/ du point M sera sur la perpendiculaire abaissée de Ma 
sur \J V à une hauteur m' M,/ = m M» ; la trace horizontale t de la droite D se projettera verticale- 
ment en t/ sur L' T', et la ligne Mr''^ sera la nouvelle projection verticale D/ de la droite D. Si Ton 
mène du point Oa la perpendiculaire Oa/'O^» à U T\ on aura B^p = $ et B/p •= 00a> 

Le plan H" étant ix la fois perpendiculaire au plan Y et à la droite D, d'après Ténoncé, sa trace sur 
le plan V, c'est-à-dire la nouvelle ligne de terre L"T", devra être perpendiculaire en direction i\ la 
droite D , et par conséquent à D/ parallèle à D. Comme de plus le plan H'^ perpendiculaire à V doit 
passer par le point M, ta trace V* V du plan H'' sur V doit passer par M^, projection du point M sur 
V. Enfin , la trace de la droite D sur le plan H" devant se trouver, ainsi que tous les autres points dt* 
cette droite, à la distance rT du plan V, il en résulte (|u'en reportant $ de M/ en Da/^ on aura à la fois 
uu point Da// la trace et la projection de la ligne D de l'espace sur le plan H^. On peut remarquer en 
passant que le changement de plan vertical donne immédiatement la véritable grandeur d*une portion 
déterminée de la droite D, par exemple la grandeur de la partie de cette droite comprise entre ses 
deux traces ])rimitives / et G ; mais mieux vaut, en pareil cas, rabattre immédiatement l'un des plans 
projetants sur les plans de projection primitifs [fig. 8). 




wM^ = w'M/, 






lir Problkme. — Changement de plan de projection par rapport à un plan. 

Soient P,, Pa [fig- 9) les traces d'un plan P rapporté 
au système des plans V et H se coupant suivant LT, 
nous changeons le plan V en un autre plan vertical V 
coupant le plan H suivant L'T'. 

Les deux plans verticaux V et V se coupent suivant 
une verticale I, qui a pour projection horizontale le 
point Ia où les deux lignes de terre se rencontrent, et 
pour projection verticale I^ dans le premier système et'V 
dans le second. 

Si donc on reporte, par un arc de cercle décrit du 
point Ia comme centre, la longueur IkU de Ia en />, on 
aura un point v de la trace verticale nouvelle P/ ; en 
joignant O' />, cette hgne P,/ sera la trace verticale du 
plan P dans le nouveau système. 

Il peut arriver que le point 0' ne se trouve pas renfermé dans les limites de IVpnre; on prendra, 
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flans ce cas, une horizontale d dii pian P, les projections de d seront dk parallèle à Pa et rt parallèle 
à la ligne de terre. On cherchera la trace verticale de cette droite , et en élevant à W pur 0^ une 
perpendiculaire O'a'O' égale à 9^0, on aura en 0' un nouveau point de Pr'; en joignant ce nouveau 
point à Vy la trace P/ sera déterminée. 

On emploie le même procédé pour un changement du plan H en H', il faut alors prendre la droite et 
parallèle au plan V. 

Soient P,, Pa les traces d*un plan P rapportées ù un système de plans V et H se coupant suivant LT, 
on demande les traces P/, Pa' du plan P par rapport à un autre système V% H' de plans rectangulaiies 
entre eux et se coupant suivant L"T" [fig, lo), le plan Y étant perpondicuiaire à H. 

Considérons d^ahord la ligne de terre V V intersection du plan Y et du plan horisontal H ; par le 
Fig^ lo point Ia, intersection de LT et V T', menons I; et I«/ 

respectivement perpendiculaires à ces deux lignes 
de terre, portons l^K de U «n v, joignons v avec 
le point de rencontre O' de Pa et de L'T', nous 
aurons la nouvelle trace verticale P^ du plan P. 
Prenons pour pian simultané de V nn plan H' qui 
lui soit perpendiculaire suivant la nouvelle ligne 
de terre L^'T", et nous jrépéterons le même genrt* 
de construction , c*ést-à-dire que du point K^, où 
les deux dernières lignes de terre L'T', I/'T" se 
croisent, nous leur mènerons perpendiculairement 
le« deux droites Kr'Ky et K^K^//, nous prendrons 
K»#Ka// = K^Ka/ et nous joindrons O'^Ka'/, ce qui 
nous donnera la trace horizontale Pa//, et finalement 
les deux traces P/, Pa// du plan P se coupant en O' 
sur la ligne de terre \J"ï" . 

Nous bornerons là ce que nous voulions dire sur ces exercices, avec lesquels il peut être bon de sc' 
familiariser dès le commencement de la Géométrie descriptive , surtout pour les personnes qui ne se 
proposent pas de pousser leurs études en ce genre beaucoup au delà des pnHiminaires, Autrement, 
on rencontre assez fréquemment, dans les applications , des occasions d'employer les changements de 
plans de projections pour attendre que ces occasions se présentent, et Ton s'en servira alors d'autant 
plus utilement, que le choix à faire sera motivé, en. pareil cas, par la nature du problème à résoudre. 
C'est ce que font journellement les constructeurs, sans considérer pour cela comme une méthode de 
recherche ce qui n'est en réalité qu'une transformation de coordonnées. 

Il en est de même de ce qu'on est convenu, depuis quelque temps, d'appeler la méthode des mou- 
vements de rotation, et qui n'est tout simplement qu'un changement de disposition des données rela- 
tivement aux plans auxquels on les rapporte. Nous allons entrer dans quelques détails sur ce sujet. . 



Mouvements de rotation. 

Étant données deux droites indéfinies AB et CD {Jig, i ) qui se coupent en S ; s* Ton imagine que l'une 
d'elles, AB, restant fixe, Tautre, CD, tourne autour d'elle en la coupant toujours au même point S et 
en faisant constamment avec elle le même angle ASC, la droite mobile engendrera dans sa rotation, 
comme chacun sait, un cône de révolution, et les divers points M, M,, M? de cette droite décriront 
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sur le côoe des circonférences dont les plans seront perpendiculaires à la droite fixe, qui deviendra 

Taxe du cône. Les rayons de ces circonférences seront 
les perpendiculaires Mi 0| , . . . , abaissées de chaque 
point M,,..., sur Taxe, et les centres seront les 
pi^ds 0,0,,..., de ces mêmes perpendiculaires. 

Il est évident que ces circonférences se projetteront, 
|0 çp vraie grandeur sur un plan quelconque perpen- 
diculaire à Taxe , et 2® suivant des droites sur un plan 
quelconque parallèle à Taxe. Ces droites seront d'ail- 
leurs perpendiculaires à la projection même de Taxe sur 
ce dernier plan. On peut en outre observer que la 
droite ayant passé de la position CD à la position CD' y 



les angles MOM', M.O.M', , M,0,M',,..., sont tous 

égaux entre eux, que par conséquent les arcs MM', 

M|M',, MaM\,..., décrits par les différents points 
. , sont semblables, et qu'enfin on a la suite d'égalités 




M, M., M,, 



M»r _ M. m; _ m,m;_ 

OM "" MO." "" OM, ""■ ' * 



a 

— » 
I 



fi étant la longueur de Tare décrit avec Tunité de longueur pour rayon et corres|)Ondant à un dépla- 
cement angulaire a^ de ce rayon. La longueur de Tare décrit pendant le mouvement par Tun des 
points M sera d'autant plus grande, que la distance MS du point décrivant M à Tintei'section S ou la 
distance MO de ce point M à Taxe sera plus considérable. Suivant que les points considérés seront 
comme M et M, d'un même côté, par rapport au point S, ou comme M et M, de côtés différents, les 
urcs décrits seront dirigés dans le même sens ou en sens contraire. Enfin la longueur de chaque arc 
est égale au rayon de cet arc multiplié par a. 

Ces préliminaires établis, il est facile de voir comment on peut faire tourner un point, une droite 
ou un plan d'une quantité déterminée autour d'un axe donné, et retrouver, soit les projections du 
]>oint, soit celles de la droite, soit les traces ou les génératrices du plan après la rotation. 

Fig. 7. Il est inutile de faire remarquer que si Taxe n'était pas per- 

pendiculaire à l'un ou à l'autre des plans de projection , on de- 
vrait d'abbrd le mettre dans cette position à Taide des chan- 
gements de plan ; sans quoi l'application des notions précédentes 
présenterait dans la pratique une complication aussi fâcheuse 
qu'inutile. 

l**" PaoBLiME. — Faire tourner un point M d'une quantité 
angulaire a° autour d'un axe ArA^, perpendiculaire au plan 
vertical [fig, a) ou au plan horizontal {fig* 3 ). 

Dans le premier cas [fig, 7.)^ le point M en tournant en- 
gendre une circonférence C qui a son centre O sur Taxe A, 
dont le plan est perpendiculaire à cet axe A, et par cons<'*quent 
parallèle au plan vertical ; cette circonférence se projettera donc 
verticalement suivant Cr, dont le centre est A, et le rayon A,M„ 
et horiionulement suivant C« ptrallèk à la ligne de terres la nouvelle projection verticale da point M 
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sera en M', ou en M"; suivant que le déplacement angulaire a^ doit se produire dans un sens ou dans 
Pautre par rapport à Taxe, la projection horizontale M'a ou M"a située nécessairement sur Ca s^obticn- 
dra par une ligne de rappel abaissée de M'r ou de M'',. 

Dans le second cas [Jtg* 3), le point M a décrit une circonférence horizontale projetée horizonta- 
lement en vraie grandeur sur Ca, et verticalement suivant C, parallèle à la ligne de terre. Le reste du 
tracé s*achève comme il a été dit ci-dessus; il y a encore deux solutions si le sens du mouvement 
n*estpas donné d*avance. 

Si le point M est placé dans l'un des plans de projection, Tune des deux projections de la circonfé- 
rence C doit alors se confondre avec la ligne de terre. 

II* PaoBLiME. — Faire tourner une droite D d*un angle donne ol^ autour d'un axe A. 

Supposons d'abord {Jig. 4 ) \^^t^^ perpendiculaire au plan vertical , sa projection verticale A, est un 





point et sa projection horizontale Aa une perpendiculaire à la ligne de terre. Prenons sur la droite D 
deux points M, et M] et faisons pour chacun d'eux ce que nous avons h\X tout à Theure {/!g. 2 ; 
pour le point M , en supposant que la rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flèche , afin de 
faire cesser toute incertitude. 

Décrivons du point A, comme centre, avec les distances de ce point aux deux points Mi, et M., 
pour rayons, les deux circonférences d,, Ci»? qui seront projetées horizontalement suivant G,/. 
et C}a; prenons de Mi» en M',r un arc correspondant à la grandeur de Tangle a, faisons de même de 
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M,, en M',„ et en joignant ces deux nouveaux points M',» et M',r nous aurons la projection verti- 
cale D', de la droite D dans sa nouvelle position IX, en mettant les deux points M', et M', en pro- 
jection horizontale M', a. M', a, et joignant, nous aurons la projection D'à. 

Nous avons, comme vérification, déterminé la nouvelle position 0', 9'a de la trace verticale 0, Ga; 
on devra chercher comme exercice ce que devient la trace horizontale /, iV, et on remarquera que la 
droite rencontrait d*abord le plan vertical au-dessus du plan horizontal en 6 et le plan horizontal en 
arrière du plan vertical en r; tandis (|u*après son déplacement elle rencontre le plan vertical en 0' 
au-dessous dn plan horizontal et ce dernier en /, en avant du plan vertical. 

Afin de simplifier les constructions , il est commode d'employer toujours la même circonférence 
pour mesurer Tare correspondant au déplacement angulaire a.^ de chacun des rayons, que Ton a soin 
de prolonger dans ce cas jusqu'à cette circonférence. Nous avons adopté de préférence ici la circon- 
férence du plus grand rayon ArO» afin d'échapper le plus possible aux chances d'inexactitude qui 
résultent inévitablement de Temploi de points trop rapprochés; ce rayon sera le rayon i auquel 
correspond Tare a. 

Si la droite mobile rencontre Taxe de rotation, elle engendre un cône, et si elle lui est parallèle, 
elle engendre un cylindre; ces deux cas sont trop simples pour que nous les examinions en particu- 
lier. Mais dans Thypothèse où la droite ne rencontre pas Taxe sans lui être parallèle, ainsi qu'il 
arrive dans le problème que nous venons de résoudre , la discussion présente des particularités remar- 
quables que nous allons étudier en changeant toutefois la situation de Taxe, aGn de jeter dans cette 
étude un peu de variété. 

Soient donc [fig. 5) un axe A perpendiculaire au plan horizrmtal et une droite D faisant un Vmr 
^*g' 5. entier autour^de cet axe, dans le sens imliqué par la 

flèchef. 

Au lieu de prendre un point quelconque de la 
droite, prenons celui qui est le plus rapproché de 
Taxe, c'est-à-dire celui qui correspcmd à la perpen- 
diculaire commune aux deux droites A et D. C'est 
évidemment le point M projeté horizontalement en 
Ma au pied de la perpendiculaire abaiss^'^e de Aa sur 
Da. En effet, cette perpendiculaire commune ou plus 
courte distance est horizontale comme perpendiculaire 
à la verticale A; elle est donc, à cause de cela, pa- 
rallèle à sa propre projection horizontale; elle est 
d'ailleurs perpendiculaire à D, conséquemment au 
plan projetant horizontal de D et par suite à Da, trace 
horizontale de ce plan, donc enfin sa projection ho- 
rizontale est bien AaMa. Il suit de là que les projec- 
tions horizontales de la droite D, dans ses positions 
successives y seront toutes tangentes à la circonfèrena- 
Ca fiui a pour rayon AaMa. Il est d'ailleurs évident 
. que les traces horizontales de toutes les positions de 
la droite D seront situées sur la circonférence c dé- 
crite du point Aa comme centre avec la distance Aa^ 
pour rayon ; il est facile d'après cela d'avoir les pro- 
jections de la droite pour un déplacement angulaire donné a** sans passer parles constructions 

5* iûii. — TraHé de Géométrie descriptive, par Leroj. 49 • 
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précédentes ; en effet, on prendra sur la circonférence c Tare #? correspondant à ce déplacement a^, à 
partir du point r, et en menant par la seconde extrémité f de cet arc une tangente à C]^ on aiu*a la 
nouvelle ))rojection horizontale de D. On vérifiera si Tare compris sur Ca entre les points de contact 
Ma et M'a est bien semblable à l'arc a : ce qui se fait en prolongeant les deux rayons AaMa, AaM'a. 
jiis(fu*i\ C et en s*assurant que Tare upi', intercepté sur la circonférence C entre les pro1on{;emenl» de 
ces rayons , est égal à Tare a. 

Panni ces tangentes, il en est une, D'à, qui est parallèle à la ligne de terre; on reconnaît aisément 
qu'alors la droite correspondante D' est dans l'espace parallèle au plan vertical. Il en est une autre, 
D"a, qui est perpendiculaire h la ligne de terre; la droite D" qui lui correspond est alors dans un plan 
perpendiculaire «\ la ligne de terre. Enfin, si Ton prend la tangente D^a parallèîe à Da, on aura la 
projection horizontale de la droite D après une demi-révolution autour de Taxe A; les deux pmjec- 
tions verticales D,., D'"^ sont alors symétriquement placées par rapport à la ligne A,» sur laquelle elles 
se coupent au point N^oii se projette verticalement le diamètre NN** du cercle AN. 

Les points de la droite D, tels ((tie N et P, situés à même distance au-dessus et an-dessous du plan C, 
sont projetés hoiizontalement sur la même circonférence; cette remarque permet de simplifier les 
constructions y quand on doit dép'acer la droite D de quantités angulaires données. 
III* Problème. — Faire tourner un pif m P efun angle a autour d'un axe A {fig. 6). 

Supposons Taxe vertical et le plan donné 
par ses traces P, , Pa. 

Le sens du mouvement est indiqué par 
la flèche/. 

Ap|)Iiquons la construction précédentes 
chacune des deux traces considérées comme 
des droites quelconques r/, et r/, situées dans 
les plans de projection. La droite r/, effec- 
tue sa rotation dans le plan horizontal où 
elle se trouve déjà ; tlle ne cessera donc 
pas d'être la trace horizontale du plan P,^ 
sa plus courte distance à Taxe est la per- 
pendiculaire AaM, en faisant tourner le 
point M de Tare MM' correspondant à 
Tangle a, et en menant par M' la tangente 
(t^ à cet axe, on aura la nouvelle. trace 
horizon taie P'a sur laquelle le point r se sera 
transporté en /'. Quant à la tiace verticale 
P,, en la considérant comme une droite 
quelconque il^ du plan verticaj , ses pro- 
jections sont dans le plan vertical la ligne 
fl, elle-même, et dans le plan horizontal la ligne de terre; sa plus courte distance à Taxe est projetée 
horizontalement en vraie grandeur en Aa Na et verticalement en un point unique N, ; dans le mouve- 
ment, le point N décrit un arc NN' semblable à MM' et se projette en N'a et N',. La droite rf, prend 
alors potir projection horizontale la tangente ef^k » l'arc NaN'a menée du point N'a- Cette tangente 
doit nécessairement passer en l'. En joignant t\ et N'^, on aura la nouvelle projection verticale d\, de 
la droite #/„ et, par suite, le point qui fait partie de la nouvelle trace verticale P',; il n'y a donc 
plus qu*à mener la ligne 9/>' pour avoir cette nouvelle trace verticale PV- 
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On doit reconnaître que les arcs NaN'a titif sont semblables à Tare MM' et correspondent, snr le 
cercle de rayon AaM, à des arcs nn\ 66' égaux à l'arc MM', circonstance dont on devra profiter, 
ainsi qu'il a été dit au IP problème, pour simplifier les constructions. 

Parmi toutes les positions que le plan P peut prendre en tournant autour de Taxe A , nous remar- 
querons principalement les deux suivantes : i® celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la 
parallèle P''a à la ligne de terre , et 2° celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la per- 
pendiculaire ^"h à la ligne de terre. Dans le premier cas, le plan P est lui-même parallèle a la ligne de 
terre, le point t vient en t'\ et la trace verticale, qui est aussi parallèle h la ligne de terre, s'obtient au 
moyen de la droite 1/', ainsi qu'il a été dit. Dans le second cas, le plan est perpendiculaire au plan 
vertical, le point t vient en r^, et la trace verticale s'en déduit toujours par les mêmes considérations. 

Il est bien évident d'ailleurs que, pendant tout le mouvement, le plan P forme toujours le même 
angle avec le plan horizontal; on peut, comme vérification, s'en assurer en prenant dans chaque 
situation diflërente la ligne de plus grande pente, passant par le point fi\e O où Taxe A perce le plan 
P. Ce point O s'obtient fort aisément à l'aide de l'horizontale H correspondante à la position initialeP. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le plan P incliné d'une manière quelconque sur les 
plans de projection , et par conséquent rencontrant l'axe qui est toujours donné perpendiculaire à l'un 
dVux. Si le plan P était parallèle à l'axe, le tracé serait tellement simple, que nous ne croyons pas de- 
voir nous y arrêter ici. 

Enfin, si au lieu de donner le plan par ses traces, on le donnait soit : 

1". Par deux droites se coupant; 

2". Par deux parallèles; 

3°. Par trois de ses points ; 

4". Par l'une de ses normales dont le pied dans le plan serait connu ; 

5". Par l'une de ses lignes de plus grande pente ; 
la solution serait toujours ramenée au II* problème. D'abord cela est évident pour les deux pre- 
miers cas; quant au troisième cas, on le ferait dépendre du 11** problème, en joignant les points deux à 
deux, ce qui fournirait deux droites qu'on ferait tourner chacune de l'angle donné, ou bien ou 
traiterait directement la question en déplaçant chacun des trois points de l'angle donné, au moyen du 
I"^** problème. Le quatrième cas exigerait quelque précaution, si au lieu de faire tourner la normale 
et son pied de l'angle donné, on voulait lui substituer deux droites du plan passant par ce point et 
parallèles l'une au plan vertical, l'autre au plan horizontal; il faudrait alors se rappeler que la 
première de ces lignes, étant perpendiculaire à la normale comme faisant partie du plan et de plus 
parallèle au plan vertical, a pour projection verticale une perpendiculaire à la projection verticale 
de la normale et pour projection horizontale une parallèle à la ligne de terre ; tandis que la deuxième, 
étant parallèle au plan horizontal , a pour projection horizontale une perpendiculaire à la projec« 
tion horizontale de la normale et pour pn>jection verticale une parallèle à la ligne de terre. 

Ces deux lignes se nomment quelquefois \e^ principales du plan. 

Le cinquième cas se résout évidemment au moyen des constructions du problème III. On peut 
toujours faire partir la ligne de plus grande pente d'un point de l'axe de rotation et remarquer que 
les projections horizontales de celte ligne, avant et après le déplacement, font précisément entre elles 
l'angle donné a. 

Au surplus, nous n'insistons pas sur ce cinquième cas, parce que la détermination d'un plan, au 
moyen de sa ligne de plus grande pente pour un point donné, rentre, û proprement parler, dans le 
système de projections désigné sous le titre de Méthode des plans cotés et nivelés^ et nous renvoyons 
au texte de Leroy, livre IX, chapitre II de cotte édition* 

49. 
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Les considérations précédentes, appliquées à la solution des questions cootcnues dans le premier 
livre de cet ouvrage, conduisent à des constructions beaucoup plus compliquées que celles données 
par Taulenr, lesquelles d'ailleurs ont été consacrées par renseignement de Monge et sont générale- 
ment adoptées. Mais si leur emploi manque de simplicité en pratique, il a, comme exnxice, Tavantaiie 
d'habituer les commençants ù lire facilement dans Tespare, et c'est pour ce motif, comme indication 
du parti qu'on peut en tirer ù ce point de vue, que nous avons placé ici quelques exemples. 

1*»^ EXEMPLE. 

Mener par un point M une droite D. qui coupe une ilroite D, sous un angle donné a. 

f! > Soient LT la ligne de terre, M^, M* les deux pro- 

jections du point M, « t D,„ D,a les deux projections 
de la droite D, ; menons par le point M une liori- 
^^^f^ , zontale d du plan P, déterminé par le point et la 

__ J*j_i^i ;^j:c=.c::tr52^-_ ._!_ ^'' droite D, ; faisons tourner le plan P autour de Tho- 

rizontale d comme axe, jusqu'à ce qu'il devienne 
parallèle au plan horizontal de projection, la droite 
D, sera emportée dans ce mouvement de rotation ; 
prenons sa projection horizontale l)\h après le 
mouvement et coupons-la sous Tangle a, par une 
droite D',* menée de M*, celte droite D', a sera la 
projection horizontale de la droite Ds après la rota- 
tion du plan P, il ne restera plus cpi'à la ramener 
à la position qu'elle doit occuper avant le mou- 
vement ih\ plan. 

Nous aurons d, en menant par M, une parallèle 
à la ligne de terre, qui coupera D, en L; d'où 
nous conclurons U <^t, par suite, dj^ en joignant M^Ia. L'horizontale d étant prise pour axe de rota- 
tion, tous les points de la droite D,, excepté le point I qui reste immobile, décriront autour de Taxe 
des arcs de cercle dont les centres seront sur l'axe et dont les plans seront perpendiculaires à ce même 
axe; si donc nous considérons le point 9 entre autres, ce point, après le mouvement, sera projeté 
en G'^, 0[, , que l'on déterminera en abaissant de 0^ la per(>endiculaire G^Oa sur l'axe, en cherchant la 
vraie grandeur de cette ligne et en la reportant de Oa en G'^. En joignant Ia et &^^, on obtiendra D',a; 
quant à la projection D'.ri elle se confond évidemment avec d,. Menons, ainsi qu'il a été dit, la 
droite D',a par 1^ point Ma en coupant D\ sous l'angle a, et il ne nous restera plus qu'à replacer Dl 
dans sa vraie position D, , ce qui se fera aisément d'après les explications précédentes : pour cela on 
ramènera le point S'^, sommet de l'angle, dans la position S„ Sa, et en joignant M et S, on obtiendra 
enfin la droite D;. 




Il*" EXEMPLE. 

Déterminer la plus courte distance d'un point M à une droite D. 

La construction étant celle de l'exemple précèdent, en y remplaçant l'angle a par un angle de 
90 degrés, nous ne la n^prendrons pas. 
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m^ KXKMPLK. 

Dt'tcrminer la plus courte distance d'un point M à un plan P. 

Soient LT la ligne de terre, M,Ma les projeclions 

(In point M, et P, P^j les traces dn plan P; faisons 

•"rX tourner le plan P autour de la projetante horizon- 

\X laie du point M, prise pour axe, jusqu'à ce que ce 

e\.^lJ^^! plan devienne perpendiculaire au plan vertical; à 

^';^""i!l^» .. cet instant la normale au plan sera parallèle au plan 

!'^A!; \ \ vertical (!e projection, et, par conséquent, se pro- 

i; ;\\ 1 V jetleiaen vraie grandeur sur ce plan. Nous pour- 

!; ^^ rons ensuite ramener le système à sa position ini- 

;\\ x^ tiale, et déterminer alors les deux projections de la 

\ \ .. ^. ^- normale dans celte position . Du point où l'axe perce 









:^y' 



le plan on abaisse la ligne de plus grande pente 
du plan P, elle se projette horizontalement suivant 
hk^\ht perpendiculaire à Fa, cl verticalement sui- 
^' vaut O^y qui coupe en K, la projection de Taxe; le 

^^ point K est donc celui où le plan est percé par Taxe, 

* lï»; et ce point reste immobile |)endanl le mouvement. 

Quand le plan P est perpendiculaire au plan ver- 
tical , cette ligne de plus grande pente / devient parallèle au plan vertical; elle se projette alors hori- 
zontalement suivant ô'^Ma^' parallèle à la ligne de Jterre, et verticalement suivant /^KrO|, ; les points t 
et Oa décrivent dans le plan horizontal les arcs semblables tt' et ^k^\ dont le centre est en Ma et dont 
les projections verticales sont t^t'^ et ÔÔ|,; la trace Pa, emportée par le mouvement, prend la direction 
P'^/'^[, perpendiculaire à la ligne de terre ; les trois points î\^ K,, ô[, sont sur une même ligne droite, 
qui est à la fois la nouvelle trace verticale P[, et la nouvelle projection verticale l\ de la ligne / ; la 
normale n au plan est donc, suivant ce qui a été dit en commençant, représentée en vraie grandeur 
par MrN|, perpendiculaire à l\^ son pied est projeté en N^N^, et si Ton ramène le tout à la position 
initiale, on a définitivement M,,N,, Ma Na pour projections de la normale /?, et N^, Na pour projections 
de son pied dans le plan. 

Nou5 proposerons sur ce même exemple deux cas particuliers : i** celui où le pian P est parallèle à 
la ligne de terre ; 2° celui où les deux traces P, et Pa du plan P sont en prolongement l'une de Tautre. 
Nous avons indiqué les constructions sans reprendre Tcxplicalion. 

On sait que les traces d'un plan sont en prolongement Tnne de l'autre quand le plan passe par P., 
une perpendiculaire ù la ligne de terre élevée dans le plan bissecteur de l'un ou de l'autre des dièdres 

'^ /"^ , . , , . 

SA ou IP supéiieur formés par les plans de projection antérieur ou inférieur postérieur, et récipro- 
quement. 

On doit remarquer ce fait important : dans les trois figures relatives à ce problème les traces du 
plan et les projections de la normale, situées sur le même plan de projection, sont perpendiculaires 
entre elles, ce qui est la conséquence de ce principe : Quand deux droites sont perpendiculaires 
entre elles dans l'espace, si Tune d'elles est parallèle à l'un des plans de projection, les projections des 
deux droites sur ce même plan %oï\i perpendiculaires entre elles. 



390 CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECTION 

On tire un parti tellement avantageux de ce principe pour la recherche de la plus courte distance 
d*un point h une droite ou à un plan , que nous croyons devoir indiquer ici cette application , quoi- 
quVIlo soit étrangère aux mouvements de rotation dont Pemploi prés>cnle, dans le cas actuel, ainsi 
qu'on a pu le reconnaître, une complication au moins inutile pour la pratique. 
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Fig. 17. 
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S(m*ntM« , Ma, Dr, DaIcs projections du point M et de la droite D ; désignons par ^, et ^3 les deux/^n/i-^ 



Fig. .3. 
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ci paies (1) d'un pian P passant par le point M et perpendicu- 
laire à la droite D. Supposons que la ligne d^ soit la principale 
parallèle au plan vertical, elle aura (en vertu du principe 
énoncé ci-dessus) pour projei*tion verticale une droite r/„ 
perpendiculaire à D»; la projection horizontale sera d'ailleurs 
une parallèle dyk'à. la ligne de terre; la ligne </,, qui est, par 
suite, la principale parallèle au plan horizontal aura (tou- 
jours conséquemnaent au principe) pour projection hori- 
zontale une droite d^k perpendiculaire à Da et pour pro- 
jection verticale une parallèle d^ à la ligne de terre. En 
coupant ces deux droites en A et B par le plan projetant 
horizontal de D, on détermine une droite AB qui est située 
dans le plan P et qui cou|>e la droite D au point N ; en 
joignant M, N, on obtient la plus courte distance deman- 
dée //. 



IV^ EXEMPLE. 

Déterminer l'angle de deux droites D, et D* se coupant en un point M. 

Soieîit D,A, D,r, Dja, D,r, Ma, M, les projections des données, faisons tourner le plan déterminé 



.j) Nouî. avunsdéjà dit que nuus entendions par ;yi7nci>a/e5 d'un plan P pour un point M, les droites menée» pai 
)e point M dans le plan P, parallèlement aux deux plans de projection. 
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par les deux droites jusqu'à ce qu'il devienne parallèle à Tun des plans de projecrion , au plan ver- 
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lical, par exemple» et Fangle demandé se projettera 
verticalement en vraie grandeur. 

Nous prendrons pour axe de rotation la principale 
AB, parallèle au plan vertical, sa projection horizon- 
tale sera Aa Ba, paralKle i\ la ligne de terre, et nous en 
déduirons A^B,; le point M , en tournant avec le plan 
autour de cet axe, décrira un arc de cercle dont nous 
savons trouver le centre O et le rayon r, ce qui nous 
fournira la projection M^ du point M après le mou- 
vement, en joignant W^ avec A,, et B^, nous aurons 
Tangle demandé. 

Si les deux droites données ne se rencontraient pas, 
on mènerait d'un point IVJ de l'une d'elles une parallèle 
à l'autre, et l'on reproduirait la construction précé- 
dente, qui d'ailleurs ne diffère que dans les termes de celle donnée dans l'ouvrage. 

V** EXEMPLE. 

Déterminer la plus courte distance entre deux droites non situées dans le même plan. 

Soient D| et D, les droites données, on prendra sur D,, un point M à volonté, on abaissera la 
projetante horizontale de ce point, et l'on fera tourner les droites Di et D, autour de cette ligne jus- 
qu'à ce que la première devienne parallèle au plan vertical ; prenant alors pour nouvel axe de rota- 
tion la projetante verticale du point M, on fera de nouveau tourner les deux droites autour de cet 
axe, jusqu'à ce que D, , qui était parallèle au plan vertical , devienne perpendiculaire au plan hori- 
zontal. Dans cette dernière position des deux droites, leur plus courte distance sera représentée en 
vraie grandeur par la perpendiculaire abaissée de Ma sur la projection horizontale qu'on aura obtenue 
pour la droite D,, après le double mouvement de rotation. 

Nous avons donné cette construction comme exercice seulement; car elle est d'ailleurs plus com- 
pliquée dans l'exécution que celle indiquée livre P**, chapitre II de cet ouvrage. 

On peut consulter encore pour ce problème le Traité de Géométrie descriptive de l'illustre Mongc 
(Paris, KIostermann fds, 1811), page 43, on y trouvera une solution très-élégante de la question, 
fondée sur l'emploi d'un plan mené par Tune des droites parallèlement à l'autre et tangent à un 
cylindre de révolution qui a pour axe cette autre droite et pour rayon la plus courte distance 
cherchée. 



?Aais. — iMpmMKaiE de h allet- bachelier. 
Rue du Jardioet, (2. 
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